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La  première  édition  de  ce  Traité  était  précédée  de 
Réflexions  sur  la  manière  d'enseigner  les  Mathéma- 
tiques, et  d'apprécier,  dans  les  examens ,  le  savoir  de 
ceux  qui. les  ont  étudiées  ;  on  ne  trouvera  point  ici  ces 
Réflexions ,  parce  qiCajant  reçu  de  nouveaux  dévelop* 
pemens ,  elles  font  partie  de  V  ouvrage  que  T  Auteur  a 
publié  sous  le  titre  ^f^Ëssais  sur  l'Enseignement  en  gé- 
néral ,  et  sur  celui  des  Mathématiques  en  particulier. 


Tout  Exemplaire  du  présent  Traité  qui  ne  por^ 
terait  pas,  comme  ci-» dessous ,  la  signature  de 
l'Auteur,  sera  contrefait.  Les  mesures  nécessaires 
seront  prises  pour  atteindre,  conformément  à  la 
Loi,  les  fabricateurs  et  les  débitans  de  ces  Exem^ 
plaires. 
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TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


DE 


CALCUL    DIFFÉRENTIEL 

ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

Notions  préliminaires  et  principes  de  la  diffe^ 
rentiation  des  fonctions  d^une  seule  variable. 

I.  Dans  celte  partie  de  l'Analyse,  on  prend  pour 
sujet  le  passage  d'une  ou  de  plusieurs  quantités  par 
dîfférens  états  dfi  grandeur,  et  les  changemens  qui  en 
résultent  dans  d'autres  quantités  dont  la  Taleor  dépend 
de  celle  des  premières  (*) . 

2»  Pour  exprimer  qu'une  quantité  dépend  d'une 
ou  de  plusieurs  autres ,  soit  par  des  opérations  quel- 

('*")  L*ordre  et  la  brièveté  m^ont  para  demander  que  Ton  sé- 
parât lea  notions  préliminaires  ,  parement  analytiques,  des  applî^ 
cations  géométriques  ^  mais  le  lecteur  qui  croirait  avoir  besoin, 
pour  fixer  ses  idées,  de  voir  quelques  applications,  pourra  con- 
sulter à  la  fia  dultYre,  la  note  A. 

Cale.  diff.  I 
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conques  9  soit  même  par  des  relations  impossibles  à 
assigner  algébriquement ,  mais  dont  Vexistence  est  dé- 
terminée par  des  conditions  certaines;  on  dit  que  la 
première  est  fonction  des  autres.  L'usage  de  ce  mot  en 
éclaircira  la  signification. 

^  On  emploie  souvent  une  lettre  comme  signe  ou  ca- 
ractèristique  du  mot  fonction  ;  ainsi  les  symboles 

expriment  que  w,  v  et  z  sont  diverses  fonctions  de  x. 

3»  La  quantité  considérée  comme  changeant  de  can- 
deur ;  ou  pouvant  en  changer,  est  appelée  variable  ;  et 
l'on  donne  le  nom  de  constante  à  celle  que  l'on  consi- 
dère comme  conservant  toujours  la  même  valeur  dans  le 
cours  du  calcul.  On  voit  d'aprë&  cela  que  c'est  la  nature 
de  la  question  proposée  qui  détermine  quelles  sont  les 
quantités  qu  on  doit  regarder  comme  variables  ou  comme 
constantes. 

4.  Pour  éclaîrcir  ceci,  je  vais  donner  quelques 
exemples.  Soit  u-=ax  ,  a  étant  regardé  comme  une  cons- 
tante ;  u  est  une  fonction  de  or,  de  l'ordre  le  plus  simple, 
puisque  c'est  une  quantité  proportionnelle  à  cette  va- 
riable. Si  Pon  suppose  que  x  devienne  x-^h,  et  qu'on 
représente  par  u^  la  nouvelle  valeur  deu,  on  aura. . .  • 
»  =  ax-^^ahf  d'où  u — u  =  ah  ;  et  en  divisant  les  deux 

membres  par  A,  il  viendra  — j- —  =  a ,   c'est  -  à  -  dire 

que  le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  celui 
de  la  variable  est  indépendant  de  leur  valeur  particu- 
.  lière. 

Je  passe  à  la  fonction  un  peu  plus  compliquée 
M=a»*;  en  y  mettant  x  +  h  au  lieu  de  x,  il  vient 


i/=  a  {s*+axh  -f  h*),  et  en  retranchant  la  premiers 
équation  de  la  seconde ,  u-^  u  =  ^cueh  «f-  a  A*  ;  divisant 

les  deux  membres  par  h^  on  aura  — -r —  :=  sojr  -4-  oA. 

Ici  le  rapport  des  accroissemens  de  la  fonction  et  de  la 
yariable  est  composé  de  deux  parties;  Tune  ne  dépend 
point  de  la  yaleur  particulière  des  accroissemens  y  et 
l'autre  est  affectée  de  h.  Si  Ton  conçoit  que  cette  quan* 
tité  aille  en  diminuant ,  le  résultat  s'approchera  sans 
cesse  de  ^axp  et  n'y  atteindra  qu'en  supposant  A  =  o; 

en  sorte  que  20»  est  la  limiu  du  rapport  — -. — ,  c'est- 
à-dire  la  valeur  vers  laquelle  ce  rapport  tend  à  meêure 
que  la  quantité  h  diminue^  et  dont  il  peut  approcher 
autant  qu^on  le  voudra* 

Il  est  aisé  de  Toir  que  la  différence  »'—  u  s'anéantit 
toujours  en  même  temps  que  A  y  puisque  c^est  l'existence 
seule  de  cette  dernière  quantité  qui  donne  lieu  à  la  prc* 
mière;  cependant  leur  rapport  ne  s'anéantit  pas:  il  est 
de  l'espèce  de  quantités  indiquée  dans  le  n®  70  des 
Élément  d'Algèbre, 

Lorsque  u  =  ax^^  on  a ,  par  la  substitution  àt  X'i^h 
au  lieu  de  x^ 

tt'=  a  («  +  hf  =  fl*3  4-  Zax^h  +  3a«A*  4-  a**; 

en  retranchant  la  première  équation  de  la  seconde,  on 
trouTC  m'—  u  =  Za:^h  +  3ajfA*  +  ^^^9  et  prenant  le 

rapport  des  accroissemens ,  — t —  =  Sox^+SojrA-f-aA** 

On  Toit  encore  ici  un  terme  indépendant  de  toute  valeur 
particulière  des  accroissemens ,  et  yers  lequel  leur  rap- 
port tend  san«  cesse ^  lorsque  h  diminue 9  en  sorte  que 
ce  rapport  a  aussi  une  limite  qui  est  3a«\ 
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Soit  encore    1*=-';  il  Tiendra    u-=. 7,  puî« 

^  CL  '  a  ah 

même  dénominateur  les  deux  termes  du  second  membre; 
oa  trouve  ensuite  que  le  rapport  des  accroissemeos 

— j—  =  -^    a    ,     ■,  ,  valeur  qui  ne  réranouH  pas 

quand  %  =  o ,  maïs  atteint  la  limite  -^  -^. 

Cet  exeiaple  diffère  des  préc^dens ,  en  ce  que  la  li- 

mite  *— --^  ne  se  montre  point  à  part  de  l'exprcsëion 

générale^  mais  pour  isoler  cettç  limite |  il  suffit  d'ajouter 

et  de  retrancher  en  même  temps  —  —  au  second  membre 

de  l'équation  ci^essus  y  qui  déviait  ^ors 

m' 7-.!/^^       a        a  g 

h     ~'^7^'^x^^  x^  +  xh' 

et  Je  Vêduîre  tes  deux  derniers  termes  au  taèn^  déno^ 
minaleur;  car  on  obtient 

\^\tur  eomplète ,  dpnt  le  premier  terme  est  la  limite^ 
et  dont  le  second  s'évanouit  quand  A  =  o. 

Ce  premier  terme ,  ou  cette  limite,  n'est  pas  particu* 
Uer  aux  fonctions  que  je  yiens  d'examiner;  l'exposition 
des  procédés  par  lesquels  on  l'obtient  pour  toutes  les 
fonctions  employées  dans  les  élémens  de  Mathématiques» 
et  (ensuite  la  considération  des  courbes  (58^  5g)  montre- 
ront évidemment  qu'il  se  rencontre  dans  toute  fonction 
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en  général.  Ainsi,  lorsque  les  accroiawmens  respectifs 
d* une  fonction  et  de  sa  variahleiiifonouissent^  leur  rap^ 
port  ne  s'éi^anouit  pas  y  mais  il  atteint  une  limite  dont  il 
s^est  approché  par  degrés;  et  il  existe  entre  cette  limite 
e^  la  fonction  dont  elle  dérive,  une  dépendance  mutuelle 
qui  détermine  l'une  par  If  autre,  et  réciproquement. 

5.  Je  ferai  d'abord  connaître  les  signes  par  lesquels 
on  exprime  les  nouTelles  relations  que  les  notions  pré- 
cédentes établissent  entre  les  grandeurs.  Pour  en  mon- 
trer la  convenance ,  je  reprends  la  fonction  u  =  €uf^  , 
déjà  considérée  dans  le  n^  4* 

En  j  mettant  x  +  hyBM  lieu  de  'x ,  et  retranchant  la 
quantité  a:^  du  résultat^  on  a  obtenu ,  dans  l'expression 

u  —  I*  =  3ajc*A  +  3a*A*  +  aA' , 

le  développement  de  la  différence  des  deux  états  de  la 
fonction  Uy  ordonné  suivant  les  puissances  de  l'accrois- 
sement h  qu'on  suppose  à  la  variable  x\  et  I^  limite 
3a4r^  du  rapport  des  aocroissemens  u'!  —  z^  et  ^y  ne  dé- 
pend que  de  la  considération  du  premier  terme  Zax^h 
de  cette  diffà'ence  (4)«  ^e  premier  terme,  qui  n'est  « 
qu'une  portion  de  la  différence,  s'appelle  différentielle  ; 
et  on  le  désigne  par  dtf ,  en  se  servapt  de  la  lettre  d» 
initiale  du  nom^  comme  d'une  caractéi^tstique  :  on 
aura  donc,  dans  l'exemple  proposé,  au  ==  Zax^h. 
Pour  passer  de  là  à  3a»*,  qui  est  la  limite  cherchée , 

il  faudra  diviser  pat  A,  et  Pon  obtiendra  -r*  =  3ajr*; 

mais  quand  il  s'agit  d'une  variable  simple,  comme  la 
quantité  4; ,  qui  se  change  en  x'=  X'\'hyOn  a^ —  x  =h  ; 
la  difierence  et  la  différentielle  ne  sont  alors  qu'une 
même  cho^  :k)n  remplace  en  conséquence  la  quantité  h 
par  le  signe  d»,  afin  de  mettre  de  l'uniformité  dans  les 
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calculs,  et  il  vient 

eu 

La  première  expression  sera  la  différentielle  de  u  ou  de 
aa^ ,  et  la  seconde,  qui  appartient  à  la  limite  du  rapport 
des  changemens  simultanés  de  la  fonction  et  de  sa  va- 
riable ,  prendra  le  nom  de  coefficient  différentiel ^  parce 
que  la  quantité  qu'elle  représente  n'est  autre  chose  que 
le  multiplicateur  de  la  différentielle  dAr,dans  l'expres- 
sion de  la  différentielle  dz^.  Il  suit  de  là  que  là  limite  dit 
rapport  des  acoroissemens ,  ou  le  coefficient  différentiel, 
e*obtiendra  en  divisant  la  différentielle  de  la  fonction 
par  celle  de  la  variable  ;  et  réciproquement ,  on  obtien- 
dra la  différentielle  en  multipliant  la  limite  du  rapport 
des  acoroissemens  j  ou  le  coefficient  différentiel,  par  la 
différentielle  de  la  variable. 

Cette  remarque  est  importante,  parée  qu'il  y  a  des 
fonctions  dont  le  .coefficient  différentiel  se  trouve  plus 
facilement  que  la  différentielle.  £n  effet,  pour  par- 
venir immédiatement  k  cette  dernière  ^  il  faut  écrire 
'  X  +  clx  au  lieu  de  j^,  dans  la  fonc^n^  proposée ,  dé-- 
velopper  le  résultat  suif^ant  les  puissances  de  àxy  en 
^arrêtant  au  terme  affecté  de  la  première  puissance , 
et  retrancher  du  résultat,.  F  expression  primitive.  On 
voit  que  cette  méthode  suppose  qu'on*  sache  développer 
la  fonction  proposée,  ce  qui  peut  demander  des  secours 
étrangers,  dont  la  considération  des  limites  dispense  le 
plus  souvent.  » 

D'après  ces  notions ,  on  peut  dire  que  le  Calcul  diffé- 
rentiel est  la  recherche  de  la  limite  du  rapport  des  ac-^ 
croissemens  simultanés  d'une  Jonction  et  de  la  variable 
dont  elle  dépend. 
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6.  II  faut  bien,  se  garder  dé  confondre  en  général  k 
difiërentielle  avec  la  différence  »^— u.  En  effet,  dans 
l'exemple  dati^  4>  ^'^^^  ^^  3aff*A,  et  l'antre 

mais  t>n  yoit  <^e  lorsque  la  quantité  h  est  très  |>etite9  la 
différentielle  3àx^h  forme  la  partie  la  plus  considérable 
de  la  différence  uf — z«^et  que  la  différentielle  s'approcbe 
de  plus  en  plus  de  la  différence ,  à  mesure  que  h  dimi- 
nue. £n  général ,  ily  a  d'autant  moins  c^ erreur  à  prendre 
la  difféxendelle  pour  la  différence  ^  que  Von  suppose 
plus  petite  la  valeur  de  ï^ accroissement  de  la  variable, 
La  même  conséquence  se  tire  aussi  de  la  considéra- 
tion des  limites;  car  si  le  rapport  des  accroissemens  si- 
multanés 2/  —  u  et  A  a  pour  limite  une  fonction  p^  et 
^e  pour  une  yalcur  quelconque  de  A,  on  ait 

u  —  u  ,        5  w'-*"  u 

— j- —  =  P,  ce  qui  reyient  à  — r —  ==i»  +  (P-^p), 

H  faudra  que  la  quantité  Pr-p  diminue  en  même  temps 
que  h,  et  s'évanouisse  quand  A=:o  :  l'équation 

— r-y —  =/>  sera  donc  d'autant  plus  exacte,  que  Pac- 

croissement  h  sera  plus  petit  ;  et ,  dans  cette  hypothèse, 
u'—u=phC). 

De  là  résulte  la  forme  des  preiaiers  termes  du  déve- 
loppement du  second  état  u\  En  effet,  la  quantité  P — p 
«'évanouissant  avec  7i,  doit  nécessairement  avoir  cet  ac- 
croissement au  nombre  de  ses  facteurs;  et  ce  qu'on  peut 

(*)  C'est  sur  ce  principe  que  LeibnitK  a  fonde  le  Calcul  diffc- 
renticl,  en  regasdant  les  difiù'rentielles  comme  des  difivrcncesjnfi- 
nimenl  petites. 
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faire  de  plus  général ,  est  de  supposer  que  P— je'^ts  QA** 
l'exposant  n  étant  positif  ^  mab  quelconque  d'ailleurs, 
et  Q  ne  devenant  pas  infini  lorsque  /(=o  :  alors  l'équa- 
tion 

— ^-=/>4-QA»    donne    m'=u  +  p^4- QA»+*! 

7.  II  est  aisé  de  yoir  que  deux  fonctions  égales  ont 
des  différentielles  égales;^ car ,  lorsque  deux  fonctions 
sont  égales  entre  elles ^  quelle  que  soit  la  valeur  de  la 
variable  dont  elles  dépendent,  il  faut  que  les  change- 
mens  respectifs  qu'elles  reçoivent  en  conséquence  de 
celui  qu'on  attribue  à  cette  variable  ^  soient  toujours 
égaux.  Si^  par  exemple,  z^  et  f  désignent  des  fonctions 
de  Jp  telles  que  u  =  v,  quel  que  soit  x,  et  que  quand  x 
devient  jp-j-dar,  u  se  change  en  m'  et  v  en  </,  on  aura 
encore  uz=:v  :  retranchant  de  cette  équation  la  précé- 
dente, U  en  résultera 

ï/— -»  =  *»'— i^; 

pais  divisant  par  <djF,  on  obtieiAdra 

'^'^~'^âx    ' 

quols  que  soient  x  et  âx.  Si  donc  p  et  q  désignent  les 
limites  respectives  des  rapports  ci-dessus,  les  valeurs 
générales  de  ces  rapports  pourront,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, être  repi'ésentéès  par  p  +  ^f  q-j-fi  9  jp  et  ^  ne 
dépendant  pas  de  dx,  tandis  que  ec  et  fi  décroissent  et 
s'évanouissent  en  même  temps  que  dx',  et  l'on  aura 

p-j-ar^zq^fiy     d'où    p'^qz^fi'^ot. 

Il  suit  de  là  que  pz=zq;  car  si  l'on  supposait. . . 
p  —  q-=:il>f  il  en  résulterait  que  la  quantité  jS — a  ne 


pOMrrait  pas  Unnber  au  -  dessous  de  D  f  tandis  qn'die 
^'évanouit  :  il  faut  donc  que  Z>=o  (*);  doncpds^qix 
et  dz^=dv ,  en  observant  que,  d'après  le  n**  5 ,  pix  et 
qdx  sont  les  différentielles  des  fonctions  u  et  v . 

L'inyerse  de  cette  proposition  n'est  pas  généralement 
Traie,  et  Von  aurait  tort  d'a£Bnner  que  deux  différen- 
tielles égales  appartiennent  à  des  fonctions  égales.  En 
effet,  si  l'on  atait  a  +  bx^  en  substituant  x+dskxjCn 
obtiendrait  a'{'bx'{'bdXf  et  en  retrancliant  a-|-5x, 
on  trouTerait  bdXf  résultat  dans  lequel  il  ne  reste  au- 
cune trace  de  la  constante  a.  La  différentielle  bdx 
appartient  donc  également  à  a  +  bx  ou  k  bx^  et  elle 
conyient  en  général  aux  différons  cas  que  présente  la 
fonction  a'\-hx,  lorsqu'on  donne  à  a  toutes  les  yaleurs 
possibles.  On  voit  aisément  par  là  ,  que  lorsqu'on  diffé- 
rence une  fonction  quelconque,  toutes  les  constantes 
séparées  des  variables  par  les  signes  +  et  —  dispa- 
raissent tandis  que  les  autres  restent  dans  la  diffé- 
rentielle. 

8.  Avant  de  passer  &  la  recfaercbe  des  diSëreotielles 
par  les  limites ,  il  faut  remarquer , 

I**.  Que  la  limite  du  produit  de  deux  quantités  va- 
riableê  en  même  temps,  est  le  produit  de  leurs  limites 
correspondantes;  2°.  que  la  limite  des  quotiens  des 
mêmss  quantités  ,  est  aussi  le  quotient  de  leurs  limites. 

£n  effet  ^soient  P  et  Qles  deux  quantités  proposées, 
peiq  leurs  limites  correspondantes;  les  premières, consi* 
dérées  dans  leur  état  général,  peuvent  être  représentées 
par  p  +  *>  î  +  /*  >  eu  désignant  par  «t  et  ^  des  quantités 
susceptibles  de  s'évanouir  en  même  temps,  après  avoir 

{*)  Ceci  prouve  que  lorsque  dettxl  quantités  sont  la  limite 
d* une  même  quantité  variable,  elles  sont  égales jentre  elle*. 
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passé  par  toifs  les  degrés  de  petitesse  (4)  *•  on  aura  donc 
en  général^ 

PQ  =  ip  +  u)iq+fi)=pq+pfi  +  qci  +  6Lf. 

Le  second  membre  de  cette  équation  se  .réduit  k  pq , 
lorsque,  pour  prendre  les  limites,  on  fait  az=zo ,  /8=o. 
On  Toii  d'ailleurs  qu'en  donnant  au^L  quantités  et  et  /S 
des  Talenrs  conTenables,  on  peut  rendre  aussi  petite 
qu'on  voudra  la  différence 

pq  —jpq  =pi3;+  q»  +  «.S. 
Maintenant,  si  l'on  fait  PQ  =  /Î,  et/7gr=:  r,  r  sera 
la  limite  de  K\  mais  puisque  Q  =  — ,  g  :±r  -,  il  s'en- 
suit que  la  limite  du  quotient  est  aussi  le  quotient  des 
limites. 

9.  Au  moyen  des  remarques  précédentes  on  obtient 
le  coefficient  différentiel  d'une  fonction  rapportée  à 
une  variable  dont  elle  ne  dépend  pas  immédiatement. 
Soient,  en  effet,  trois  quantités  f ,  z/,  x^  telles  que 
la  première  soit  une  fonction  de  la  seconde,  et  celle- 
ci  une  fonction  de  la  troisième,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

4;  =  f(ï.),     «=FW; 

il  semble  d'abord  qu'il  faudrait,  par  l'élimination  de  u^ 
obtenir  l'expression  immédiate  de  v  en  a:;  mais  on 
va  voir  qu'il  n'en  est  pas  besoin.  En  effet,  si  ces 
quantités  passent  simultanément  à  un  nouvel  état  de 
grandeur,  représenté  par  9\  vly  x\  ou  prennent  les 
accroîssemens  respectifs 

^/ if  y  U    Uy  X' Xy 

V  V        if'  —  ♦^  ^  ^  "'  — .^ 

on  aura  -; =  -7 "  X  1 > 

X  —  X        u  —  u        X  '^X 
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et  les  limites  des  trois  rapports 

7^^'    ZlTli'    r=^* 

étant  représentées  par 

di^      dv      di^ 
dî'     Si'     dï' 

on  oonclura  de  la  première  remarque  du  u?  précédent 
que 

dx'^du^dx  ^^* 

Pour  bien  montrer  le  sens  de  cette  expression  ^  je 
Tais  l'appliquer  k  un  exemple,  en  faisant 

V  =  bu^ ,    I*  ==  ox*. 

Oo  trouve  d'abord ,  par  les  n^*  /^  et  S, 

Aif       o,  .      d« 
du  dx 

et    la  formule  ci'dessa%  donne  ensuite  -p  =  Gabu^x , 

résultat  où  Ton  peut  remplacer  k*  par  sa  yaleur  a*x^, 
et  qui  devient  alors  6a^bx^»  Ainsi  Ton  a ,  dans  ce  calcul , 
transposé  l'élimination  de  u  après  la  différentiation. 

En  indiquant  cette  élimination  ayec  les  symboles  gé- 
néraux employés  au  commencement  de  cet  article, 

(*)  On  pourrait  croire  d'abord  que  ce  rcsnhat  est  évident  par 
iDÎ-méme ,  si  Ton  ne  faisait  pas  attention  à  la  différence  qui  existe 
entre  le  du  diviseur  de  d»' ,  et  le  du  divise  par  dx.  Le  premier  est 
na  accroissement  simple ,  complet  et  Hide'pendant  du  second,  qoi 
n^est  qu'une  partie  de  l'accroissement  que  reçoit  u  à  cause  de  celui 
de  j:  (5)  :  ce  n'est  qu'en  les  considérant  tous  deux  comme  infini- 
ment petits  qn^on  pourrait  les  prendre  dans  la  même  acception  (6). 
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on  aura  ♦'  =  ^[^1*^3» 

ce  qui  veut  dire  que  v  est  une  fonction  d'une  autre 

fonction  de  x^  et,  d'après  ce  qui  précède,  le  coefficient 

différentiel  dfune  fonction  de  fonction  s* obtiendra   erh 

multipliant  Vun  par  Vautre,  les  coefflciens  différentiels 

de  ces  fonctions  j  rapportées  chacune  à  sa  variable  int^ 

médiate. 

Lorsque  deux  quantités  uel  x  sont  liées  par  une  dé- 
pendance mutuelle^  on  peut  dire  également  que  u  est 
fonction  de  x^om  bien  que  x  est  fonction  de  Uy  selon 
que  Ton  veut  regarder  u  comme  déterminé  par  â?,  ou  jp 
comme  déterminé  par  u  ;  le  coelBcient  différentiel  peut 
aussi  se  présenter  sous  chacun  de  ces  points  de  tuç  ;  et 

comme 

x^ — X  ^^       I 


il  suit  de  la  seconde  remarque  du  n*  précédent,  que 

^— i. 

dtt""d»' 

puisque  l'unité  étant  une  quantité  cpnstante,  est  elle- 
même  sa  limite. 

Soîl,  par  exemple,  i*  =  «^,  d'où  x  =  yu^=:  u^  \  on 
aura 

dtt       ^  -         .     dor         I 
-  =  3*%     et    5^=3-^, 

valeur  qui  revient  à  — ^  =  — 5 — . 
3tt^      3v/u» 

Plus  généralement  encore  ;  lorsqu'on  suppose  v=f(a) , 
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x=  F(u),  c'est-à-dire  que  deux  des  rariables  sont  ex.* 


primées  par  la  troisième,  on  a  -7 •=.  —, ,  et  par 

conséquent,  à  la  limite, 

Aif du 

àx       àx' 
•  dS 

10.  Je  vais  appliquer  maintenant  ce  qui  précède  à  la 
recherche  des  différentielles  des  fonctions  qui  se  pré- 
sëntêtit  dans  les  Élëméns  d'A^gèbre,  c'est-à-dire  des 
sommes,  des  différences,  des  produits,  des  quotiens, 
des  puissances  et  des  racines.  Fremiërement,  lorsque 
plusieurs  quantités  dépendantes  de  s ,  et  dont  on  sait 
trouver  la  différentiel)^,  sont  jointes  ensemble  par  addi- 
tion et  soustracdionpç^doiedans  i#+,f^ — ^^  silasubsr 
titution  de  :r  +  d:v ,  au  lieu  de  x^  doit  changer 

uenu  +  m,     i^enp-j-fi,    ft^enw  +  y, 

l'expression  u  +  if  —  u^  deviendra 

u  +  p  —  w  +  m+fi^y. 

Son  changement,  formé  des  termes  «+  /8 — y,  et  oom* 
p^é  à  l'accroissèmeat  â'x  de  la  variable  «,  donnera 

quantité  dont  la  limite  sera^ 

p  +  g—r, 

en  désignant  par  p,  y,  r,  ]#s  ilmites  respectives  des  rap- 
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■         tf        /9        y  . 

ports  particuliers -î-,  -p,  -T';etsîl'onmuItipHeparcljr 

la  quantité /)+ y— r,  le  résultat /?dar  + y dx—rdx  sera 
la  différentielle  de  la  fonction  proposée  ;, mai  s  pAx^ 
qdx,  rùxy  sont  les  différentielles  propres  de  chacune 
des  fonctions  u^i^etw^  et  on  les  représente  par  dUfdi/f 
d^  :  on  aura  donc 

d(M  +  ^  —  f*')  =  dM  +  df/  —  àw , 
c'est-à-dire  que  la  différentielle  d^ une  fonction  de  x, 
composée  de  plusieurs  termes  j  s* obtiendra  en  prenant 
la  différentielle  de  chaque  terme  avec  le  signe  dont  ce 
terme  est  affecté, 

II.  Secondement,  si  dans  le  produit  des  deuxfone* 
tions,  u  et  1^ ,  u  se  cliange  en  z^  +  «e,  v  en  v-^  fi^  ce 
produit  devient 

2W  +  «^ +  *'«.-+•  «aS; 

et  son  accroissement 

z^  +  ^*  +  *^> 
comparé  à  Axy  donne  l'expression 

jd  e^  et 

"di+ri^  +  S^- . 

En  désignant  comme  ci-deisusj  par  />  et  9 ,  les  limjtea 

'    et        /S  .        , 

respectives  des  rapports  t-  ?  t-  *  piiï^  faisant  attention 

que  l'accroissement  /3  s'évanouit  en  inéme  temps  que  àx , 
dont  les  quantités  uetif  sont  d'ailleurs  indépendantes  ^ 

on  reconnaît  que  la  limite  du  terme  j-  fi  est  p.  o,  par 

conséquent  zéro  (8)  y  et  que  celle  des  deux  autres  est 
uq  +  ^'p. 
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On  conclut  de  là  (5)  que  la  différentielle  de  up  est 

mais  qdx  et  pàx  sont  représentés  par  dp  et  du  :  donc 
d .  zfi^  —  wdf  +  pdu  (*). 

La  formule  d.upz=udp'\~ifdu,  nous  apprend  que 
/>oi*r  apoir  la  différentielle  du  produit  de  deux  fonC" 
lions,  il  faut  multiplier  chacune  par  la  différentielle  de 
Vautre,  et  ajouter  ensemble  les  deux  résultats»  ^ 

Quand  l'un  des  facteurs  est  constant^  u  par  exemple, 
on  a  dzf=o,  et  par  conséquent  d,up^udp. 

Pour  obtenir  immédiatement  cette  dernière  formule , 
il  ne  faut  que  changer  f  en  f +/8,d'où  il  résulte  raccroîs- 

sèment  ufi ,  et  ensuite  le  rapport  u  t-  ,   dont  la  limite 

dp 
1^=  w  -T-,  et  par  conséquent  d.wv  =  udp. 

Si  l'on  dÎTise  les  deux  nombres  de  l'équation 
d^upzszudp'^yduy 
par  la  fonction  primitire  up^  on  trouvera 

d.^f^^^dtf  ,  dp 
up         u        p^ 

ce  qui  conduira  facilement  à  l'expression  de  la  difiTé- 
rentielle  d'un  produit  composé  d'autant  de  facteurs 
qu'on  Toudra.  Pour  y  parTenir,  onsupposer^  que  p=:its  \ 
il  Tiendra 

dp d,ts d^       ds 


(*)  Lorsque  Ton  trouve  un  point  après  la  Garaciemtiqoe  d,  cela 
veut  dire  qu'elle  porte  sur  tout  ce  qui  la  suit  immédiatement  • 
ainsi  d.u»/  est  la  même  chose  que  à{uv)  ,  et  â.x»  h  même  chose 
que  d(3c"). 
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et  par  oonfiéquent 

à .  uts *  du    i_dt       as 

uts     ir*"'"  T"*"  «"' 

on  trovTera  de  la  mém&  manière  qne 

d.uter.    •.etc.      du   ,  d*  ,   d«  ,  dr    .     ^ 

: =r — -j 4- —  + f-etc. 

■  utèr, ..  .etc.         u         t    '    s        r    ' 

Si  l'on  fait  éyanouir  les  dénominate^r$  dan»  Téqaa^. 
tion 

à. uts ûù  \_'à£   /as 

lâr  ""  ir  *^  7    T' 

.  '  >      .        ,    i  :  -  -* 

■  on  trouvera  d.uts:ss;:tédu.^ïi8dt  +  uùd8;  et  l'on  verra 
aisément  ^ue^,  quel  y^e  aoit  le  nombre  de*  facPeursj  la 
différentielle  de  leur  produit  sera  égcUe  à  la  somme  deé 
produits  dê^  la  différentielle  de^e/uàeuhj  multipliée  par 
tous  les  autres.  ; 

12.  On  obtient  la  différentieîlè.àe  -en  faisant  -  r=  ^; 

car  il  vient  alors  u^=pt,  et  d'après  ce  qui  précède, 

du=^i^t+  tdp \  prenant  ïavaèiur"  de  dt;  et  substituant 

■     ■  _*           .      u    '^'  ■  '      ^  j        du      udif' 
au  lieu  de  ^  la  fraction  - ,  on  aura  d^  = ,  ou , 

en  réduisant  au  même  dénominateur^ 

'    '      '  -        i^dw  — ttdf> 

àt= — -J_, 

d'où  il  résulte  que  pôicr  trouver  la  différentielle  dfune 
fractiGn  j  il  faut  multiplier  le  dénominateur  par  la  dif- 
férentielle du  numérateur  ^  retrancher  de  ce  produit 
celui  du  numérateur  par  la  différentielle  dudènomina-- 
teur,  et  diviser  le  tout  par  le  quarré  du  dénominateur. 
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Quand  le  numérateur  de  la  fraction  profOêèe  est 
constant,  u,  ne  dépendant  point  de  x  >  n'a  point  de  diffé- 
rentielle, c*e8t-à-dive  queduso^etil  vient  aenlement 

i3.  La  fonction  u"  désignant,  lorsque  »  est  un  nom« 
bre  entier  positif,  le  produit  de  n  facteurs  égaux  k  u, 
on  déduira  du  n**  ii, 

d.z«"       d.t&uuu. .., 


vr  uuuu. .  • . 

du      Au       au       au  , 
u        u         u         u  ' 

où  le ''dernier   membre   renfermera  autant   de  fois 

—  qu'il  y  a  de  facteurs  dans  u" ,  c'est-à-dire  n\  on  aura 

donc  • 

d .  u* ndtf 

1?""~~'      ' 

d'où  Pon  conclura  d.w"  =:  /M»*""*d«. 
Si  le  nombre  n  est  fractionnaire^  en  le  représentant 

par  -,  on  fera  û'==:V,  d'o&  u'=:  f^;  et  comme  les 

nombres  r et  s  sont  supposés  entiers ,  on  aura,  d'après 
ce  qui  précède , 

rii^*dM  =  sf^-'dv; 

d'où  l'on  tirera 

w  =  — r-t  dw  ==  — :    ■"—  du. 


Cale.  cUff. 
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>    *'-'u*  ■    »'  s  i-  -.-.."  •    •■•!!^t'     '      '■ 

8 

ce  qui  revient  encore  k  AiU^^=^  nu^^^Au ,  n  étant  égal 

k^.  ■■■■•'       '     .,      .■....'■ 

Bfifiii  le  nombre  rt  étant  n^atîf ,  on  a  w*-«t3:-i, 
tVoii  1  ai^  lire^pa  c  la  dernière  .formule  du  n**  i  a , 


(çf.çomnjp,  d'après  ce^ui  précède;  d.u*  = /m^'^'da. 
dans  ious  les  cas  oii  n  est  positif,  otf  a  donc 

à. H  "  = =-~ ;= -^ /zîi   T'dz*.  • 

De  qelte  énumération,  on  conclut  que  pow* diffé ren- 
tier une  puissance  quelconque  d^uni,  fonction  y  il  faut 
la  multiplier  par  son  exposant,  diminuer  ensuite  cet 
exposant  d^une  unité,  et  multiplier  le  résultat  par  la 
differenitèlté  de  là  fonction;  (*). 

\^  Les  règles  énoncées  dans  les  n°'  lo,  ii ,  12,  i3  , 
suffiseM  pouir  dîfférentier  toutes  les  fonctions  ou  la^^  Ta- 
xable n'est  engagée  que  par.  addî^icMi,  soustraction, 
multiplication ,  division ,  élévation  aax..pui$aancé$   en* 


(^)  J'aurais  pn  decluire  immédiatement  du  développement da  bi- 
nôme (x+dj^)",  ^îi^  diffi'rentielle  de  ar»,  puisque  ce  développement 
i'tant  a"-hnx"'"»dir-4-etc.,  *i  l'on  en  rctroncbe  x",  le  premier  terme 
de  la  différence  i«m  irT«*-»tir  ;  mais  je  n'ai  |  aa  vonln  supposer  la 
démonstration  de  la  formule  du  binôme  ,  parce  qa«leGulcuI  difiv- 
renticl  en  fonrnit  une  très  géfri-rale  et  trèssimplel 


DS  CjkUHTti  BlVrBUBH'fiKL.  la 

itères  ou  fractionnaires,  {^sîtiTes  ovraèfgÊidyn»,  fone*- 
tiotts  qui,  résultant  des  opérations  algébriques ,  se 
nomment  par  cette  raison  ySmc/iéiM  €dgébriqueM,  On 
n'a  I>esQin  que  de  se  rappeler  que  la  différentielle  de  la 
simple  variable  JT  est  àx  (5).         '      '*     :>  '  '.    »  { 

^I^abord ,  pour  la  fonction  monôme  za=s  ov*,  dans  'Ift- 
qudle   a  désigne  une  constante ,  la  rkgle   des  pro- 
dfiits  (il)  donne  idti.Kad»;sV  et  ^  ^èglc  def  puis- 
sances (i3)  conduit  à  du  r=  7ia«*'*'djr. 
Passons  maintenant  atk  '  fonctions  '  ttomple^es;  soit 

!•.  u  =  a  +  ^ V^k'«i^—  :  ep;  prempt  séparément  la 

différentielle  de  chaque  terme  de  cette  fonction,  le 
premier  disparaît  parce  qu^il  è^d6iirfiaiiit'(^;  ïé  second, 

mis  sous  la  forme  5^?^ , donne,  pap  l'application  de  la 


règledun^  i3,  |5**^  djir,  ou  — j=.  ;    le    troisième 

tkyx 

<:onduit  à  +  -x  0^)^  réunissant  les  résultats  par- 


X 

tiels  (10),  dn  'trouera 

/    b      ,    c?\j        .    dx*  o       .    c 


*  •' 


« 


4».  »= a4>S^^^**^  ■  à  "'  •+--;:  en  ecriyant  cette 
fonction  comme  il  suit, 

l'application  de  la  règle  du  m?  1 3' donnera 
,  ^bàx      l^càx       2£àx 
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ce  qui  revient  a  dw  =  -*- 5 f-  — i— ^ —  -^  — 3- . 

\  Zx\^x^      Sx'V'x'        *     ' 

3**.  M  ==(a  +  ôar'")*  :  cette  fâi|clÎQQ  ha  peut  être  4é- 
cqmpos^  en  monoises,  «ans  un  développement  préa- 
kbtç^.mais  ^uî  â'est  pas  nécessaire  pour  sa  différèn- 
tîâtion#;Pft£è^^^n  faisant  a  +  bx'^s^z^  elle  prend  la 
forme  lûôiitoié  u=  a",  et  en  y  appliquant  la  règle  des 
puissance*' 4»'3ifti&%*fSmvp:.  :  *, /i  .1  <.. ,,  ,„,r  !  i. 
dtt=n«»'-^diBr;/^ra-]^A*"»)»-*d(a+*Ar») 

1 5.  Gomméon  a  souvent  besoin  de  différent ier  des  radi- 
caux dU  séèMiMâc|^éV<^W^<ft>#més  pour  ceiionetions, 
une  rpg]e  à  partTqui  résulte  du  calcul  suivant. 

'•*■•    1-^."^/-v~^J^ ■      '        i  •  ■'■  ■ 

Soit  ffz=yu,     d'où    f'=tt*^,,,, 

il  vient 

df^  ct^w^^'^ii^is  >  ^dJ  =  .^  ; 

et  par  (^nséqueiit  ài  différentielle  d'un  radical  du 
second  degré  j  s^4fè^ent  en  divisant  ceUe  de  la  quantité 
qui  se  trfiVfeaotjs^lf,si^e^  pcfr  le  double  du  radical, 

16.  Lar^le  dojnnée  (fi)  pour  différentier  les  pro- 
duits, y^éfani-âp^îqiuéé  kta.fonistiAii 

u=i,  x(a*+ar*)  Vf  a'— ar*,  conduit  a 

^   '  +  ar(a»  +  x')à  {/a^  —  xK 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  expression  renferment 
des  opérations  qui.  ne  sont  qu'indiquées,  n^ats  qui  s'ef- 
fectuent snceessivement ,  en  observant  que 
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Â  Fort  WbiiTft  ett*hll»'  •    -  '      ;      'T    >        .•     . 

rédaisant  tous  les  termes  ail^tflMie  dénOrttiiiattttr^  «w  a, 

i/o* — «• 
La  jnbgbdQcmQfrmntb  (.<lifi^r99|ii0mi^P  ^qtipns,. 

appliquée  a  ta  toBctiVn  *  ii^ '==^-^~—  >  ^  'j^^tloririèftb- 
médiatement  '  •' 

au  .+r—     .  <;a^4^*;çM^*0r  "^ 

(fou  Ton  tiM 

le  termiiierâl  ees  exemples- pat  ta[  f6nct{o]> 

qui  renferme. plunteurs  opérations  algébriques  à  effec-^ 
tuer  suceesslyement.  Pour  en  faciliter  la  ditFérentiation , 
on  peut  faire         '    ^    ' 

"    L  s :_■ 
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et  Pon  aura  ,  ''    '  .    ^ 

A^ ■     •     '  '1 

et  substituant  des  taleurs  et  celles  d^  j^  et  de  il  dans 
Texpression  de  dz«,  il  Tiendra 


=*»/*    .l^^TiZ? 


(1;    /    ■■'■  g — ■.  ■«    ■■■    : — 

jPef  diff^entiatUms  ^icùessives, 

°  17,  Le  coefficient,  diffiârentiel  étant  une  nouTelle 
fonction  de  » ,  pent  ébre  soumis  àla  différentiatit»^,  et 
donner^  par  la  limite  du  rapport  de  «on  aocroissement 


flil^ide  h  ¥»riable  «,  son  pvopre  coeffimnt  diRé*^ 
r«ntîel  qui  aéra  .aussi  use  fonction  de  x.  En  faisant 
ainsi  mccé^eiv^as  4i8i6raiUaibna  les  nhas  ^ux  autres, 
ou  déduit  de  la  fonolion  proposée  une  suite  de  limites 
ou  de  coefficiens  différentiels  ;'  «foie  l'on  df^in^;«M!  effr 
ordres^  d'après  le  nombre  de  diffiirentiattons  qu'il  a 
falla  efiecluer  peur  les  obtenirv'  * 

.-^dJri^>-'   d» T   r  -*àa    - 
Si  Von  fait  ^=p,     £^.é\,.£=r,eU., 

p  représentera  le  coefilcieiib.  dîffîrev^jel  du  premier 
ordre  de  la  fonction  proposée ,  q  celui  de  la  fonction  p^ 
ou  le  coefficient  du  second  ordre  âô'la  fonction  prd* 
posée,  r  celui  i|eJa  fopûtjon  ^,  ou  le  coefficient  du 
troisième  ordre  3e  l'a  fonction  proposée,  etc.  - 

Il  faut  obserTÔr  d'abord  que  les  coeffî<nens^,  r,  etc., 
se  tirent  dés)âiffârentielles  succeisi^ea  «de  d^,  prises  en 
y  regardani;  l'^ooroissement  dx  comme  une  constante. 
En  'effet,  les  équations'  '       '  '  ' 

du  àp  dg 

'a;  =  ^'     ^  =  7.    sg  =  r.ctc„ 

donneront 

du  =^pàx ,     dp  '=  qdx,     dq  =  rdxg  etc.  ; 

mais  si  Von  différentie  péx  sans,  y  faire  yarter  4f  i  on 
aura  dpdx,  expression  qui  devient  ^ix^  (*) ,  lorsqu'on 
y  met  pour  dp  sa  valeur  ^^cbr ,  et  qn^il  ItJAt  de  diviser 
par  ix*  pour  en  tirer  celle  de  q.  Soient  donc 

d(dï^iiîtddii.==sd*i^,     d(d^tf):r=d^M,  «le, 

(*)  II  ifain  bien  prendre  garde  que  let  expressions'  djt*,  dr3  *. . 

«OQt  «fqohraltmes  h  (dx)*»  (dcr)*.  ...  c(ii^  pas  à  d.xf*,  d.J^* 

{v9y€z  la  noie,  p»%e  l5}. 


\ 
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les  symboles  des  différentielles  suoeessives  de,dM^4MLS 
en  y  regardant  d^p  comme  constant^  et  rsppelons-nous 
toujours  que  Texposant  qni  affecte  la  caractéristique  d> 
indiqua  une  opération  ré|iétéôyet>n<iii  pais^unepqissance 
de  la  lettre  d ,  qui  n'est  jamais  considérée  comme  une 
quantité,  mais  seulement  comme  un  signé:  nous  aurons 
aloM,  au  moy^ndç9xValeur$.  précéder  tfi4<dQdp^^df,4ic., 
Wejjuatioîi|8   ,    .  .^ .      ,..  .  j    ..  .•  ^,  ,u  lîii  :..    '^  =•     '•■ 

.d3^*=îd^d3P*^v=;.dx^.^  etc.  , 
desquelles  f)giis^Jiirerpns 


1'., 


^="di'     ^  =  dx^\'=Jx^^.^'^' 

i8.  Si  la  fonction  proposée  était  >  par  exemple ,  ax", 
on  trouverait  d.a5:''.;^^^,",T*^«i(il4ite  l«a  faôlecfrs'  n<af 
et  dx  étant  regardés  comme  constant  dans  la.c1i^é]^9n- 
tiellé'pïéIïiière'rtoif*"*'dJ(r','îl  suïSt,  pour  obtenir  la.  dif- 
fércntlelfo  secobiïéV  de  diteehtïèra;"r*  et  de  multiplier 
le  résultat  p«i^  htïda? J'tnàis  'd.***^*  =:  (/*  —  i  )  a?"""*  dxx 
on  »urk  donc^d*.tt*«  ri:;J(n  —  i)aif''""*da^^  ^^ 

On  trouver ji'd*une'itaanière  semblable, 

d'.aa:*.;;=:  fhX:P> -- 1) Ç» t-n^a )  cm'^'^àx^.  ' 

d*. ûra?«.=  71  ( ï$^  I.)  (a -*•  a)  (».-r-^3 )ï?*»r^d^S 

etc.^    ...  .  K,...  >   .    ..V.  .■•  'V.  ^ 

et  lescoeflScîensdîffiêrentiets  auront  les  va^^curs^iTanles: 

— T —  =  /zax"   %  .   -     r 


SE   CALCUL    D1Ff£e£NTI1ÏL.  2 5 

Oû  xbmâbqilei»a^fléM^  "{^ftie  qiié  damte'cas  où  l'ex^ 
posant  n  est  un  nombre  entier  positif |  la  roiictioti  as* 
n'a  qu'un  nombre  linàité  de  (}^ére9ti^1Ie$  dont  la  plus 
élevée  est  d" .  ax*  î=  7^  (fi  -^  t  J  (w**^  il •)-.-*  -v  . .  i .  ad«*7^ 
expression  qui  n'est  plus  susceptible  de  diflEerentiation  , 
puisqu'elle  ne  contient  plus  de  tàtiâbfes  :  bû  aura  donc 
alors  pour  le  deri^ier  coe£Bci€«;Lt  difiereptielv 

— -;p-=7i(/i— 1)(/»  — 2) i.a,  , 

ÇÎ«sVWiJ«tu»èqH*itïtié  cotisante.*         '      :    ' 

îr^;\liès di1terién\latY>^  c^f nir€;aai\t^4^|)fl^f(i«^lki^ 
desr  prppviiêiés  qui  éa  îixç^\\}t^  ^f>;»ficpiip^l€i.<U(telofpe-* 
ment,  ttieù  n'est  pluSiaisç  quçde  dé^oi^e  4(^:<^qbî  pré* 
cèAb  le  déyçToppçraep^ cie  |'efpressiQp  (;c .4-jk )î;««ais 
au  lieu  de  nous  ^rréter  a  çç  c<\s  p^i;ticiilifi:>  nous  allons 
nous  occuper  d'une  fonction  queldbnque  du  même  bi- 
nôme *  +y.r;IïotwiferofM- d'abord  rémarquer  €]\i*nnê 
fonction  ^uefctiJiqite^  du  bitwme  X"H- j  'donne  le  mente 
coefficient  différentiel  j  quelle  que  soit  celle  des  deux 
quantités  X ,  y  qu'on  prenne  pour  uariabh*  &  par 
exempte  icette  jonction  est  («4"^)*?  on  trouve,  dans 
Fun  et  l'autre  cas ,  n  (  «  ^-j' )"""*.  En  général ,  al  l'on  fait 
»+jr=:jf',  dans  une  fonction  quelconque  f(i>+^), 
elle  devient  f(*'),  et  Ton  a  àî{x)-=zp'is/^  le  coeffi- 
cient différentiel  p'  étant  une  fonction  de  /  dans  la- 
quelle d^r' n'entre  paS;  et  qui  demeure  par  conséquent 


/ 


7&  T|IA  ITi  ihimOff^  AlHi: 

la  méme>  soit  qu'on  prenne  dx'  =âxy  en  faisant  ya- 
rîer  x,  ou  d*  =dy,  en  faisant  varier  j^. 

20.  Cela  posé  ^  si  Ton  fait 

{{x+y^zLp+My'^'+I^^  +Pyy  ^f^  ctclf 

2^  M,  Ny  Pj  etc*  jt  étant  des  fonctions  inconnue^  de  Xy 

S9nsy,  et  «,  jS^  y,  etc.,  de^  exposans  indéterminés» 

il  est  d'alK>rd  t^Tidpntt-qn'^aun  de.  ce^  .0!^posaj)3  ne 

^^t^jQi  ^peut  êlre  nég^^tif ;  cax  uni  terme  de  la  fornwB.il^;'^* 

àu  — ,  par>  exempte,  devenant  înEni  lorsque  y  =;o, 

rendrait  infini  le  second  memlre  de  Féquation  Ch-desstts, 
tandi^h.qoe  le.preiiii^t  te  rédutrdîta  îfy)  .jKiais  sî  les 
exposans  sokt  tdus" positifs,  on  aura  aWs  Z=f(»). 
Formant  ensuite  Iç  coefficient  diff^é^^tid  ^p  déyelcrppe- 
ment  de  jf(aî  +y}.i  enpcewa^t  d'xib»F||1.4^pQpiÇt|Bar^a]9|jl€i» 
on  trouvera 


^ . 


d*  +  d*-^  ^  d*^,  ^d*  ^  ^^^''■' 

puis  prenant,  y  pour  variable?  âu  lieu  de  ;tf>  on  obtien- 
dra le  résultat         .  ^ 

.  ^uMy^-^'+fiNy^-  '  +yPy>'-  '4-ete.^ 

qvîdevr^  être  identique  ayec  I^.pr<k:éd«ntj  quel  quejsoît 
y,  coiQuiiiepcHtaicriTi^r  sans  qoelesexposs^QS  «le»  pûs^ 
sanoes  de^j^'et  leurs  C06lioîeni.n0  sdient  le^mèiiieffdaiir 
Fan  et  dans  l'autre.  Or,  si  les  exposaus  sofit  rangés 
par  ordre  de  grandeur  dans  le  premier ,  ils  le  seront  asrssi 
((un»  le  second  :  il  ifaudca  donc  qu'en  ait 

•t— 1=0,     iô— ,ï  =  «e",    >.~i  ^./î,  etc.,    ,. 


tfoi 

■"4  =  t,  '*'■    ^  =  2,       •    >ai3,  etc.; 


r 


et  la  comparaison  de$  coefiHàeifS.^Dim^ra  Inéquation* 
_,      di      „      l.dilf.  '     _»dJV^  ^„ 

desquelles ,  en  faisant 

jL=m,  ;if=--r-,  JV=: — -,P  = r-j.-,   etc., 

i      ^T^^da?.!;,     .ds'î  I  .a   * .  d«jî  1.-2,3. 

li^r'feÂ^Hk  foÀùuie  appelée,  thêbrèrhi  éè-  Itktyhr^ 
àxinàm  du  gêcihëtt-e  im^laîjt  qaiil'a  découverte  (*)• 

2r.  Ce  théorëiiie  donoe  tout  de  9uîte  le  déTeloppe* 

merti  de  («+j^)";^eàt>,  dansée; cfs^    '  *- 

d'où  l'on  conclut 


.  (*)  La  ^emonsù-aiion  çi-desws  revient  pqar  le  fond  à  celle  qnc 
I^agratige  a  dôttnec  dans  les  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin, 
awrfê»  i^7«  i  '  ^pirj^:f«5  v  *<  «èpèfe  r  dans  '  Isr  *^?3!Wbl;rt  'di^  Fohc- 

cfc.jji^M^plifie  beaucoup. 

Ée  tii^orèmc  de  l^aylor  ëia'ôt  devenuJa  Hase  des  applications  dn 
Calcid  di^eniid ,  ùneùk  donné  beattebup  dcilémonscrations j  feh 
ai  rapporte  plusieurs  dans  mon  Traité  du  Caletd  différentiel  et  du 
Calcul  intégral ,  in-4®  •'  vojr^  la  '^C'ëditrotr  ,^  ^pme  I ,  pages  i6o  et 
277 î  tom«  m»  P«««  6o ,  ^  et  309  Wot^ç.    i^ 


aS  MA  tri  iiàuan^AaK 

Les  règles  4e  1^  diSerentiation  ayâiit..été  établiie» 
ci-dessus ,  sans  supposer  le  déTol^yppement  d6 1%  pqisfuinQe 
n  du  hUioine,  on  doit  le  regarder  maintenaiit  c^iQttic 
prouTé  pour  tous  I/es  ^S;^tFeip(^8^<7it^t  entier  ou 
fractionnaire I  positif  ou  négatif. 

En  mettant^  par  exemple,  Ig^  expression» 


..;i.  \i 


sons  la  forni^** 


1  I  lit.  a[in  !;*.:> 


«  +  « 


I    A 


V^<+^*'-/ 


otk  en  obtient  le  développement ,  suivant  le  procédé  in- 
dique'dans  Tê^iî?T55"desTITémen8^*  Algèbre  ^  mais  alors 
la  ferthùlèWàë  ïètmî^nt  plàs>  ihi  J:<5&bé  sur  une  Bèrie 
injlinïe,^  çfj^Xp^^^  4ans  le 

nSf  12.36  de  iSiluyrftg6i.oité^'^  ^jv  >  -  >    *  .  *      \« 

22.  Sî  l'on  fait  a?  =  o ,  et  qu'on  désigne  par  Z/,  i/  > 
f^,  £/*,  etc.;  les  valeurs  particulières  que  prennent 

^    ^     é!îf     é!'f     etc 
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par  cette  suppositicm  qui  diaûge  i(x+y)  en  t^y)^  il 
Tieadra' 

fï^)  =  !.> C^  +  £/' ^  +  ir-^  + etc.  ; 

maitoette4É|uàtioii  ay&tit  liëti  quel  qute  soit jr ,  on  pourra 
éofif^'jp  «a^^tëu  def^;^  qui  ne  changera  rien  aux  quan- 
titii»'i^,iC/^j'lJ^|tC7«t-^tc.,  qui  ne  eéntiennen^  point 
cette  yttre^/i^rroïi  .èufà'»ahfry  !a  forAiule    " 

f(*)  ou  tt^^cr-f  ^^1^  L-'  -^  + 1/^-^^-4:  etc., 

I  1.2  1,2.3  ' 

qui  èxp^Iniera  le  iléyeloppement  de  f  (x)  BuiTan^  >les 
puissances  ckcendaàtes  de  x.  1 

£n  faisant  i^=;(a4r»)'*y  d'où  il  fésulte  d'abord 

TalëiitsBjue  "^«==011  change  en  J 

cm  obtient  ei^core  \  j 

(a+*)»  =  a-  +-  a— *  +2i2 lia—^  +  etcic). 

I,'  I»2  j 

rapports  ci-âesèus,  et  faussement' aitribDé  au  géomètre  angUi* 
m<!iàttttii  /tkval^ili^donW'éètf  i^ji^i^pB^T^biï  conf^triote  StiHing, 
dans  ses  Lineœ    teftii   ordinis  J^Ê^Hànti^fa  i,-'Pvopi   llL- L»* 

m^ère^ont  Stirling  y  pm^ient  ne  diffère  dç  la  s^iiyante  que 
parra  notacîoïk.  '       *       '"'   *:     ■,««'-•     ^    «-  '  -    — 

jf,  By  C,  Z>,  E,  «te.  ^md«9  coeiSfiep»  coi^ftans  et  ifidétcnkii- 


3o  nLAlTà  hiuXJRTAÏBX, 

'  23.  Lethéorèine  de  ïaylor 'donne  aoifi  le  dévdop^ 
peinent  du  second  état  d'une  fonction  quelconque 
uz=i f(x)f  lorsque  x  devient  ar  +  A,  puîsqu'en  chan- 
geant ^  en  h,  qn  a.  f(â?+7*),  ou 

u't^u+^ ^  -r- ^  3--j r  +  etc. 

11  suit  de  là  que  les  divers  coeflSciçns  différentiels 
ont  encore  la  propriété^. remarquable  de, former,  lors- 
qu'on les  divise  respectivement  par  les  produits 

ï,     1.2,     T. 2. 3,     etc.> 

les  multiplicateurs  des  puissances  de  Faccr<^ssement  h , 
dans  le  développement  complet  de  la  différence 

u  —  M  == r  *r"^  — ^  +  -n  —'- — o  +  ctc»  {*) . 

.  dari    '    dar*  1.2        d^^  1.2.3      ^  ^ 

^ -— r-^ —. ^ _ 

nés  ;  si  Ton  passe  aux  coeffîcieits  ili^Venl^il» 

2^  5=  J5  -f-  %Cx  -f  3i>*»  +  4&>  +  etc. , 

jj^=  1.2C  -|-a.3/>ar-f-3.4^x»-f.  etc. , 

g^=    '       ■  ''     ï.a.3Z?.4'a.3.4i2W*  etc., 

et  qu^onj  .fasse  x.:sa>  JÛqsI  îf;as  .4aP8  .u^  .cjq.  dési|;nant  par  U, 
IJ\  TJ"t  IJ^y  etc.  les  valeurs  que  prennent  alors  ce«e  fonction  et  ses 
coefficiens  difierentieb ,  sous  lebr  tbrrne  non  dëvéloppëe  ,'ôn  aura 

et  t>ar  conséquent 

«  =  Z7+ i7'^4- î^"  — +  CP-^  +  etc. 
X  i.a  1.2.3 

(*)  On  voit  dans  cette  expression  deux  signes  différens,  savoir, 
dx  et  h,  qm  repretentent  des  accroissaaens  de  dc ;  mais  il  fitnt 
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Cefêirdoff&àeB^,-  losaqu'on  j  cluuig^  h  en  àx^  de- 
I        ▼îent  (17) 

i  ,  au    ',  d*u  ,      d^u     ,     ^ 

1       1.2      1.2.3 
t  î  ■ 
forme  très  simple,  qui  montre  comment  la  dtfférenoe 
de  u,  correspondante  à  l'accroissement  quelconque  ds, 
se  compose  avec  les  diSereniielies  des  dÎTcrs  ordres, 
relatives  au  même  accroissement.    * 

De   la   differentiation   des  fonctions 
,.   .., ,      .,  ^   transçendanteis. 

24.  Les  fonctions  qui  ne  sont  pas  comprises  dans 
l'énusnéral^n  faîte  au  n^  x4»  senoniment  tràmptndgnteM. 
La  fonction  exponentielle  u=:a'  est  la  plus  simple  de 
ce  genre.  iHjrsqu'tm  y  substitue  x  -f-d^r  a«  lieu  de  « , 
on  trouve  le  rap]«»rtdeé  aeeroissemens  «^     i ..   .  - 

..    — AT— =^— d7-"' 

pour  le  développer  suivant  les  {Puissances  de  djp,on  fait 
a  s=  I  -f*  ^  >  et  il  vient 

se  rapi^er  c{a«  le  premiei-  notant  introduit  dans  li  caloui  ^m 
poor  former  lès  diflfdrentîelIeSf  et  disparaissant  par  la  divuioa 
indiquée  p^or  [iasser  «px  coefllciens  .diffSvAitieli^,  i^c  ^uioan 
indéterminé:  raocroissenaent  4 ,  aft  contraire,  dcaigneune'quaa* 
tité  qui  peut  être  détermince  lorsquVn  se  propi]t«  de  calculer  le 
changement  efièr.iif  que  subit  la  fonction  u ,  pour  un  cbangemiient 
ttiignë  S  JT. 

Rien  ne  suppose  capend^at  à  ce  qne  Ton  «fcrive  dx  au  liea 
de  h-^  mais  aûiu  ]^ Montàminns  diffcrcuMeU  fe.cbaogent  dans  les 
difivreniielles ,  comme  oa  le  voit  plus  J^iu. 
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I  1.2 


1  »  2  •  «) 

paU 
«'"  —  »_  *   .  d*  — I  ....   (d^— i)(d»  — 2) 

~d7~~7^~r7"*  +        TiTs        ^ 

+  etc.  ; 

et  si  l'on  fait  dx  =  o ,  dans  le  second  membre  de 
cette  équation ,  il  restera,  pour  la  limite , 

remettant  pour  b  sa  valeur  a  —  i ,  il  en  résultera  (5) 

^  =«- f ^IHi-C^il' +^-^ -etc.  V 
d*  \     I  2*3  / 

ainsi  I  en  prenant 

on  anra  d.(z'=ka'àx.  Telle  est  la  forme  de  la  difiS- 
rentielle  de  la  fonction  proposée;  et  l'on  trouvera  bien- 
tôt une  nouvelle  expression  du  nombre  constant  k. 

25.  Il  est  visible  que 

d».a*  =  fcd*d.a*  =  it*a*dx% 

d".a'   "  =ir-a'd4r«; 
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et  il  suit  de  la  que     ^T* 

^  =  ^a',    g~=^ii',    —=Pà',    etc. 

L«rsq«e  «  ^=  o ,  la  fonction  »  et  les  cuefficioBS  difiTéren- 
tid«  détiennent 

tr=i,     17-=*,     1^^*%     £;•=-*»,    €tc,5 

om  obtiendra  donc  (22) 

a*  =  I  +  —  +  — -  +  — — =  +  etc. 
t  1.2        I«S.d 

26.  Le  dételoppement  de  la  fonction  a*,  trouvé  ci* 
dessus,  servira  pour  reconnaître, de  quelle  quantité  la 
série  représentée  par  k  tire  son  origine. 


Si 


l'on  suppose  x^z-g^  il  viendra 


f 


û* œ  I  -f* -  -f.  — •H 5  -f-  etc.  j 

'    I       1.2      1.2.3  . 

et  en  désignant  par  «  I^  valôur  du  second  membre , 
dont  les  douze  premiers  termes  convertis  en  décimales 
donnent  ' 

4;==  2^7192818, 

on  auea rl'^foalioii-'  ' 

o*  =  ff ,       d*oîi  l'on  tirera       a  =:  **; 

prenant  alors  le  logarithme  de  chaque  membre,  on 

obtiendra 


*fo  as  la ,    ou    *  r=  p  : 


Cale.  diff. 
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an  aura  donc  par  là 

d.a*  =  ka^'àx  =  ^ a*dx  (*). 
le 

27.  Le  nombre  e  de  présente  souvent  dans  les  re- 
eliercbes  analytiques  *,  on  le.  prend  pour  base  d'un  sys- 
tème logarrtbmique ,  que  j'ai  appelé  Népérien^  du  nom 
de  Néper,  inventeur  des  logaritbraes,  et  que  je  repré- 
sente par  la  caractéristique  V  (**)  :  on  a  alors  1'^=! , 
et  il  vient  -  • 

d.a*  =  a'^djf.r^, 


1 

Si  l'on  faisait  az=.e,  il  viendrait  seulement 


=  .  +  -i!±)  +  f!Ç!:f)!  +  ^'  +  etc.     (a5). 

■  .1.2  I .2. J 


(*)  ÉUgant  et  simple,  le  procédé  suivi  ci-dessus  pour  parvenir  à 
ce  résultat,  et  employé  par  'Lagrange,»a  paru  défectueux  à  quelques 
géomètres ,  à  cause  que  la  série  trouvée  d'abord  pour  k  (24)  >  n'est 
convergente  que  quand  «  diffère  peu  de  l'unité.  Mais  outre  que  ce 
premier  développement  ne  sert  qn'à  obtenir  la  formé  de' la  diffé- 
rentielle  cherchée ,  on  peut  toujours  partir  d'une  exponentielle  àtitkt 
la  base  soit  très  voisine  de  l'unité.  ^1  suffit  pour  cela  de  changer 


a'  en   a"»*"*  =  (V^fl)" 


<      t  «  .  '  M 

En  donnant  à  w  une  valeur  suffisamment  grande,   )/ a ^  oa    d 
approchera  de  l'unité  aussi  près  qu'on  vondrar,  et  l'on  aura 


la      ,  ,  ...  j__-  j   ^,_1« 


mais  W  =  î^  ,  dx'  =  mdjc  5  donc  d.a*  =  -^  a*àx  ,     quel    que 
bOit  a.  • 

(**)  Ces  logarithmes  étaient  connus  sous  les  noms  fort  impropres 
de  logarithmes  naturels  ou  hyperboliques. 
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expression  où  il  n'entre  plus  de  logarithmes. 

Si  l'on  prend  a  pour  base  d'un  sjstème  de  loga<- 
rithmes ,  on  aura  alors  la  =  i ,  «  =  Ii^^  et  par  consé- 
quent 

^   i\u  ^     I     /1/AV        I      /W,     ^ 

«=^+Ti7  +  r:iCw+rr3Vi7)+^*^' 

série  qui  fait  connaître  le  nombre  u  par  son  loga- 
rlthme^  et  qui  finit  toujours  par  être  coiMrergente. 

En  effet ,  si  l'on  pose  pour  abréger  p  =  M^   deux 

termes  consécutifs,  pris  dans  un  rang  quelconque ,  étant 
représentés  par 

I  .2.3-  .  .71         I  .2.0.  .  .»(n+i)  ' 

seront  dans  le  rapport  de  i  i  — ;; —  :  mais  le  nombre  u 

^^  71+1 

augiùentant  avec  celui  des  termes  de  la  série ,  finira 
toujours  par  l'emporter  sur  M  y  qui  ne  change  point  de 
^leur  :  ainsi  les  termes  de  la  série  deriendront  enfin 
décroissans. 

28.  On  peut  obtenir  maintenant  la  différentielle  de 
la   fonction    logarithmique  ^     au    moyen    du    second 

théorème  du  numéro  9  ;  car  ayant  trouvé  -=-  =  p  a*, 

lorsqu'on  regarde  u  comme  la  fonction  de  x^  dans  l'équa- 

tion  II  =z  a*,  u  s  ensuit  que  •=— =p  .  —  ,  jorsqu  on  re- 

3.. 
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garde  a:  comme  fonctioa  de  u,  ce  qui  i^épond  à  l'équa- 
tion a:=  f-;  mais  alors  a  étant  U  base  du  système^ 

la^=ii,  et  Fou  a  feulement 

do;         le        le 

d'où  il  résulte 

-^— -  =  -*•       et      CM/»  =  le  -^ . 

Four  pasder  dû  sjstëme  dont  la  base  serait  «à  œkit 
dont  là  base  serait  a  {Algèbre^  aSo) ,  en  désignant  ces 
systèmes  par  les  caractéristiques  T  et  1,  on  aurait 

lM=l^.rw; 

et  comme  l'on  compare  tous  les  systèmes  de  logarithmes 
au  système  Népérien ,  on  appelle  module  le  nombre  le , 
par  lequel  il  faut  multiplier  Tu,  pour  obtenir  le  loga- 
rithme correspondant  dans  un  autre  système  :  on  dit  en 
conséquence  que  la  différentielle  du  logarithme  j  ou 
la  dîfférenûelle  hgarithmiqun  j  asi  égale  au  produit  du 
module.j  par  la  différentielle  du  nombre  j  divisée  par  le 
nombre  même* 

^  .  29.  Si  l'on  roulait  passer  de  là  au  dé¥€iloppement^ 
de  X  en  u ,  ou  du  logarithme  suivant  les  puissances  du 
iiombre^  on  trouverait  que  les  quantités 


dx      d^ 

dT^'    au-'    ®*''* 


I 


deyiennent  infinies  par  la  supposition  de  z^=:  o,  et  l'on 
eiL conclurait  que  le  logarïthme  ne  saurait  ae  dérelopper 
dans  la  forme 

x  =  ^  +  Bu  +  Cu^+  Du^  +  etc. 


D£  CAIéCUi*   t>irFiuBMT|EL.  37 

G*«6t  aussi  «e  qu'il  est  facile  de  reoonnatlre  àprUrij 
ea  observaBt  que  la  fonctioii  x  deyîeot  infinie  lonqne 
ur=io  {Alg.  25i)  \  ce  iq«i  ne  résulte  pas  dé  la  sà'ie 
oi-dessusy  qui  se  réduit  alors  k  x^szA» 

U  n'en  serait  pas  de  même  si  Pon  cbangeait  u  en 
1  +  »  )  cttr  on  aurait 

â^  =  _K,+«)-,  ^  =  al<i+«)-»,  etc.; 
faisant  alors  i«=:o  et  1^  =ill,  On  obtiendrait 

(^)  On  aura  remarqué  fana  doute  que  réqiMticm  ft  =  -p ,  Ai 
n*  a6,  joinle  à  Tcxpression  da  n»  34» 

conduit  à 

,  ,      f(«--»)  («  —  !)»     .      («  —  !)»  1 


et  en  faisant  a  =  i  -f-  u ,  on  retrouvera  le  développcmeni 
ci'dcssus. 
Lagrange  a  Montré  qa^on  poniTait  tendre  «ctte  série  coQTergence^ 

m 

en  obtenrant  que  la  =s  ml  V^â,  à^oh 


parce  qnt  i/a— '  i  dédMtt  plus rapidemsns  que  m  n^angmenie.  11 
•toit  de  là qn*en  prenaat  Jrt  très  fpraiid,  on  attra,  de  )^us  en  plut 
exactement , 

M 

l«  =  mle(l/â— I). 
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3o.  La  série  du  second  membre  n'est  asses  ooQTer- 
gente  (/élg-  236)  pour  être  employée  au  caîcul  des 
logarithmes, T|ue  lorsque  u  est  une  fraction;  maïs  on  a 
trouvé  des  moyens  de  la  transformer  en  d'autres  qui 
s'appliquient,  arec  plus  on  moins  d'avantage,  aux  différens 
cas.  On  a  observé  d'abord  qu'en  changeant  +  z^  en  — u , 
il  venait 

l(,-.u)=3f{-i.-^-j-^-^-etc.j, 

et  retranchant  cette  équation  de  la  précédente ,  on  a 
trouvé 

T(.+„)_,(.^„)=l(l±|)==^{^4-|V^-fetc.} ., 
faisant  ensuite =i-f  -  ,  pe  qui  donne  u=-—rz  > 

I — u  n  ^  2/ï-t-2 

et  observant  que  if  i-l — )=^'( )=K'*  +  ^) — ^''^ 

il  en  est  résulté 

d*où  l'on  a  conclu 

Cette  série ,  qui  fait  connaître  le  logarithme  de  7i  +  «  * 
lorsqu'on  a  celui  de  »,  donne,  en  y  supposant  »  =  i , 
et  «  =  I ,  -^ 

b  =  .ilf{i+3^3,+gip  +  etc.}. 
puisque  II  =o.  Elle  est  déjà  très  convergente  et  le  de- 
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TÎeat  encore  plus  pour  un  nombre  plus  grand.  Si  l'on 
prend  Jf  =  i,  on  trouve  Ta  =  o,6g3i47ï8o. 

Le  module  M  s'obtient  en  calculant  le  logarithme. 
d'un  même  nombre  dans  le  système  qu'on  veut  adopter, 
et  dans  le  système  népérien ,  et  en  preoant  le  rapport 
à,es  deux  résultats  (28).  On  arrive  assez  promptement 
au  module  des  logarithmes  ordinaires,  en  calculant 
d'abord  le  logarithme  népérien  de  5  par  celui  de  4  > 
qu'on  déduit  de  celui  de  2  ,  puisque  I4  =  2I2  ;  puis 
connaissant  TS.et  Ta,  on  a  l'io=r5  +  Ta.  On  trouve 
ainsi 

r  I  o  ==  a ,  3oa585Ô93  ; 

et  divisant  par  ce  dernier  logarithme^  l'unité  qui  est  le 
logarithme  ordinaire  de  10 ,  on  a^  pour  le  modu!e 
cherché, 

M  ==  o  y  4^4^9448^* 
Tel  est  le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier  les  loga- 
rithmes népériens  pour  obtenir  les  logarithmesordinaires 
(ou  de  Brîggs). 

Héciproquement^  pour  revenir  aux  Idgarkhiytes  né- 
périens y  if  faut  diviser  les  logarithmes  ordinaii*es  par 
ce  nombre,  on  les  multiplier  par 


034^48^='"'^''.^^®^'^^- 


^ 


3i.  levais  donner  quelques  exemples  de  l'applica- 
tion des  règles  de  la  différentiation  des  fonctions  lo- 
garithmiques; mais  pour  plus  de  simplicité,  je  supposerai 
dorénavant  que  les  logarithmes  sont  népériens,  à  moins 
que  je  n'avertisse  expressément  du  contraire. 

Soit  \^^u==\  (  — 1  :  en  faisant  -^  =  «  > 


hitri 
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on  aura  (9)t-^:=:-|-  -r-,  dou  01*==  — ,  puisque. 

du       i  .  Q.  . 

-j-  =  -  (20)  ;  mais 

clz       z 


dV^M^*      '^^^ 


d»=- 


V/a»4-**_     g*dar 


donû  au: 


.^.  M  =  1  <  ^^ A . =  >  f  OU  fera 

ce  qui  donnera 


mais  on  a 


,  dx  àx  — da:     /./ — r—     ^y 1 


d,=--%:+^t==-^-=={v/H:;+v^7^^ 

ny  i+x     ny  1 — X     7.y  X — x^ 
yàx 

d*o&  Ton  lire 

dy       Az zAx  yàx 

oyjsV^i  —  ar* 


et  en  observant  que    ^■+a*  =  4>      j^»  =  2a;, 

^        ,  d* 

on  IrouTCra  enfin    du  = ;r==« 

jrV/i— JP* 
Cet  exemple  est  remarquable  par  les  réductions 
qu'éprouve  là  dîfiFércntielle,  et  par  sa  simplicité ,  eu 
4ard  à  la  fonction  dont  elle  dérhe;  il  sera  facile 
maintenant  d'effectuer  le  calcul  des  ex,emples  suiyans, 
dont  je  ne  rapporterai  que  les  résultats. 

30. «=  1  [x  +.  \/T+^} ,  iu=^^^J^j 

y — I  V  ï— * 

6«.  Si  l'on  avait  M=(k)*,  en  faisant  U=«,  on 
trouverait 

u  =  z^y  dw  =  ^«•'"■d*  ;    . 

et  remettant  au  lieu  de  z  et  de  d»,  leurs  valeurs,  il 
viendrait 

d.(b)«=»(k)»-^. 


jp 


f.  Soit  enfin  M  =  l.lje,  c'est-à-dire,  le  logarithme 
du  logarithme  de  x^  posant,  comme  ci -dessus,  \xt=zz, 
on  aura  d'abord 

u^=z\zy        dw=— ,         d«  =  d.I^  =  — , 

z  .  * 

,'  àx 

d'où  Pon  déduira  ensuite  gm  =  -p . 

x\x 

32.  La  considération  des  logarithmes  facilite  beau- 
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coup  la  différent iation  des  formules  exponeiitielles  , 
lorsqu'elles  sont  compliquées. 

1  °.  Soit  y  par  exemple  «  u'=:s^yze\.y-  étant  deux  fonc- 
tions quelconques  de  x\  en  prenant  le  logarithme  de 
chaque  memlure,  on  aura  \u  =  y\Zf  et  difféventiant  ea- 
suite^  on  obtiendra     ^o- 

—  =  dj^l«+^d.la  (il,  28),  ou 

et  de  là 
dw  =  M  f  ày\%^y  —  j  ,       d . zy^r^zy  f  dj'lz  +  J'  —  )• 

2®.  SoitM  =  a**5  on  fera  ô*n=^,  et  l'on  aura 

u=:ay  ,         du  —  a^dj^la   (27)  j 

mais  dy  =:.d .  6*  =  b*àxlk  :  donc 

du  =  a^b*âx\à[b. 

3**.  Soit  1^  =  3**^,  a,  ^  et  «,  étant  des  fonctions  de  x, 
on  fera  ^=j>;il  yiendra 

uz=:zy,  àu:=zzy  fdylz  +^J  y 

et  par  conséquent 

di^  =  z*V  r  dsUU  +  -y-  +  —  V 

Au  moyen  de  ces  formules ,  on  trouvera  facilement  la 
différentielle  d*uue  fonction  exponentielle  quelconque» 
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33.  Les  sinus  ^  les  oosîous ,  les  taogentes  et  les  autres 
lignes  trigonométrîques ,  considérées  par  rapporta  Tare 
de  cercle  dont  elles  dépendent ,  sont  aussi  des  fonctions 
transcendantes;  on  les  nomme  assez  ordinairement 
/hnctions  circulaires. 

Cherchons  d'abord  la  différentielles  de  %\nx\  pour 
cela  considérons  les  équations 

.  ,     ,   ,.       sinacos6+ sine  cosa 
8m(a  +  ô)  = ^ , 

.  ,         ..        sinacos^  —  sinAcosa,-,  .         . 
s\n{a—b)  = ^ {Trig.  Il), 

et  retranchons  la  seconde  de  la  première  i  pour  obtenir 

.  .                        ,                       2sin6co8a 
sin(a  +  6)  —  sin(a—  o)  =: = , 

au  moyen  de  quoi  nous  trouverons 

sm  (ar+dx)— sinar  = j= ' , 

en  faisant 

a  +  b  :=  X  "{'  ûx  et  a  —  ô  =  :i;. 

Prenant  ensuite  le  rapport  des  accroissemens  de  x  et 
de  sin  x  y  nous  aurons 

sin {x  4-dar)  '—  sin  ^ asin  \  dx cos  (jf  +  i àx)  - 

ai  ~~  Bàx 

sin^djc  cos(jp*^^djp) 

~    iàx''  R 

en  divisant  par  a  le  numérateur  et  le  dénominateur  du 
second  membre.  Pour  passer  à  la  limite ,  il  £aut  chercher 
ce  que  deviennent  les  deux  facteurs  lorsque  l'accroisse- 
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ment  dx  s'évanouît  (8) ,  circonstance  qui  réduit  d'aboni 
le  second  facteur  à  —5- . 

Quant  au  premier,  —7-^ — ,  salimite  est  l'unité;  car  de 

^  stn  a         - , ,  .    sin  a        ços  a 

tans  a  = ,  on  déduit. =     „    ;  et  puisque 

"  cosa  tanga         jff    '       ^      ^ 

cos  a=^  R,  lorsque  a=zo,  le  rapport  entre  le  sinus 

et  la  tangente  a  donc  l'uni  té  pour  limite,  quand  l'arc 

s'éyanouit  :  or,  Tare  étant  moindre  que  la  tangente ,  et 

plus  grand  que  le  sinus ,  le  rapport sera  toujours 

compris  entre et  i ,  et  aura  par  conséquent  aussi 

I  pour  limite. 
On  aura  donc,  en  vertu  de  ces  remarques, 

d .  sin  X       cos  ar      •      ,     .  àx  cos  x 

-^^  =  -^,ou  d.sm*  =  — g— . 

34.  Cette  différentielle  obtenue ,  les  autres  s'jn  dé- 
duisent sans  peine  ;   car 

i **.  cos^r  ==  sin  ( i'—  x)  ,  d .  cos^a:  =  d . sin (  1^ — a)  ; 
mais ,  par  ce  qui  précède , 

d.sin  (1^ — x)  =-=d(i^ — x)  003(1'—*) 
•::=.  —  -j5  dar  COS  (l' — x)  , 

et  COS  (i^ —  x)  =  sin  a;  :  donc 

•   j                      àx  sin  X 
d .  cos  *  = ■= —  ; 

2?,  sin.vetaex'szR'^cosx  :  donc 

-     .  -  ■      djfsin:ïr 

d. sin. verse af=s  •— d.cos  je  =  — = — ; 
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3<».  tang  X  = , 

°  C08JP 

.^               Rcoî^xà.sinx  —  Rsmxà.cosx ,    . 
d.tangx=  — -^^^ (12) 

(oos  JT*  +  sin  ar*)dj: 

cos  flf*       iF.i  f' 


mais  coai!yr^  +  ^^îi^  ^  =  -A*  *  donc 


d.tang*=3^j5j 


4».  cotre         ^ 


tangx' 

^"d.tang*  jR*da?  jR*da? 

tang^  tangAT^cosx*  8in  x* 

en  mettant  poar  tangx  sa  valeur; 
5°,  sécar  = , 

j    ,  ii*d.cos:v      Ràxsmx       djf  tangArséco? 

C50S  X*  C08X*  n* 

Ksinar       ^                .       ^*  z 

puisque =  tane  x    et     =  sec  x\ 

^      ^        cos*  °  COàX  ' 

6®.  coséc  Jf  =  -: —  , 

j       ,            Zî*d.sîiu:         Rdxcosx         dATOOtxcosécjt 
a.cosécjf=-r- — ; — r~= ' — r-=="""*— dS • 

Dans  l'usage  ordinaire  on  fait  le  rayon  A  s=  i ,  ce  qui 
simplifie  les  formules  ci-dessus ,  et  donne 

d.sîna;=d4fcos*,    d.cosa?=: — dj^sinor» 

j  ^                ^*            j      *  ^* 

d.tangar= ,        d.cotAr= : — ;. 
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35.  Avec  CCS  formules ,  on  peut  trouver  la  diiFéren* 
tielle  de  toute  expression  renfermant  des  sinus  y  co- 
sinus, tangentes,  etc.;  il  faudra^ pour  cela  différentier 
en  regardant  ces  quantités  comme  des  fonctions  parti- 
culières ,  et  mettre  au  lieu  de  leurs  différentielles  les 
résultats  ci  -dessus  :  je  n'en  doAnerai  qu'un  seul  exemple , 
^voir,  M  =  cosa;*'"'.  On  fera 

cosaf  — «,  sin  a;  =  ^  j 

on  aura   m  ==  2^  et 


dz*  ==  d .  «^  ~  gy  Uy\i  +  ^\  (32) 

=;  d^  cos a;**° '  (  tos  x\ .CQSx  —  —  — T], 
\  cos.r/ 


36.  Après  avoir  traité  les  sinus,  cosinus,  etc. ,  comme 
des  fonctions  de  Tare,  il  convient  de  regarder  Parc 
successivement  comme  une  fonction  de  son«sinus,  de  son 
cosinus,  etc.,  et  d'en  déterminer  la  différentielle  sous 
ces  divers  points  de  vue.  Pour  cela ,  soit  x  la  fonc- 
tion proposée,  et  u  la  variable  dont  celte  fonction 
dépend  ;  i".  à  cause  de  sin  or  =  z^  et  cos  a;  =  x/R"-^  u^  , 

^  R 

et  par  conséqi^nt  (9)  àx=—^_^  :  telle  est  la  valeur 

de  la  différentielle  de  l'arc  exprimée  par  le  sinus  et  par 
sa  différentielle. 

2°.  Si  l'on  voulait  exprimer  la  différentielle  de  l'arc 
par  son  cosinus ,  il  faudrait  partir  de  l'équation 

j                       àx  sin  X 
d.cos^  = ^~, 
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qui  donne 9  eu  faisant  cos  x=iu, 

dw=:i ^— ^; ou     clx=— —-===:. 

Pour  passer  delà  au  sinus  verse,  on  ferait  u=^R — y^ 

puisque  CCS  x=iî—'sin.Terse^;  on  aurait  par  consé- 

Ràv 
ouent  d»= — dy  et  djp  =  — 7= 

3°.    Soit    tang*=M;   réquation    a.tMig«= ; 

fc        /î*da;     ,    ,         dMCOS** 

donne  clz«= r  et  dx  = 5; — ;  mai»  comme. s. 

cos  ar*  i* 

R*  /l* 

sec  a?  = ,  on  a  cos  ar*  =  -7 — z ,  par  conséquent 

cosar'  séc**'  ^  ^ 

R^dï* 
do:  =  -r-^  ;      €t  a  cause  que 

séca?*  =;  fl*  +  tangar*  =  iî*  +  m% 
il  vient  enfin 

En  faisant  iî=  i,  les  trois  expressions  de  d« obte- 
nues ci-dessus  en  au  y  se  réduisent  à 

au  ,   d^  ,  du 

Je  terminerai  cet  article  par  l'exemple  suivant 
Soit  X  un  arc  ayant  pour  sinuala  fonction  2u  y  i— w*  j 
on  fera  

tlu\/  l  -^U^ZZZZy 

Ton  aura 

j             d«     . 
da:  =    ^ /     ; 
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mais  a«= — »  .               , 

et  V/i  —  c*=i — 22**: 

dimc  dar=- 


i/i  — M* 

37.  On  peut,  par  le  mojen  des  esiprestions  diffî-^ 
rentielles  obtenues  précédemment ,  former  les  déyelop- 
pemens  dei  principales  fonctions  circnlairei. 

I®.  Pour  sîn^,  on  a 

au  d'à  d^u 

g-=cos*,    -.=:-sin*,    ^--3  =  _oos*, 

3-r  =  sm  X  y  etc.  ; 

faisant  *=  o,  ilTiendra,  par  le  n?  22 ,   C^=s  o ,  et 

17  =  1,     1^=0,     î;*'=— I,     U"''  =  o,    etc., 

d'où  Ton  conclura 

X  x^  x^ 

I       i.a.3       i.2.3.'4.5 

2**.  On  trouvera  pour  cos  * 

au  .  d^i^  d'^tt 

3^=-smx,     ^^-=-cosx,     g;^=sm*, 

d^K 

g^  =  cos«,    etc.; 

faisant  «=o,  il  en  résultera  £7=  i ,  et 

i7'=o,     Ï7"  =  — I,     U'—o,     t/''"  =  i,    etc., 

ce  qui  donnera 

x^             x^ 
cos  AT  =  I  — 1 5-7  —  etc. 

1.2  1.2.3.4 

Ces  deux  formules,  dont  la  loi  est  trës  évidente  et 
très  simple,  offrent  une  des  méthodes  les  plus  exactes 
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et  les  plus  expéditiTcs  pour  calculer  le  smos  et  le  cosi- 
nus  correspondans  à  un  arc  donné  y  sartout  lorsque  cet 
arc  n'est  pas  très  grand.  On  en  trouTcra  d'analogues 
pour  la  tangente  et  les  autres  lignes  trîgonométriques  ; 
mais  la  loi  de  ces  dernières  formules  n'est  pas  aussi 
simple  que  celles  des  précédentes ,  et  elles  sont  beau- 
coup moins  commodes  dans  l'application  que  les  rela- 
tions qui  donnent  la  tangente,  ia  sécante ^  etc. ,  par  le 
moyen  du  sinus  et  du  cosinus;  c'est  pourquoi  je  ne  m'y 
arrêterai  pas;  mais  je  ferai  remarquer  que  les  pre-* 
miëres,  finissant  toujours  par  deirenir  conTcrgentcs  (27), 
s'étendent  aux  arcs  surpassant  même  la  circonférence. 

38.  On  pourrait  former  de  même  le  déTeloppement 
de  l'arc^  soit  par  le  sinus^  soit  par  la  tangente;  mais  dans 
ce  cas  9  l'expression  des  coefficiens  difiPérentiels ,  se  com- 
pliquant à  mesure  que  leur  ordre  s'élève ,  laisserait 
difficilement  apercevoir  la  loi  qu'ils  suivent  j  inconté- 
nient  que  n'a  pas  le  procédé  ci-dessous. 

Le  coefficient  différentiel  de  l'arc  considéré  comme 
fonction  du  sinus  ^  étant 

on  peut  le  développer  en  série  par  la  formule  du  bi* 
nome  (21)  ;  et  en  ne  faisant  aucune  réduction  aux  coeffi- 
ciens numériques ,  on  trouve 

ax  2  2.4  2.4-6 

Ce  développement  9  ne  contenant  que  des  puissances 
paires  de  u,  montre  que  celui  de  x  n'en  doit  contenir 
que  d'impaires  ;  et  qu'il  faut  poser  en  conséquence 

x=  Au  +  Bu?  +  Ci^  +  Du^  +  etc. , 
Cale.  dif.  4 
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sans  terme  indépendant  ie  u ,  afin  que  l'arc  x  s'éra- 
nouisse  quand  i«  =  o  :  cela  fait ,  en  difiérentiant  ^  on  ob 
tient 

^=A+  3Bu*  +  5Cui  +  nDu^+  etc., 
du 

et  comparant  à  la  première  série,  on  trouve 

^  o»       '       #:/o      «-3  n       1.3.5     ^ 

^=1,     35  =  -,     5C=^,     ,Z>  =  ^-^,etc., 

d'où 

u  ,  IM^  ,  1.3  u^  ,  1.3.5 1^7   , 

x=i  -+--— -| ?-F+ — 7-H  — H  etc. 

12  3      2.4  5      2.4.0  7 

Comme  on  ne  peut  pas  prendre  u'^i  ,  on  voit  que 
la  série  ci-dessus  ne  saurait  donner  pour  x  une  va- 
leur plus  grande  que  le  quart  de  la  circonférence; 
cette  expression  de  l'arc  par  son  sinus  est  donc  moins 
générale  que  celles  du  sinus  et  du  cosinus  par  l'arc. 

Pour  exprimer  l'arc  par  la  tangente ,  il  faut  dévelop- 
per d'abord 

ce  qui  donne 

—-  =  I  —  M»  +  M*  —  M^  4-  etc.  ; 
du 

et  posant 

x=Au  +  Bu^  +  Cu^  +  Du7  +  ^c., 

d'où  il  résulte 

^  =  ji  +  3Bu^  +  SCu^  +  'jDu^  +  etc.. 
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il  vient 

Ce  dernier  développement  donne  une  expression  re- 
marquable de  l'arc  o^,5 ,  dont  la  tangente  est^  comme 
l'on  sait,  ^ale  à  i;  en  effets  si  l'on  suppose  u^rtt  ^ 
il  vient 

oî,5  =  1  —  5  +  5  —  7  +  4  —  etc. 

Cette  série  est  trop  peu  convergente  pour  être  em- 
ployée ;  mais  on  peut  calculer  le  même  arc  en  plusieurs 
parties,  dont  chacune,  ayant  une  tangente  plus  petite  que 
l'unité,  sera  exprimée  par  une  série  très  convergente.  Le 
géomètre  anglais  Machin  a  trouvé  que  l'arc  de  o^,5  est  égal 
à  quatre  fois  celui  qui  a  pour  tangente  ^,  moins  l'arc 
dont  la  tangente  est  s^,  ce  dont  il  est  aisé  de  s'as- 
surer en  observant  que  si  tanga=:=|,  il  en  résulte 
(Trig.^^.)• 

2lansa         .6 

tang  2a  = --^ — -  =  — 

^  I -F- tang  a*       12 

,  2tan£;2a  120 

tangiigss  *~s=S'"   . 

^  1  —  (tang  2a)'       119 

Le  dernier  nombre,  un  peu  plus  fort  que  Panité,  tan- 
gente de  0^,5 ,  montre  que  ^a^  o»,5  :  faisant  donc 

Aa  ==  -^ ,  0^5  =  -S ,  ' 

on  a,  par  la  difiérence  4^  —  o^,5  ou  ^  —  i5, 

et  posant     ji  ^-^  B  =z  b ,    il  vient     o*,5  =  4^  —  &. 
Or,  en  prenant  successivement  M  =  g,  w=  — -,  on 
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trouTe  Its    yaleurs  de  a  et  de  b,  et  eflsuîte 


•%5  = 


+ 


7^ +*'«•) 


d'où  l'on  déduira  ppomptement  que  la  demi^circon* 
férence  =  â ,  1 4 1  £92653. 

De  la  differentiatîon  des  fonctions  de  deux  ou 
dun  plus  grand  nombre  de  variables. 

39.  Soit  î{xy  y)  une  fonction  quelconque  de  iir  et 
de  ^;  en  supposant  d'abord  que  la  variable  jp  change 
seule  et  devienne  x  +  h,  il  faudra  regarder  j  comme 
une  constante  y  et  traiter  la  fonction  proposée  de  même 
qu'ttne  fonction  de  x  seule  :  on  aura  donc  par  le  théorème 
du  n**  a3,  en  faisant  pour  abréger  f{xy  ^)=:  m, 

r/    .  n     >        ,  dz/A  ,  A'u  h^    ,  d^ï^     h^       ,     ^ 
^    '     '•^'        •    darl   '  dar*i.a  '   dar^  1.2.3    * 

Pour  trouver  ce  que  devient  la  fonction  proposée , 
lorsque  j^seiil  prend  un  accroissement  k,  on  regarde-* 
raît  X  comme  une  constante^  et  {(x,  y)j  ouu,  comme 
une,  fonction  de  y  seul;  par  là  on  aurait 

1./         .  LN         .  ^^^  .  d''^  **    .  ^^^     ^^      .     \ 

Dans  le  cas  oh  les  quantités  x  e\  y  varient  en  même 
temps  et  deviennent  ar+/*  et  j^  +  ir,  comme  on  n'a 
assigné  aucune  forme  particulière  à  la  fonction  ^(x^y)  ^ 
il  n'est  pas  possible  d'y  faire  à  la  fois  les  deux  substi- 
tutions indiquées;  mais  il  est  aisé  de  voir  qu'on  par* 
.  viendra  au  même  résultat  en  changeant  d'abord  x  en 


x  +  hftl  mettant  ensuite  y +i&  pour  ^^dansledé- 
Teloppement  qu'on  aura  obtenu  par  la  première  opé<^ 
ration. 
On  à  déjà 

u  représentant  f(«,  ^).  Pour  déyelopper  les  coefficiens 
des  difiërens  termes  de  cette  série,  en  ayant  égard  au 
changement  arriyé  à  y,  fobseryerai  d'abord  que  dans 
chacun  d'eux,  x  doit  être  regardé  comme  une  quantité 
constante  9  et  qu'on  doit  les  traiter  par  conséquent 
comme  des  fonctions  de  la  seule  yariable  y.  D'après 
celai  {{Xf  y),  ou  Uj  deyiendra 

,    àuk   ,   d"M  i&*         d^M      P      ,      ^ 
w+  j f-  J-; h  j-j 5  +  etc. 

Si,  dans  ce  déyeloppement, on  écrit  -r- ,  au  lieu  de  u , 

on  aura  pour  résultat  ce  que  deyient  la  fonction  j~  » 
lorsque  ^  se  change  en  y+k;  c'est-à-*dire| 

Mais  comme,  en  partant  de  la  fonction  »,  l'expreMion 

--Ï — indicpie  deux  difFérentiaiions  faites  successiye- 

ment,  la  première  en  ayant  égard  à  la  yariabilité  de  4P 
seule,  et  la  seconde  en  ne  considérant  que  celle  de  ^^ 
on  donne  k  cette  expression  une  forme  plus  simple 

en  l'écriyant  ainsi  qu'il  suit  t  t-^<  On  représente 
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de  même  ,  ^  par  j-^--,  et  en  général ,  il  faut  en- 
tendrepar  ,  ^,  „>  le  coefficient  différentiel  de  Tordre 

»,  relatif  à  la  fonction  -r-jj,  en  n'y  supposant  que  j^ 

Tariablci  tandis  que  cette  fonction  est  elle-même  le 
coefficient  différentiel  de  Tordre  to  de  la  fonction  pro- 
posée, en  n'y  supposant  que  x  variable. 

Gela  posé, la  substitution  de  j'+it  aulieudej^  changera 
^       dw      -^^        à^u     ^    ,    _j^^      ^l       , 
dx  "^dx  ^  dydx  ï"*"  ÇT-di  rrâ"*"  dyMx  i  .2.3  "*"  ^^^'' 
^      d^u      d^u    k        d^u     i^         d^u       t^ 
dx-^'^dx-'^djfdx^i'^J^-'à^^T:^'^ dydx' 1.2.3  "*"  ^^''•' 
~P    d^  ,     d^U   k        d^u     k^    .      d^u       i^       ,      , 
d^''''  dx'^ê^d^l'^dP'd^TTi'^^^^r^':^^  ^^^-^ 
etc. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement 
de  î(x+h,  j^),  et  en  ordonnant  de  manière  que  tous 
les  termes  dans  lesquels  les  ezposans  de  h  et  de  ir  font 
une  même  somme,  soient  placés  dans  une  même  co- 
lonne ,   il  viendra 

d^  I    '     dy  1.2  '    dy  1.2.3 
duh        d'ukh        dhj.    if^  h  - 

"^d*T"'"  dydxlJ'^dydxi.nl'*'^^^ 

dar*i.2      dj'djc*  II. 2  | 

+  d:?T^+^'^ 
+etc. 
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onr  bien  entendre  oe  que  signifie  cette  formule ,  il 
«uiBt  de  faire  m=  x^f,  et  d'en  déduire  le  déyelop- 
pement  de  (ar  +  A)"'(^+it)",  qu'il  est  aisé  de  former 
0  priori, 

4o'.  On  a  obtenu  le  développement  précédent  en 
mettant  d'abord  x+  A  au  lieu  de  jP|  et  ensuite  ^+i& 
au  lieu  de  y  >  mais  on  aurait  pu  procéder  dans  un  ordre 
inverse  /et  commencer  par  la  substitution  relative  à  y  ; 
alors  t{Xf  y)  serait  devenue 

fC*,  y  +  i)f 
ou 

,  Auh   ^  à^u  h"    ,  i?u     l?      ,   _ 

"    dyi    *   dy*l.2       dj^' 1.2.3 

La  substitution  de  x^hyKa  lieu  de  x ,  dans  cette 
série ,  aurait  d'abord  changé  u  en 

,  iiuh  ,  d»w  *•    ,  A^u     h?       ,     ^ 

"+di7+d?ri+d?7:ir3+^*^- 

tX  ensuite 

dw       au    ,     à^h  ,     d»»    A*    .     d<i«       A?       ■ 

dy  ™djr"*'d«dj'l"*'d*%1.2'^d?5'ï-2.3  "*"  ' 

i'u     d»«        d»«  A        d<»    A*    .     d'H       A»       , 

^'^^■*"diïp7"*"ï?5?7:^"^dP%?  7:7:3  "*■  ***' 

d'à      d»M  ,    à*u  h,     d»»     A»         d««       A*       .     . 

^*'"^~'"dï^T"»"d?d?7:;+d?5?r:i3  "*■  ***'•' 

etc.  j 
^  aurait  eu  par  conséquent 
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dy3 j  2.3  ' 

•+-etc. 

Il  est  éyidentque  ce  second  développement  doit  être 
identique  ayec  le  premier;  car  il  est  indifférent  de  chan- 
ger d'abord  x  en  x+  h  el  ensuite  y  en  j^+^i  ^^  de 
faire  les  mêmes  substitutions  dans  un  ordre  inTerse> 
puisque  d'une  manière  ou  de  l'autre  on  obtieût  égale- 
ment {(x+hf  ^  +  *)» 

Si  l'on  compare,  dans  ces  deux  développemens »  les 
termes  qui  sout  affectés  des  mêmes  puissances  de  h  et 
de  il,  on  trouvera  cette  suite  d'équations, 


Ayàx 

d,dy' 

i?u 

A^u 

dyd*»  ~ 

ix*^' 

d^u 

d»« 

ayd* 

d«4y'' 

d»+"M 

'  d"+»« 

dy»d«" 

■  d*"dy' 

etc. 

etc. 

Il  résulte  de  la  première,  que  /*  ooefficUnt  diffirenr 
tiel  du  second  ordre  d^une  fonction  de  deux  variables  ^ 
pria  in  différentiant  par  rapport  à  Pune  dfeUe$  et 
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ensuite  par  rapporta  P autre j  resté  U  mime  j  quelque 
soit  l'ordre  qu'on  ait  sui^^i  dans  les  diffêrentiations. 
Soit,  par  exemple,  w=**^";  8Î  Pon  différentie  d'abord  en 

Tardant  x  comme  seale  variable,  on  a  •r-='»*"^'j'"; 

différentiant  ensuite  ce  résultat,  en  ne  faisant  yarier 

^e  y^  on  obtient  r-r-  =  TOn4p"""y*  :  en   opérant 

dans  un  oiflre  inrerse,  on  trouve 
Au  d*i^ 

et  Ton  voit  que  le  dernier  résultat  est  le  même  dans  les 
deux  cas.  Les  autres  équations  rapportées  ci-dessus  ne 
sont  que  des  conséquences  de  la  première. 

4i.  En  retranchant  f(jp,  y),  ou  u,de  f(*+A,  y^h)^ 
rangeant  sur  une  même  ligne  les  tempes  compris  dans 
diaque  colonne ,  et  les  réduisant  au  même  dénomina* 
teur,  on  trouve 

((H-A,j+S)-J(»,^)=^gj+çt) 

+  etc. 

Si  Ton  étend  aux  fonctions  de  deux  variables  la  défi* 
nition  que  j'ai  donnée  (5)  de  la  différentielle  d'une 
fonction,  on  verra  que  celle  de  f(*,  jk)>  ou  de  a,  est 
comprise  dans  les  deux  termes  qui  forment  la  première 
ligne  du  développement  précédent  ;  et  en  changeant  h 
en  d«  et  i&  en  Ay,  on  anra 

df(af,^)  =  dtf  =  j^d*+ j^dy. 
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Il  suit  de  là  que  la  différentielle  totale  d'une  fonction  de 

deux  variables  renferme  deux  parties ,  savoir  :  -7—  d« , 

d* 

ou  la  différentielle  prise  en  regardant  x  comme  seule  va- 
riable >  et  j-  dj^y  ou  la  différentielle  prise  en  regardant 

y  comme  seule  variable. 

On  peut  donc  appliquer  .aux  fonctions  de  deux  va- 
riables ^  les  règles  données  (  10  et  suiv*)  pcAr  la  diffé* 
rentiatîon  de  celles  qui  dépendent  d'une  seule  y  et  pour 
cela  on  différentiera  la  fonction  proposiez  d*  abord  par 
rapport  à  Vune  des  variables^  et  ensuite  par  rapporta 
Vautre;  la  somme  des  deux  résultats  sera  la  différen- 
tielle  totale  cherchée. 

43.  Je  ne  crois  pas  qu'il  soit  nécessaire  de  donner 
beaucoup  d'exemples  relatifs  à  la  différentiation  des 
fonctions  de  deux  variables,  puisqu'elle  rentre  dans 
celle  des  fonctions  qui  n'en  contiennent  qu'une  ',  je  me 
bornerai  donc  aux  suivans. 

On  voit  sur-de-champ ,  d'après  la  règle  ci-dessus , 
que 

d.xy=ydx+xdy, 

V  *  _  d«       xdy ydx-^xdy 

Soit  encore  i*.  i*=«"»j<»;  on  a 

^  dy  =  iM?«j^»-*dy  ; 
donc 
àju^TM^^y^dx'-Çnx'^y'^^dyzizx'^'^^y'^^i^my  ; 
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2*.  u  =        ^ =  ay(**+j'*)"^ j  on  a 

V^x^  +  y 

du  .    ayxdx 


donc  % 

•  ayxda?      ,        ady  ay^iy 

(^+:r*)'     (**+j'')*     (**+j^r 

ou  en  réduisant , 

^_  *— .  gjydj;+  gy'dy  ^ 

3',  tt  =  arcf  tang  =  -V  expression  qui  est  celle 
d'un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  est  i ,  et  la  tangente  -  ; 

pour  la  différentier  on  fera  -  =  is,  d'où   il  résultera 

dx 
u  =  arc(tang=:2) ,  et  dM=  —r-^  (^6)  ;  puis  mettant 

au  lieu  de  is  et  de  dx  leur  valeur ,  on  trouvera 

ydx-^xdy 
j_ y        _  ydx^xdy 

au  =  a      ^'^^ a    ,       ,.    « 

43.  La  manière  dont  on  écrit  les-  différentielles  des 
fonctions  qui  dépendent  de  plusieurs  variables ,  donne 
lieu  à  des  remarques  importantes.  U  ne  &ut  pas  eon- 
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fondre  alors  j^doT  avec  du  y  comme  on  pourrait  le 
faire  si  M  ne  renfermait  que  la  seule  variable  x,  parce 
qu'ici  le  du  de  l'expression  g^,  ne  désigne  pas  la  dif- 
férentielle totale  de  la  fonction  u,  mais  seulement  la 
partie  que  produit  la  variation'de  a?  (40  ;  et  comme  c'est 
le  diviseur  dx  qui  marque  cette  restriction  (89) ,  il  faut 

le  conserver  pour  distinguer  gi*d«,  de  la  différentielle 

totale  représentée  simplement  par  du  :  il  en  est  de  même 
j     du  ^ 

dy  ^'  ^^  rapport  à  y  (40. 

"^  '""«*  t  ry  -  mp-  «"«•pp*-»- 

vent  différences  partielles  ;  mais  ce  langage  n'est  pas 
exact  ;  car  les  formules  qu'on  désigne  ainsi  n'expriment 
point  la  différence  entre  deux  quantités. 
Les  vraies  différences  partieUea  de  u  sont  d'abord 

f(*+^,^)-f(x,:K), 

la  première  étant  prise  en  n'ayant  égard  qu'au  chan- 
gement de  Xy  et  la  seconde  en  ne  supposant  que  celui 
de  y.  Les  expressions 

^w  T        du  du  .         du  ^ 

qui  ne  sont  que  les  premiers  termes  des  développemens^ 
de  ces  différences,  doivent  être  nommées  diffèrentielUê 

partielles  (5) s^^  j^ ,  resteront  toujours  les  coeffciens 

différentiels  du  premier  ordre  de  la  fonetîon  proposée, 
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et  en  général, -L         ^    sera,  dans   Tordre    m^-n,  le 

coefficient  différentiel  pris  en  différentîant  77»  fois  par 
rapport  k  x ,  et  n  fois  par  rapport  k  y\  mais  il  faut 
remarquer  qu'une  fonction  d'une  seule  yariable  n'a 
dans  chaque  ordre  qu'un  coefficient  différentiel  (17), 
tandis  qu'une  fonction  de  deux  yariables  a  deux  coeffi"* 
tiens  différentiels  pour  le  premier  ordre,  trois  pour  le 
second,  quatre  pour  le  troisième,  et  ainsi  de  suite. 

44*  Voici  comment  on  peut  trouver  ces  diyers  coeffi- 
ciens ,  en  partant  des  deux  premiers. 
On  a  d'abord 

di*  -      I    dî^  j 

prenant  ensuite  la  différentielle  des  fonctions-  -r-  et  v*  > 

Qx     ay 

qui  doivent  être  traitées  comme  des  fonctions  de  deux 

yariables,  il  vient 

,  Au       d*M    ,      ,     A^u    , 
-  àu        d*M    -      ,     d*M    , 

et  parce  que  la  différentielle  seconde  n'est  autre  chose 
que  la  différentielle  de  la  différentielle  première,  on 
aura 

en  regardant]  dj;  et  d j  comme  des  constantes,  et  en 
observant  [que  les  coefficiens  différentiels  dont  les  dé- 
nominateurs ne  présentent  que  les  divers^  arrangemens 
d'un  même  produit  en  ix  et  dj^,  sont  identiques  (4o)* 
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Si  Von  différentie  les  coefficîens  dlflBirentiels  qai  se 
trouvent  dans  le  résultat  précédent,  il  Tiendra 

-    d*M  à^u     ,     ,      dPu       , 

d°^ ^^  j   I  _4!fi_  j 

dardj'       djc^dj  dj^dordj    "^^ 

,    d*w  d^z*    j      ,       d^u      - 

^  d?  ^Âidp^^t  d?  ^^' 

et  par  conséquent, 

On  continuera  facilement  cette  formation,  et  l'on  re- 
marquera sans  doute  l'analogie  des  résultats  avec  les 
puissances  du  binôme. 

^  Il  faut  observer  que,  d'après  la  notation  précé- 
dente, la  série  du  n^  /\i  rentre  dans  celle  du  n^  23, 
lorsqu'on  substitue  d^f  à  A,  et  dj'  à  it;  en  sorte  que 
si  l'on  désigne  £(x  +  àx,  j+dj),  par  w',  on  a  encore 

forntfule  tout  aussi  générale  que  celle  du  n®  4^' 
puisque  les  accroissemens  dx  et  d^  sont  également 
arbitraires. 

45.  II  est  aisé  d'étendre  ces  considérations  aux  fonc- 
tions d'un  nombre  quelconque  de  variables,  et  de  s'as- 
surer que  si  l'on  a 

u  =  î{t,  xy  y  y  a), 
il  en  résulte 

du     ,  du      .  dw         du 

=d7^+s^^+dj;^+di^+^*^' 
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d*oh.  Pou  conclura 

en  désignant  par 
au 

57' 
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di' 


du 


du 


lescoefficîensdifiTérentiels  de  la  fonction  u,  pris  en  y 
faisant  yarier  seulement  t,  ou  jc,  ou  j^,  ou  «. 

Cette  notation  9  due  à  Fontaine  y  est  la  plus  simple  et 
la  plus  expressive  de  totites  celles  qu'on  a  proposées  pour 
remplir  les  mêmes  indications.  Euler^dansla  crainte  que 
Ton  ne  confonde,  par  exemple,  le  coe£Eicient  différen- 
tiel-r-  avec  le  rapport  de  la  différentielle  totale  du  2i 

iâ  différentielle  dt,  rapport  qui  est  équivalent  à 

du 


du^        du  ,      ,  du  ,      ,    di*  j 
—  dt  +  -j-^dx  +  ^^da  +  ^dz 


dx 


ds 


d^ 


du 


ce  rapport  par  j- ,   tandis  qu'il  exprime  le 


d^ 


coefficient  différentiel,  par  T-p  Y  Le  sens  du  discours 

rend  presque  toujours  cette  distinction  superflue;  Fon» 
taine  d'ailleurs  avait  pourvu  au  cas  où  elle  était  abso- 
lument nécessaire ,  en  proposant  d'écrire  le  rapport 

ainsi  :  ;r  cizé  ;  et  comme  ce  rapport  est  employé  plus 

rarement  que  le  coefficient  différentiel ,  il  avait  affecté 
à  ce  dernier  le  signe  le  plus  simple ,  ce  qui  est  con- 
forme à  la  théorie  de  toutes  les  nomenclatures,  et 
précisément  le  contraire  de  ce  qu'a  fait  Euler. 
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46.  Les  résultats  du  Calcul  dtSérentiel  devant  tou* 
jours  être  indépendans  des  accroissemens  des  variables , 

le  rapport  y  du  ^  ne  saurait  avoîr  un  sens  déterminé; 

qu'autant  que  les  variables  x ,  j ,  z,  sont ,  au  moins  im- 
plicitement, des  fonctions  de  /;  et  alors  du  exprime  la 
différentielle  d'une  fonction  composée  d'un  nombre  quel- 
conque d'autres  fonctions  de  la  même  variable.  En  effet , 
si  l'on  suppose  que  les  variables  x,  y  y  ^  dépendent  de  la 
variable  ty  et  que  l'on  substitue  aux  accroissemens  g^ 
h  y  k,  l,  des  expressions  de  la  forme 

d^,  nd^,  ^d^,  rde, 

l'ensemble  des  termes  qui  ne  contiendront  d^  qu'à  la 
première  puissance ,  se  composera  des  termes  où  les 
accroissemens  g,  h,  k,  l,  ne  passent  pas  cette  puis- 
sance ,  et  ne  se  multiplient  pas  entre  eux  ;  on  aura  donc 
encore 

.         dr/  ,     ,   di£    .     ,  du     .     .  du    . 

I 

ce  qui  revient  à 

du  =  j-^dt  +  ^dx+^dy+^dz, 

en  remplaçant  pdt^  qdt^  rde^  par  les  difiPérentielIes 
àxj  d^y  dis,  que  ces  quantités  représentent. 

Ainsi  la  différentielle  d'une  fonction  renfermant  un 
norrbre  quelconque  d'autres  fonctions  d'une  seule  va^ 
riahlej  est  la  somme  des  différentielles  partielles  reîa" 
tiçes  à  chacune  de  ces  fonctions, 

La  règle  du  n^  11  n'est  qu'un  cas  particulier  de  cet 
énoncé^  car  si  l'on  prend  uzzztxyz,  il  donnera 

du  =  xyzdt  +  tyzdx  -}-  txzdy  -}-  txydz. 
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De  même,  quand  u=a  zy,  on  a 
gd«=jr;^-d.(l3),     J^d^K^^'^S^l*    (37), 

et  par  conséquent 

du  =  y%yf^àss>  4-  s^Ay\s^ 

47.  Je  dirai  Ici  très  peu  de  cliose  ^ur  la  manière 
de  réduire  en  séries  les  fonctions  de  deux  Tarlables  ^ 
parce  qu'il  arriye  le  plus  souTent  qu'on  ne  les  déyeloppe 
que  par  rapport  à  l'une  des  variables,  en  supposant 
à  l'autre  une  valeur  constante ,  et  qu'alors  ces  fonc- 
tions doivent  'être  traitées  de  même  que  celles  d'une 
seule  variable.  Il  sera  peut-être  utile  néanmoins  de 
Élire  voir  qtie  la  formule  du  n**  89  s'emploie  à  déve* 
lopper  les  fonctions  de  deux  variables,  comme  celle 
du  n^  21  s'applique  aux  fonctions  qui  n'en  renferment 
qu'une  (22). 

Si  l'on  fait  «  =  o ,  j  ==  o,  dans  la  formule  du  n*  4'  » 
c^est-k-dire  dans  u  et  dans  chacun  de  ses  coefficiens 
diSérentieU,  elle  donnera  le  développement  de  i(Jif  h) 
ordonné  suivant  les  puissances  des  quantités  h  et  ki 
mais  on  pourra  écrire  x  au  lieu  de  A ,  et  ^  au  lieu  de  k; 
et  il  en  résultera 

t[,,y)=u+   \    {^,  +  g^} 

+T:i{d?*^+"d:ïd^*^  +  dy^l 

4-  etc. , 
en  observant  de  faire  xeXy  nuls,  tant  dans  u  que  dans 
les  expressions  qu'on  obtiendra  pour  chacun  des  coeffi- 
ciens différentiels  (*). 

-^  -  — ^— i—  I  — ^ 

(*)  On  pourrait  encore  arriver  an  dëveloppement  de  f far ,  y) 
par  la  difiSérendation;  ainn  qa'oii  est  parvenu  ft  celai  de  f  (jr) ,  dans 
Ccdo.  diff.  5. 


/ 
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De  la  differentiation  des  équations  quelconques 
à  deux  variables, 

48.  Jusqu'ici  je  n'ai  différentié  que  des  èquatiom 
séparées  j  c'est-à-dire  dans  lesquelles  la  Variable  se 
treuTait  seule  dans  un.  membre ,.  et  la  fonction  dans 
l'autre j  telles  sont  les  équations  delà  forme  F=rX, 
Y  étant  une  fonction  de- jk,  et  JXtine  fonction  dp  x  5  mais 
le  plus  grand  nombre  des  équations  que  Ton  rencontre 
dans  les  recherches  analytiques  ne  se  présente  pas  ainsi: 
la  variable  et  la  fcmction  y  sont  souvent  mêlées  ou  com- 
binées entre  elles. 

Lorsqu'on  a  une  équation  quelconque  f(a;,^)^Qj  entre 
*  et  j^,  son  effet  est  de  déterminer  x  par  y,  ou  j^  par  «, 
en  sorte  que  l'une  de  ces  quantités  est  fonction  de  l'autre  ; 
et  si  l'on  change  x  en  «  +  A,  et  j^  en  y-^h^  il  faut 
encore  qite  l'on  ait 

ia  nbtè  de  la  page  ig;  car  4  l'on  «oppose 

tt==  ^+  Bx  -h  Cr  +  ^*»  +i5:*yH*jFy*  +  etc., 
lesleures-^,  B,  C,  etc.,  désignant  des  quanlilës  md<îpendantet. 
de  a:  et  de  y,  et  qa'on  différentié  cette  éqoalion  par  rapport  à  x  et 
par  rapport  à  y  y  plusieurs  fois  de  suite,  de  manière  à  former  les 
expressions  des  coefficiens  diiferentielà 

tltt  du  d»tt  d«n  d»M 

dï»     Tr*    ST*'    d^^    dr'  ^^^•• 

on  aura ,  en  égalant  à  zéro  x  et  /  ,  après  les  différentiations , 

la  valeur  de  -4  i^  trouvera  en  chtrchant  celle  de  la  fonction  w, 
lorsque  *  et  y  «ont  nuls. 
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tfoi 

équatioir  qui,  par  le  n*  4'  ^  se  déreloppe  dans  la  forme 
^dx^  ,    ,  dz^ 


+  etc. 

u  représentant  f{x,  j^). 
Cela  posé,  chercber  le  coefficient  difiFérentiel  dey,  c^est 

cbercherla  limite  du  rs^pport  ^^  or^  si  dans  l'équation 

ci-dessus,  oh  fait  i  =  trh^  fous  ses  termes  deviennent 
divisibles  par  h\  et  lorsqu'on  pose  ensuite  7i  =  o  ,poar 
passer  à  la  limite  demandée,  il  ne  reste  plus  que 

dz£  .  dz^ 

oîi  9*  doit  être  remplacé  par  sa  limite  -^  (S)  :  on  aura 

doBo  ^ 

au    ,   duûy  au  ,     ,   du  , 

Le  dernier  résultat,  se  confondant  ayec  la  différentielle 

totale  de  la  fonction  u  (4i),  montre  que  pour  trouver 

le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  d^une  fono^ 

tion  jj  donnée  par  une  équation  u  =  o  entre  deux  va-- 

riables  netjj  il  faut  différentier  le  premier  membre  d^ 

cette  équation  ^  comme  si  les  variables  étaient  indépeu" 

dantss  Vune  de  V autre j  égaler  ensuite  à  zéro  le  résultat^ 

dy 
et  prendre  la  valeur  de  -j^. 

5..  . 
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Cela  faît^  si  l'on  obserye  que  la  valeur  de  -p-  que  je 

représenterai  par  p,  ne  contenant  que  x  et  ^^est,  en  Tertu 
de  l'équation  z^=  o ,  une  fonction  de  x  seul,  on  en  con- 
clura que  p  doit  changer  quand  on  filit  yarier  x ,  et 
prendre  un  accroissement  que  je  désignerai  par  ly  mais 
alors  on  peut  regarder  le  premier  membre  de  l'équation 

du    .  du 

comme  une  fonction  de  x,  yetp^  égalée  à  zéro^^i 
doit  toujours  rester  nulle  ;  et  si  on  la  représente  par  u, 
on  aura>  par  la  formule  du  n^  4^> 

dx  dy       ■    dp 

-|-etc. 

Or,  tous  les  termes  de  cette  expression  deriendront 
divisibles  par  A,  si  l'on  y  fait  Jt=a-A,  /=;pA;  et 
ceux  qui  ne  sont  pas  écrits ,  contenant  les  quantités 
hyh^lfh.  des  puissances  plus  éleyées  que  la  pre- 
mière, s'évanouiront  lorsqu'on  fera  A=0;  pour 
passer  à  la  limite  où  l'on  doit  remplacer 

dy    ^  dp 

-par  j^  et,  par  g^; 

il  ne  restera  donc  que 

du'      di£  dj^   I  dw'  dp 

dx       dy  dx        dp  dx  ' 


ce  qui  revient  à 

d;^*'^d3;"^"^d^ 


du'  j      ,    da'j       ,   du 

7^d*  +  ;r-dj.  +  -r;  dp  =  o. 
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et  se  confond  avec  la  diSërentielle  totale  de  la  fonction 
\l  :  ainsi ,  pour  fqrmer  V équation  qui  exprime  la  reUt- 
tion  entre  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  et 
celui  du  second j  ilfitut  diffèrentier  l'équation.qui  dé» 
termine  le  premier  de  ces  coejffîciensj  en  le  regardant 
lui-même  comme  une  nouifelle  variable^  puis  diviser  le 
résultat  par  d%. 

Faisant  ensuite  Tp  =  y,  Féquation  qu'on  yient  d*ob« 

tenir,  pourra  être  considérée  comme  une  fonction  u*  de 
^)  y>  P  ^^  29  ^^lée  à  zéro,  et  donnera  une  équltion 
équivalente  à  du"  =  o ,  qui  déterminera  le  coefficient 
différentiel  r  de  la  fonction  y,  c'est-à-dire  le  coefficient 
iifférentiel  du  3*  ordre  de  y^  par  les  précédéns. 
*  On  voit  par  là  que  les  équations  qui  expriment  les 
relations  des  coefficiens  différentiels  d^une  fonction 
donnée  par  une  équation  entre  deux  variables  j  se  dè^ 
duisent  les  unes  des  autres  j  par  des  différentiations 
successU^es  ^  en  traitant  chacun  de  ces  coefficiens  comme 
-me  nouvelle  variable, 

49.  L'exemple  suivant  éclaircira  tout  ce  qui  précède. 
Soit  Féquation 

y^  —  am»^  +  âr*  —  a*  =  o  ; 

la  fonction  u  est  ici  y^  —  ^mxy  +  «*  —  <**  s  ■*  Oû 
la  différentie,  en  y  faisant  varier  a;  et  ^9  et  qu'on 
égale  le  résultat  à  zéro  ^  on  trouvera 

^yày  —  awMrd^  —  amyàx  -4-  ^xAx  =  o , 
ou         yAy —    nixày^-   myàx  ^  xàx=^o       (i)  , 

ensnpprimtot  le  facteur  commun  2  ;  et  l'on  en  tirera 

4y  _  my  —  x 
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Pour  avoir  -^.enx  seul,  il  faudra  subtituer  dans 
ox 

cette  exprestion  la  valeur  de  ^,  qui ,  dans  l'équatiou 
proposée,  est 

y:=:mx±  \/a*—x*+m/'x*\ 

et  il  viendra 


dy '^x  +  m^x^,  mj/g*— g*  +  ^V 


m: 


|/a»  — -»»4.i»'»j:« 


résultat  semblable  &  celui  qu*on  déduirait  immédiate** 
nient  de  Pexpression  ^ 


y  =  TOjp  ±:  i/o»  — «•+»»"«% 
obtenue  en  résolvant  réguation  proposée. 

Maintenant,  si  Pon  fait  ^  î=  n,  â^ph    il    résulte 
ax 

iy  '=:zpix,  l'équation  (0  se  change  en 

(y  —  TO*)^  — mj^4-a?  =  o  ; 

et  si  on  la  difiërentie  de  nouveau ,  en  considérant  que 
y  ^t  p  sont  dea  fonctions  de  Xy  on  arrive  à 

^y  —  mx)  ip  +p(iy  —  irodar)  —  miy  +  da?=  o  ; 

mettant    ensuite   pSx  pour  ây ,  yd*    pour  '  dp ,  et 
réduisant,  il  vieot 

équation  qui  donne  la  relation  que  le  coefficient  difiS- 

d*y 
rentiel  du  second  fordre  g  3  ou  ~   (17)  >    doit  avoir 


! 


fvec  celui  da  premier  ordre  Pt  ^^  ^s  et  avec  Us  Ta* 

rirfiles  *  et  ^. 

En  continuant  de  différenlier  de  la  même  manière  » 
on  formerait  l'éqnation  de  laquelle  dépend  le  coefficient 
différentieldu  troisième  ordre,  et  ainrf  de  suite. 

d*v 
5o.  Si  Ton  fait  attention  que  q  =  -r^,  et  que. . . 

d^j^  =  d(d^),  on  reconnaîtra  que  Féquation 

{y  —  mx)  ^  +  p''-*2m/)4-ï  =  o, 
se  déduit  immédiatement  de  l'équation 

yijf  —  mxAy  —  myix  +  xàx  î=  o  (î)  , 

lorsqu'on  la  différentie  en  y  faisant  varier  Ay  comme 
une  fonction  de  «,  et  divisant  ensuite  par  d^.  En  effet  > 
on  a  premièrement 

ySi^y  —  mxA*y  +  d^*  —  ^mixày  -|-  d«'  =»  o     (a) , 
secondement 

équation  qui ,  lorsqu'on  y  change  -=-  en  />,  —^  en  q, 

devient  celle  que  j'ai  obtenue  plus  baut  pour  déter- 
niîner  q. 

En  général^  faire  varier  les  quantités/),  y,  etc.  y  comme 
'  des  fonctions  de  x ,  c'est  prendre  les  différentielles  des 

6X|N*egsions  équivalentes  -^ ,  ir- ,  différentielles  qui 

dV     dV 
ifmt  respectivement  représentées  par  -j-,  j-j,  etc., 

c'est  enfin  regarder  les  quantités  dy,  d*^,etc.,  oomme 
ies  fonctions  de  x. 
'L'équation  (i)  est  la  différentielle  première  de  la  pro* 


1 
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posée  ;  Féqcr&tion  (2)  en  est  la  différentieUe  seconde j  eta  ; 
et,  d'après  la  remarque  ci-dessus 9  les  différentiellee 
éfune  équation  primitive  proposée  se  déduisent  les 
unes  des  autres  par  la  différentiation  ^  en  regardant  jj 
dj^  d^j  etc,  j  comme  des  fonctions  de  x. 

Oa  passe  aux  équations  qui  donnent  les  coefficieus 
différentiels,  en  observant  que  ces  coeffîciens  sont  re* 
présentés  par 

^      ^      etc 
âx'     d*-'    ^^^^ 

on  en  faisant 

dy=/)dar,        d*^=^dar*,    etc. 
Par  ces  dernières  substitutions,  les  différentielles  dis- 
paraissent ,  et  il  ne  reste  dans  les  résultats  que  les  fonc- 
tions/;, (j,  etc.,  absolument  indépendantes  delà  valeur 
de  l'accroissement  dx. 
St.  L'équation  proposée, 

^^— .  ^mxy  +  je*  —  a*  =  o , 
étant  du  second  degré ,  donne  pour  ^  deux  valeurs,  par 
le  moyen  desquelles  l'équation 

(y^ma)ày(^my  —  x)àx=:o  (i)  , 

d'oi  l'on  tîte* 

4r my^x 

àx      y  —  mx^ 

.      dv 
donne  aussi  pour  le  coefficient  différentiel  r-,  deux 

valeurs  correspondantes  à  celles  de  la  fonction  y. 

Si ,  au  lieu  de  résoudre  l'équation  proposée,  pour  en 
tirer  la  valeur  de  y^  on  éliminait  cette  variable  ,  au 
moyen  de  Féqaation  différentielle  (i),  on  aurait 
d*abord^  en  vertu  de  celle-ci, 

*(TOdr  — dar) 
d^  — md^      ' 


DE  CALCUL  DIFFiRSKTIEL.  «jS 

wbstituànt  ims  la  première  ^  il  Tiendrait  ,  après  les 
réductions^ 

+  (ar«  _  i»V  —  a*OT*)d**  =  o. 
Cette  dernière  étant  résolue  par  rapport  à  d^>  donner 
rait  les  mêmes  résultats  que  ceux  qu'on  obtient  en 
différentiantles  valeurs  de^y  (49)  ;  et  après  Tayolr  divi- 
sée par  dx*,  on  en  tirerait  immédiatement  celles^  du 
coefficient  diBerentid.  On  aurait  alors 

(s-^^a^'—m^x^)  ^—  (2771X»— 2TOa«— a/»'**)  ^ 

+  **  —  mV — «•!»*  =  o  ; 
et  en  dégageant  la  eeoonde  puissance  du  coefficient  dif- 
férentiel ^  exprimée  par  ^^ ,  on  arriverait  à 

dv*         '   dy   .  ar*  —  ?»V  —  a*ifi' 

-f-^— 27n/-H ^-1—=  ^• 

dar*  dx         x^ — a^ — m*x* 

62.  Il  est  facile  d'appliquer  ce  qui  précède  à  des 
exemples  plss  compliqués,  ou  dans  lesquels  les  va- 
riables montent  a  un  degré  plus  élevé.  Soit  encore 
Téquation 

y  —  3axy  4-  ar^  =  o  ; 

la  différentîation  donnera 

3  J*dy  —  3axdy  —  3aydx  +  3**dar  =  o , 
00  >  en  supprimant  le  facteur  commun  3, 

y^dy  —  ctxày  —  aydx  +  x^dx  =  0  (i) , 

et  par  conséquent  ^  =  •—— — . 

^  dx      y— aar  '   . 

La  fonction  y,  dans  cet  exemple ,  étanft  donnée  par 
une  équation  du  troisième  degrés  doit  avoir  trois  va* 
leurs;  et  en  les  substituant  snocessivement  dans  Fexpres* 
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sioa  àej-j  on  obtiendra  «n  pareil  tiomWe  de  valeurs 

pour  le  coefficient  difFérenliel.  On  yoît  en  général  qiie 
ce  coefficient  aura  toojourfi  un  nombre  de  valeurs  égal 
à  celui  dont  la  fonction  ^  est  susceptible  dans  l'équa* 
tiop  proposée  :  il  en  sera  de  même  à  l'égard  de  la  di£Eè- 
rentielle* 
Si  l'on  éliminait  y  entre  les  àevCL  équations 

^—  3axy  +  a;^  ;=»  o , 
y^ày  —  axày  —  aydx  -}-  x^àx  =  o  ( i), 

On  aurait  pour  résultat  une  équation  du  troisième  d^ré 

par  rapport  à  ày,  et  qui  renfermerait  les  trois  valeurs 

dont  cette  différentielle  est  susceptible. 

dv 
Ayant  trouvé  l'expression  de dy  ou  celle  de  ^^,  on 

dv 
parviendra  à  celles  de  tl*y  et  de  «^,  en  différentiant 

par  rapport  kây^hyetsix,  suivant  la  règle  établie 
n«  5o,  Téquation  (i) ,  différentielle  première  de  la  pro- 
posée. En  opérant  ainsi  et  réduisant ,  on  aalra 

yiy — axdy  4-  ^ydy^  —  t^adxdy + aard** = e , 
ou  bien 

{y^ — ax)d*y  +  ^ydy^  —  f^aàxdy  +  ^xdx^  ==  o  (a)  : 
voilà  la  différentielle  seconde  de  l'équation  proposée. 
Si  on  la  combine  avec  la  différentielle  première ,  on 
pourra  éliminer  d^,  et  le  résultat  donnera  l'expression 
de  d*^'  en  x ,  d.r  et  y.  On  chassera ,  si  l'on  veut,  la  foniy 
tion  y,  au  moyen  de  Féquation  proposée. 

En  divisant  l'éçtuation  (2)  par  dx%  elle  prend  la 
ibnne 

(/-  ^')%  +  2J'  ^»  -  2a  J  +  ax=o . 
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el  ne  renltltme  plus  que.  les  coeffîcîens  difierentieU 

^  et  -T".  Mettant  au  lieu  de  ^  sa  valeur  -r > 

tirée  de  (i),  il  viendra 

et  en  réduisant  au  méixie  dénominateur, 
dV* 

mais  la   quantité 

n'est  antre  dioae  que 

ttxy(y  —  3aar^  +  ar')  : 
elle  est  donc  nulle  en  vertu  de  Téquation  proposée,  et 
par  conséquent  on'  a 

iy'-axf^  +  za^xy  =  o. 

ou  ^  =  _ --£f!f21_ 

d?  {y^^axf 

En  différentiant  Téquation  (a)  par  rapport  à  A^y,  dy, 
y  etar,  on  formera  la  différentielle  troisième  de  Péquatîon 
proposée,  et  Ton  en  tirera  la  valeur  de  d^^,  lorsqu'on  aura 
éliminé  d*j^et djà ïaidedes équations (i)et(2);  divisant 
le  résultat  par  As? y  on  aura  l'expression  du  coefficient 
i?y  - 

-^  En  cogstimiant  ainsi  l'on  parviendra  aux  différen- 
tielles ultérieures. 

53.  La  remarque  du  »•  7  ,  sur  les  constantes  qui 
disparaissent  par  la  différentiatîon  des  fonctions,  s'ap- 
piîque   également   aux  équations.  Si   Pon  avait',  par 
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exemple ,  ^*  =  a«  4-  ^ ,  la  différentielle  2^3jk  =  oAx  , 
étant  indépendante  de  i,  appartiendrait  à  chacune  des 
équations  partîculîferes  qui  résultent  de  la  proposée ,  en 
donnant  à  b  toutes  les  valeurs  possibles. 

Mais  Fon.péut  aussi  parvenir,  dans  le  cas  actiiel ,  à 
une  équation  indépendante  de  a  ,  quoique  la  différen- 
tiatîon  n'ait  point  fait  disparaître  cette  constante  :  il 
suffit  pour  cela  d'éliminer  a  entre  les  deux  équations 

^=aar  +  ^,         2jdjK  =  «<l^> 
et  l'on  trouvera  '  .  - 

y^Ax  =  nxyày  +  ^^** 

Quoique  cette  dernîfere  équation  ne  soit  pas  la  diffé- 
rentielle immédiate  de  la  proposée ,  elle  en  dérive  ce- 
pendant de  manière  qu'étant  divisée  par  àx ,  elle  ex- 
prime la  relation  qui  doit  exister  entre  Ja  variable  x , 

la  fonction  y  et  le  coefficient  3^ ,  quel  que  soit  a. 

ax 

Si  la  constante  qu'on  élimine  n'est  pas  au  premier 
degré  dans  l'équation  proposée  ,  le  résultat  qu'on  ob- 
tiendra renfermera  des  puissances  de  dy  et  de  àx  su- 
périeures à  la  première  :  je  prendrai  pour  exemple  , 

y^  —  ^ay  +  at*  =:=  a*. 

En  différentîant  on  trouvera 

yiy  —  ady  +  xàx  =  o  , 

d,  ,  ydy  '4-' xàx 

dy 
et  substituant  dans  la  proposée,  il  viendra,  après  avoir 
ordonné  par  rapport  à  iy  et  divisé  par  dar% 

tdle  est  la  relatbu  qui  doit  exister  entre  la  variable  x. 
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la  fonctîofH  y  et  ^n  coefficient  difiérentiel  j^,  indé- 
pendamment d'aucnne  Taleur  particulière  de  la  cons- 
tante a. 
En  résolvant  l'équation 

^a  —  nay  +  «*  =  aS 
par  rapport  à  a,  on  en  aurait  tiré 

a  =  —  y±:  V^^y^  +  x*; 
et  a  étant  alors  dégagé  des  yarîables  x  et  y,  la  dif- 
férentiatîon  seule  Taurait   fait  disparaîtjce  :  on  aurait 
trouTé 

En  faisant  évanouir  le  radical,  on  s'assurera  que  cette 
équation  est  la  même  que  celle  qui  résulte  de  Pélimi- 
nation. 

54.  On  peut  faire  disparaître  autant  de  constantes 
qu'on  voudra,  en  différentiant  un  nombre  de  fois  égala 
celui  de  ces  constantes.  Soit 

^•=7»(a*  — AT»); 
on  aura  d'abord 

yày  =  •^-  mxdx  ; 
différentiant  de  nouveau ,  on  trouver^ 

yà^y  -{-  d^*  =  —  mâx^  ;  ^ 

substituant  pour  m  sa  valeur  "^  —r^i  tirée  de  l'équation 

précédente,  et  divisant  par  d«*,  il  viendra 
d>   ,       dy  dy 

résultat  indépendant  des  constantes  m  et  a* 
55.  La  différentiation ,  combinée  avec  FéliminatioA  , 
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fournît  le  moyen  de  £aire  disparaître  les  exposans.  SoH 
par  exemple 

P  et  Q  étant  des  fonctions  quelconques  de  x  et  de  ^;  en 
prenant  la  différentielle  de  cette  équation ,  il  viendra 

7iP«— dP  =  dQ,  *    ou      »P'»dP=PdQ, 
en  multipliant  les  deux  membres  par  Pj  et  si  Ton  met 
pour  P**'  sa  valeur,  on  obtiendra 

nQàP  =  PdQ, 
équation  dans  laquelle  la  quantité  P  est  délitrée  de 
l'exposant  n. 

On  parvient  au  même  .résultat,  en  prenant  le  loga- 
rithme de  chaque  membre  de  l'équation  proposée^  on 
a  successivement 

et  par  conséquent  7iQdP  =  PdQ/ 

Cette  remarque  sert  à  développer^  suivant  les  puis* 
sanoes  de  or ,  la  fonction 

(a+  bx  +  cx''  +  dx^  +  ^«^4-  etc.)", 
quel  que  soit  l'exposant  n.  On  pose  pour  cela, 
(a  +  hx  '•i'  cx^  +  dx^  +  ex^  -j"  etc.)" 
=  j[  +Bx  +Ca;*  +Dx^  +JSx^+  etc.  ; 
en  passant  aux  logarithmes ,  il  vient 

n[{a  +  ôa;  +  ca?*  4"  ^^  +  ^^^  +  etc.) 
=  l{J+Bx  +Cx^  +Dx^  +Ex^  -f  etc.)  ; 

différentiant  ensuite,  on  obtient 

n(^b  +•  ncx  +  Sdx^  +  ^ex^.  +  etc.)d^ 
a  +  bx  +  cx''  +  da^+ ex^  +  etc. 
_{B+!iCx  +3Cg'+4^^  +  etc0djf 
A+Bx+Gk^  +  Dx^-^  JEx^ +etG.  ' 


supprimant  le  facteur  commun  d^r ,  faisant  disparaître 
les  dénominateurs^  développant  et  ordonnant^  par  rap- 
port aux  puissances  de  at,  on  a  l'équation 

nbA  +  2.ncAx  +  dndAx^  +  fyteAx^  -f-  etc.  ^ 

4-    7i65^  +  27M?^ar*  +  37ifl?i7jr3  +  etc.  / 

+    7i^>  C:»;*  +  27ÎC  Cjt' +  etc.  I 

+   7iiJ9a:^  +  etc.  j 

a5+   2aCj;+   3aZ?a;*  4-  4aJS:x^  +  etc. 

+     hBx\'    !ibCx^+  3bDx'^  +  etc. 

+      cBx*  +  ncCx^  +  etc. 

+  dBx"^  +  etc. 

qui  doit  être  identique  quelque  valeur  qu'ait  «j  il 
faut  donc  que  les  coeffîciens  de  chacune  des  puissances 
de  'Cette  quantité  soient  les  mêmes  dans  les  deux 
membres  :  de  là  résultent  les  équations 

nhA  :=£      aB  ^ 

2ncA  +    nbB=^2aC+bBj 
ZndA  -j-  anùB  +  nMi  =  ^D  +  nbC  +  cB , 
etc., 

iont  on  tirera  les  valeurs  des  coefficiéns  -fi,  C,  2>,  etc. 
Le  coefficient  A    semble   demeurer    indéterminé  « 
mais  on  en  trouve  la  valeur  en  faisant  x  z=zo  dans 
^équation 

(ff  4*  6ar  4.  etc.)*  =  ^  4-  ^«  +  etc. , 

qui  par  cette  hypothèse  se  réduit  à 

a*  =  ^. 

Substituant  cette  expression  dans  les  équations  précé- 
dentes, on  en  conclut 
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d 


n 


.i.'*4i'-j»«.vi.4-î*M     fiy^SM       %• 


5— Y«*  '*»^  -»■•.  4.*.V4.'iu>Hr  =  i4-«> 

d'où  (a'4»:ôi?  -4-  ai*  «ô|fcjiQÈA«7h«tSR)^^  in^-oa? 

56.  On  peiit  faire  dispâraitre  aus^i  les  transcf^dantes 
L'une  des  plus  simples  de  ces  fonctions  est 

si  l'on  représente  son  dévelojpehient  par' 

et  qu'on  grfnne  l%difféf eait^^Ue,  dsJ'é^iuaJtipni 
\(ji+bx>^€as^Td^  Cx^0£+  etc. , 

et  l'on  d^rminëra  les  ooeffieièns-u#;  By'^yB,  etc. 
comme  à  l'ordinaire.  v    ?  rr-;*  : 

Soit  encore  ^c^r-ècempïfe  ^  '  *    —  ^    -  ~     .  ' 

sîtf'(tt  -if  ^«P  4^  t:x^^  dé?  -f  etc.)^^  ^^ 

^  en  'faisaiit ,  pottr  abréger/      '      -■'■'     — ^  •   -  "-'^^  ' •  ^  j^j 
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a  +  »s  +  c»*  4- ib' +  etc.  a»», 
w^4-i?«  4-C«* +^«' +  etc.  =  ^ , 
il  en  réflultera  ^ = sin  »  ;  et  ea  diffibreatiant ,  il  Tiendra 
dj  ^  d»  008  M.  On  pourrait  éliminfr  ooi  u  an  moyen  de 
sa  yalenr  V^  i  -^tiuu\  qui  doonfcotu  =V^|  — ^^*,  et 
Fon  aurait  alors  djr=:âu^i — jj?  ;  mais  il  resterait 
encore  a  fiiire  dkpariitre  le  radical/ 

Pour  ériter  cet  inconvénient,  on  difiSrentiera  une 
nconde  fois  Féquation  ày^iuooaUf  en  se  rappe- 
lant que  u  est  une  fonction  de  «,  aussi  bien  que^; 
et  il  Tiendra  d*^  =  d*ucost»-*-dtf*8intf  :  mettant 

dy 
pour  sin tf  et  cos»,  leurs  valeurs  ^  et  -p ,  on  aura 

dy 
dy=^d*a-— j'dt**,  ou  diid^jr— d^d*tf-{*^^=<>« 

Il  ne  s^agit  plus  maintenant  que  de  substituer  à  y, 
iy^  à*y,  au,  d*tf,  dw^,  leur  Taleur  ;  or 

donne 

dj  =  (B+2Cx-^  ZDa^  +  etc.)  d*, 
à^y  =  (2C+a .  3Z>«  +  etc.)  d**; 

et  pour  ne  pas  m'engager  di^s  de  trop  longs  calculs  ^ 
je  réduirai  la  fonction  proposée  à  sin  {fl'\-bx  +  ex*), 
en  faisant  d,  e,  etc.  =  o  :  dans  ce  cas  particulier , 

du  =  (6  +  2c«)  d«, 

d*i»=2cd«*, 

di^=z(b^+  6è^cx  4- 1  aie  V  +  Sc'*^)  d**. 

An  moyen  de  ces  valeurs,  l'équation 

dud^y  —  dj<d*tt  +  yiu^  =  o, 
d^ient  divisible  par  ds'}  et  en  l'ordonnant  par  rapport 
à  X,  eUe  prend  la  forme  suiTante  : 

Cak.  diff.  6 


2ÔC+     6bDx+      i2bÉx^  +  eic. 

+      ^cCx+       i2cDar*  +  etc. 

+  Pj4  +  WcJx  +    i^bc^j^x^  +  etc. 

+      pBx  +      6h^cCx*  +  etc. 

+  b^Cx^  +  ^ic 

—  2eB  —     ^cCse  —        êoDx^  — '  etc. 

En  égalant  à  zéro  les  coefiicîens  de  chaque  puissance 
àex,  on  obtiendra  les  équations  qui  déterminent  C, 
Dy  E ,  etc.;  mais  pour  A  et  B ,  il  faut  recourir  aux 
équations 

j^  :=  sin  z^     et     dy  =  dw  cos  u. 

Lorsque  «  =  o,  il  vient 
u=:zay       y'=:,Ay       dw  =  Mar,       dy/=:Bdx; 
et  il  résulte  de  ces  valeurs^ 

^  =  sina^         B::^bco^at 

57.  Le  csJcul  différentiel  >  dont  nous  n'avons  encore 
fait  usage  que  pour  le  développement  des  fonctions , 
peut  aussi  être  utile  dans  la  résolution  des  équations 
algébriques;  mais  ici  nous  no,u&  borneixms  à  moiitrer 
comment  la  remarque  du  n^  18  conduit  à  la  détermi- 
nation des  racines  égales. 

Soit  ^=  o ,  une  équation  ayant  un  nombre  n  de  ra- 
cines égales  à  a;  son  premier  membre  /^sera  nécessai- 
rement de  la  forme 

X  contenant  les  facteurs  inégaux;  et  si  l'on  difie- 
rentie,  en  commençant  par  le  facteur  («—a)*,  on 
trouvcjra 


ce  qui  suffît  pour  faire  voir  que  le  facteur  4P  *— '  a  de- 
meurera commun  à  tous  les  termes  àé^  coefficiens  diffé- 
reulklsde  ^tftnt  que  Texposaolde  leur  ordre  sera  <i  n. 
Ces  coefficiens  s'évanouiront  dooe  jusqu'à  l'ordre  ti 
exclusiTement ,  quand  on  y  fera  or  =  a  ;  et  les  équations 

^=^'   di=^'  "î^=^""-d?^=^' 

auront  lieu  en  même  temps ,  au  moyen  d*un  diyiseur 
commun  :  pour  la  première  et  la  seconde ,  ce  diviseur 
sera  (or — a)"*"'. 

On  reconnaîtra  sans  peine  que  les  équations  — 7?=;o' 

—.=:o,  etc.,  sont  précisément  celles  que  l'on  a  dési- 
gnées par-<^=o,^=o,  etc. ^  dans  le  n^  aoSdesiêiy- 
mens  d^ Algèbre. 

Ces  considérations  s'appliqueront  aisément  au  cas  où 
la  proposée  renfermera  plusieurs  espèces  de  racines 
égales,  c'est-à-dire,  sera  de  la  forme 

X{x  —  ay{x—hyz=io^y 
car  en  différentiant  le  premier  membre,  suivant  la  règle 
du  n*  1 1 ,  on  trouvera 

nX{x—aY-'(jx:—by  +  pX(x—aYix—by-'    î 
+  ^^{x-a)\x-by        •  I' 

quantité  qui  s'évanouit  aussi  lorsqu'on  fait  «=ra  ou 
X  =  6 ,  et  dont  le  diviseui»  cofumun  avec  le  premier 


memiire'iàe  rÀjuatïoti  proposée;  éHérldeÎÀAIeiit'  • 

i  n^QlMl^Vf^fi^^'^^^  même,  ciuel  que  soit  lé  nomore  à^ 
fefit^?lte<fV?i;(;f^^^^  ét<îi',  etPoti  troo^ 

Tera    toujours   que   X^dlplseur  éojnttmii^àh:}^  finV^ 

\lf\       dy  *•   V »' ►    i ;     .  \\ 

ÂÏo»s j\y^^  çffi^  çojptenir  k^  è^ux    élepis 

hhwufilL1^:unfipU}0fa^Oê  moindK  chme  unité  j  que  dans 

4ppUç(Uj^nÂ^^  dij^éréntiei%'Ut\th6orie 

■*^  àSi' t]|cs  cèàiliiâéîbtioris  ^m^tirjque^  prôureqt  .d'une 

maniitrô  bien  évidente  que  le  rapport  des  aocfoissemens 

,d'finç<, fonction  et  de'sa Vaï'iâbIé"é^''eB.gândraI  snsoep- 

tib|e.  çie  iimîle.     ■  ''  "      ?    ''"!'  >»  •  -      -  /i. 

^01^^^  fonction  dtufie  seule  i^riAi>le  fkut  itretepr^ 

j^nt^is^jgar  TorSonnJe  â*hnjB'c6kirhê  dôhl  cette  variahêe 

;é^sJ^  l^fibjspiBse  (^r\g.  S6):/ é^  le  fappùrt  de-il^^rdamaÉietffi 

,ia  courbe,  açec  la  soutarigehte  correspond  ^u  eoeffiùie^t 

^dffferejt^tUl  de  Id  fonction.  En  effet ^  si  >  dans'ttile  coUrlie 

FI6.  Kjg)»elqQ^;Lque  CDyfig.iy  on  mène  ^ar  deuïi  poiMfrjSf  et 

,?f[  ^ne  sécante  A/3/  prolongée  jusqu'à  ce  qu'elle  ren- 

centre  tn.S^  .^^e  des  abscisses  AB,  et  par  le  premier 

,  pçjùpt.^e.  tangente  MTj  qu'on  tire  les  dent  ordonnées 

t./W^i^itfV  et  là  droite  IfQ,  parallèle  à  ^5,  les 

tiriangles  isembtables  Ji^QM  ei  MPS  mobtreront  que 

-,  ;  M'Q    ^PM      ^^    .         ,  X.  *    . 

les  rapports  ^jçf^'^lpo'  sont  toujours  égaux.  Mais  si 

.l'ai^jÇQnçoit.que  le  point  M'  se  rapproche  sans  cessée 

rint  M,  le  point  iSse  rapprochera  aussi  du  point  T; 
ligne  PS  tendra   donc  à  devenir  égale  à  la  sou- 
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taBgealfl'A2^.;  I9  x^ippoi;!;.^  ^'ajpproche^  ^e  même 

du  rapport  -^r^qu'Haura  poui^  limite^  et  qui  sera  par 

caonséquébt  auc;si  o^te ,  du  rapport',  iles  ^ibcroisiemèn» 
JSf(^.etiKI'Qj  i^  reçoirént  simaTlîabiméJât*^rffb»ô?éftè 
^Pet  rordpnnéePifef:  '   »'   <^.j.  i.  >j    iir,, 

II  suit  delà,  que lorsitpie  l'expressiolfi:  aa^r|jg|K)f  t  '«^^ 

sera  connue,  elle  fournira  le  '  <j$éffibiMr^«'dtfflfilJ'WlM 
de  la  fonction  correspondante  a  l'<(râdn'il^^7)^^l'^lie\ 
iPPÇijy^\?Ànjpi^y,.»i,^  connue,  wti 

coefficient  différentiel  déterminera  là  ÀiHangëni^^RF, 
puisqu'en  désignant  FM  ^pai^y,^  son  coeffîcieiit  di^ 

ierenlïeri&  p^,  ojt  aura >^it:»  ^^.à^^^BTp;^^,y^)xi}jar 

BC^^mofém  dèiUqii^lê  P^^ ff?î^»Çra  ]^  tangente  au  pdîuf  'ilJF. 
5g.  On  TOit  donc  que,  par  son  principe  fondaifhëô- 
tal  i  le  ^Icwl  ^îSHrei^I;  résout  ^^  directement  le  Jpr6~ 
Irième  iie&\ttmgt(iUes^j./pf:\ii^.  le^.  courbes  dont  ou  à  l'é- 
quâtion';  a'tsffi  qig^«ç^^  çn^cberdifiut  la  solution 'dé  ce 
problème,. qtkei. .1^5.  g^mëtres  sont  parrénul  Su'Caleill 

'difiârenlisl,  qû'of^  1^  présenté  depuis  sous  dès  |iôitits. 

/-deHufiftr^  taries;  nis^is  qpeïlc  que  soit  fôrigttië  qu'on 
Ittii  ailiigi^^  il,.reppsera  tp.iqçur^.iipméiliatemènt  liilr 
nn'fittf  aha^^2^«iautérievir  à  toute  lijpôtbïsc ,  icbmVhe 
la  chute  »des  corps  gr^ires,  jers^  la  surfâcb  dô'  fa  *  tbïYé  , 
est  antérîeuite ;  ^ux   direrses  expliwltïmis  quWi  -  tn  -  a 

'?dpnniées  >:>^ltjçe  .fa}\j^est,pr(M^P^  là^pVôpriééé'dont 
jouissent  toutes  les  fonctipos  ^'admettre  un6-thtiite 
cfans'lë^i^âpport  qùeléut^  accroîfesenàens  pnt.aTec  ceux 
^  la  TAfiaUe  dont  ^Uef  r  dépendent.  Cette  limite, 
difféiic^l^/ jpQifK,cbaqoe  fonctioni  et  toujoui'j  ''iudé]^ti-^ 
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daiite  des  Taleurs  absolues  des  accroksèmeas ,  carac* 
térîse  d^uiie  manière  qui  lui  est  propre,  la  màr&hif  <de 
la  fonction  dans  les  diyers  états^  par  lesquels  elle  peut 
passer.  En  effet,  plus  les  accroîsseittcns  delà  Tariabl^ 
iadépend«nle  sont  petits ,  plus  les  yaleurs  successives 
de  la  fonction  sont  resserrées,  plus  enfin  oatte  fonction 
approche  d'être  soumise  à  la  loi  de  continuité  dans  ses 
changemens ,  et  plus  l«ur  rapport  à  ceux  de  la  va- 
riable indépendante  approche  d'être  îégal  k  la  limite 
assignée  par  le  calcul.  Ou  doit  entendre  par  la  loi 
de  €ontïnuUé ,  oelle  qui}  s*obserye  dans  la  c^scrip- 
tion.des  l^nes  par  le  mouveiaent,,  et  d'après  laquelle 
les  points  eon^cutifs  d'une  même  ligne  se  succèdent 
sans  aucun  intervalle*  (^manière  d*en?isajger  les  gran- 
deurs 4ans  le  calcul,  ne  parait  pas  d'abord  admettre 
Cette  loi,  puisqu'on  suppose  toujours  un  intervalle  entre 
deux  valeurs  consécutives  de  la  même  variable^  mais 
en  le  faisant  évanouir,  pour  passer  à  la  limite  ^  on  ex- 
prime qu'il  ;  a  continuité* 

11  me  paraît  maintenant  très  évident  que  la  meta— 
physique  :précédente  renferme  l'explication  philoso- 
pbt(yie  des  propriétés  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  ^ 
intégral ,  jsoit  parriipport  aux  recherches  sur  le^  courbes, 
soit  par  rapport  à  celles  qui  concernent  le  mouvement. 
La  difHculté  des  unes  et  des  autres  ne  vient  que  de  œ 
qu'il  y  a  continuité  dans  \e&  changemens  des  lignes  eu 
danS'Ceux  des  vitesses;  et  la  considération  des  limites^ 
(ou  toute  autre  équivalente) ,  donne  le  moyen  d'établir 
cette  continuité  dans  le  Calcul  (*). 

60.  Lorsque  l'on  donne  à  l'abscisse  des  valeurs  suc- - 

iç*)  Ceux  qui  dc'sirexai^t  pins  de  dcveloppement,  daii«  ces  coDfii- 
fldcatîoDs  gcucj:ijc5 ,  pouixojK  consulter  la  note  A)  pjacce  à  la  Iia 
da  rOuitfage.. 


déterminant  8qr.la.Gfwrbe,  :de^,  pc^Qt^^ciiie  l'on  peut 
regarder  .comme  les^ sovn^ets-dea  a^l^  d'un  polygone 
inscrit  k  O0tt6  courte.     ,  :        .     .  t 

Si  Tq^  prend ,  -par  .exemple  j,^^  î'»!^  .fies  ali^îst^ 
les  points  P^  P'}  P%  *^tc^^!]^g-  a ^^ ,  distaxks  e^atre  euXj  fig.  ». 
d'une  ijftéme  .quantité  A>  on  aura    - 

qa'orï^l^ve  les  <ÔPclonn^s  correspondanteB  -FM^  P^M-f 
P^M*;  etc/,  et  qne  f  oii  îàigMfles  points  M,  M'y  3i",  ttc,\. 
pab  des  cordes,  on  foi*mera  l6  polygone  MM^M''e&.>, 
qui  différera  d'autant  moins  de  la  conrke  proposée^  que 
les  points  M,  M^  M",  etc.,  se  rapprocheront  davantage» 
mais  en  nléme  temps  le  nombre  de  ses  côtés  augmentera 
de  phls  en  plus»  puisque  la  distance  PP'  sera  contenue 
un  nombre  de  fbis  de  plus  en  plus  grand  dans  une  abscisse 
déterminée  jif,  La  courbe  CD  sera  éri^emment  la 
limite  de  tous  ces  polygones,  et  par  conséquent  les  pro- 
priétés qui  convienafont  ^  cette  limité^  oonTidndront 
aussi  à  la  courbe  proposée  (*). 

■    '■  ■■««■  ■  ■  1     .•;      MÉ i,      .1  I  ■  ■      ■         I   ■  m  ■      ■■,  I     ^      , 

{*)  Leibnitz  a  loajpnrs  envisage  le  Calcoi  diSéttniicï  so^  ntk 
poipt4s  vAc  h  pan  pth^  semblable. 

(c  Sentio  antem  eblionc  et  alias  (metboclos)  bactenus  adbibitas 
)>  omnes ,  dcduci  possc  ex  gcnerali  q^uodaiu  meo  dimetiendornin, 
D  curvilineorum  principio,  quod  figura  hun>ilin€a  censenda  sh' 
»  œquipollere  pûtygofro  irj^nitoruM.  latelrUnif  niidc  te^iinr» 
*  qnicqnîd  de  tali  p»)5^iia;deinbiistrar»  poifst  y-fÎT«  ita ,  ot  nUtikf^ 
>  hî^beatur  i^  nuaiera»  lat^nm  respectas,  sive  iu ,  ut  tant6 
»  magis  vcri£icçtur,  qnnnto  major  sumitur  laterum  numéros,  ita, 
»  ut  error  tandem  fîat  quovis  aato  minor;  i(l  de  curvà  posse  pro- 
3»  Buntiati.»  (Attti  Chtditorum ,  anr^  i684  »  pàg*  585.) 

Il  est  évident  que  cette  métapbysiqne  est  aussi  très  lomiaeuseï  et 
ne  difiPèrc  de  celle  qtie  j^û  présentée  ci-dessnsquc  parce  que  Ja 
limite  y  est  désignVe  c6mÀie  ùii  polygotie  d'nn  oombre'  infini  dt 
eûtes  infinkiftent  pftitSk 
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M'^N^^A  4o|9C  la  âifféreàce  des  ligpes  M'Q  et  M'Q^. 
droites:  pigr  l'on  a  saccessiTemexit  (931      ,.       ^>. 

-Î7.a2â  cXail»'^"^  joiuii-'i^isi^  k:*^iUrjÈi^j^j/^  jj À  'làooo  oi 

'''''Ér(y—lirQ^±.Wirz=         p^  />    4-  etc.;    ' 

j3^,îp)fU||uetHron  ctangie  epdj^^la  Taleur daiW'Q 
iip|i«9dbrwai  ide; .  {dus  ^  e& .  yin^  .de  la.^  di^érentieUe  pré* 
iiÉièi>ëd;)^/<n^  de  ilf'iV^ydela  dHfêrentielte  seconde 
a^y?  'à  ttesufe  qtte  l'on  préndi^a  Ar  'plus  petit  Eu  cou* 
srdérap^ji;:^^4v?^^î^***^  point  au  poljgone.j  pu  tro^Te^ 
rait;  dq  JMiimftia  Jigp^^QoriMspppdffRtt  à.la  différantialle 

.,  6i,  Loi  ligoioa  Pif^  ATQ^ M*A'*,  ont,  par  rapj^vl 
«i^oiJ$iiide% limites,  une  suborAinalibh  marfjfaéepar 


a /Il  AT  Kl  wà  îi.  iT»  È  >••> 


est  ùr  nbénû^  itù  f  3pQrâ|t„  dc  af  JV^T^^Jy  ?2  x  «19^19  «W^  ^ 
PoA^mpirnt  là  première  ^è^ceU^SH^râv  qp'arré  <te  la 

62.  On  Toit  en  méinei^ps^  par  œ  qui  précède^  que 
le  coefficient  i^jifÇmnUdi  4%pi^inî*6r  or^rç  ;p>  exprx* 

mantletappftç^jgç,  j^l^  i\,  donne  la  Un^aile  tn-t  f io.  t. 
gondmetnquddè'IPkDgIë  ÀTP^  que  fait,  arec  Taxe  des 

J(/,'^  et  caradérlW^  ma«^  &la  courbe  aux  enn- 

rons  du  B?^^*^^^^t^!^  ^}  ^^^^ff^^  i\f^!fi,  P^^^  ^ 
I        Faié^  àes  iSbsosW^Fangle  ^MTP  et  sa  tangente  seront 
positif  ^ouaçd  Ipf  ordonnées  irpnt^en  ^gùsantcoi^e 
daûi?T&*^ure  f^^et  négalîfs'àans'lectacontrairel' 

\  tieîlc  secpiiaQ  comme  m6ai>pe^.t,"j?çut^,à  Véf^^K^  f^o  U  ^fétent\d}c 

(  premienf,  et  aiMi  devsuite.  D^aprèi  cepnndp« ,  il  négligeai^  les 

tâii9lrp^râ)iport  ans  atittfes;'ét  e*Mtièa  <^tcequ*flfaifi{aireTdr8qne 

sion  de  la  limite  du  rapport  des  se'riet  ci-deuus,  qna  lai'<tcnnBft 
oii  h  est  au  degré  le  pins  bas  ,  et  que  la  différentielle  d^uo  ordxo 

coipp9ri^^l4^i^j(  ^(^  /i^xf  renmsdi^iljksitifll^.ftpiwCbft^M 
du  même  degrif,  par  rapport  à  raccfoistement  dx* 


90'  TBAlïi  ÉLiMIOiTAIBE 

Cela  peut  te  oonfiuive  anasi  dé  rexpresstoa  d&3â^,Qy 

dîffércnoe  des  ordoniiées  coQsédutîyes  PM  et  P'M'y  «n 

obiervant-qu'il  est  toajcMirs 'possiblô  de  prendre  raccroîs- 

'     d  r      • 
sèment  A  assez  petit,  pour  que  le  premier  terme  -—  A, 

surpassant  la  ^mme  de  tous  ies  antres >  détermUae  alor» 
le  signe  du^ésaliat  de  la  séries  «ar  nne  expression  de 
la  forme  •        .     i  ,*  •.     tig 

dans  laquelle  les  exposans  "my-fi^  y,  etc. ,  dont  tdns  ^Itifé 
et.  vont  en  croissant ,  peut  être  mise  sous  cette  autre, 

**(^  -f  ^A'^-*  +  CAr—  +  etc.), 

par  laquelle  on  voit  que  la  partie  i?A^*+CA^""*-+-etc. , 
du  èecond  facteur,  dscroissânt. jusqu'à  zéro,  lorsque  h 

diminue  jusqu'à  s'éyanouir^  doit,  ayant  d'arriyer  à  ce 
ternie^  devenir  plus*  petite,  que  la  quantité  A  qui  est 
indéfendante  cle  h  (*).  Dans  cet  état  de  choses,'  c'est  le 
signe  de  A  qui  (létermine  celui  de  toute  l'expression, 
qui  sera  donc,  positive  si  A  est  positif ,  et  négative 
dans  le  cas  contraire. 

11  suit  de  là  que  la  fonction  y  sera  croissante  ou  dé* 

croissante ,  selon  que  •£-  sera  positif  ou,négatîf. 

De  plus,  siTt>n  fait  attention  que lol-squePordonAée 
TIC.  a.  est  positive,  la    différence  M''(^ --^  M'Q,  figi  i,  est 
négative  ou  ppsî.tiye  selon  que  la  courbe  est  çpncave  ou 
convexe  vers  Vaxe  des  abscisses ,  et  que  cette  circons- 
tance doit  avoir  lieu  quelque  ptès  qu'on  suppose  Ie« 

(*)  On  trouvera,  à  la. finde  ce  Traité  un  procctid  pour  assigner 
ies  valeurs  de  h  qui  remplissent  çeltc.  C9]3clition  dans  la  «e'rie  de 
Taylor.  ^         . 


points  P,  «P*,  P*,  ott  4)uei<Tii«  pettte  qu*  toit  h,  on 

en  conclura  que  le  terme  -r^  '^^  q^î  commence  le 

développement  de  M^Qf—WQ,  et  q»î  peut  être 
rendu  le  plus  considérable,  doit  ayoîr  le  mêmejfl^ne 
que  la  dîjBférence  M*'(^  —  M'Ç'y  or,  la  quantité  h* 
étant  essentiellement  positive,  il  suit  de  ce  qui  pré- 

cëdeque -i^vest  iji^a^if ^quaud  la  qourbe  estiCQUcafO 

vers  son  axe  des  abscisses^  et  poûtif  dan^  1^  -cas  con* 

traire.  •     ' 

L'inspection  des  courbes  cm  -placées,  aunlf  ssous  de 

dV 
Taiie  d^s  abscisses  ,  montré  que   les    aiguës   de    t"; 

doivent  être  pris  dans  un  or^r^e  inverse  quand  l'or- 
donnée est  négative^  et  que  par  conséquent  une 
courbe  est  concave  ou  convexe  vers  taxe  des  absciasea  ^ 
selon  que  l*otdonnée  et  son  coefficient  différentiel  du 
second  ordre  sont  de  signes  contfwrp»  ou  dé  même 
signe, 

63.  On  suppose  brdinalrement  comme  une  cbose 
évidpite,  qv^unpetitarc  de  courbe  peut  être  pris  pour 
sa  corde  ^  c'est-à-dire  que  le  rapport  de  l^arc  et  de  èa 
corde  a  pour  limite  l'unité j  t;ette  proposition^  très  im*- 
portaûte,  SI  néanmoins  besoin  d'être  démontrée,  ùt  peut 
l'être  comme  il  suit. 

Le  triangle  rectangle  MM'Qyfig.  3,  donne  fig.  X 

on  a  de  plus  (66) , 


^'-fltiaMltir!  .1   !t  ,    .Cay-i   >,.  ,    3.i  .',  .;,,..,;,;-.    ;  .,,..1  ^„  ,L 

on  obtliSi3^~j"''  ■.;  r.-  X  ?  • .  .  .0    ç  '  '  I'  4-  j  \  »  u-  :  "" 

MUT  =  V^A»+  (/)A+PA»)»==iill/T-h(/îf-P;»)V 
Menant  ensuite  k  tangctité'Wift^i'^cÀi Wàv^à^'-'^  '''^ 


*^iill':  1.J 


J\rQ=afQtangJV2rf^t=^At=pA  (62), 


et  Ton  C9«eh»|»asde4à       .b  r^  .  r\  . 


rapport  qui  a  cour  linîtle  ,*^^         ^ 


v^'+^p*  :. 


raison,  le  rapport  -ïts^t-  îà' |«ur  limite  runité. 
ionction  ae  Jabsiûsse;  et  pour  avojr  la  çoefîiciejQt  ciiffe- 


\   I 

J 


f 
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membre,  puis  faisant  Acr^pbné'^ser  à  la  limita,  le 
deuxième  raipport  deviendra  l'anité,  et  ron^ftMiira'(#^ 
V^Ht«?i  yj'ffi  pomiàe  dtofe  f  Fife  tfAT^gn  oteîeiidra 

Le  ceççi?,,a<iftt^|:^^,^V„^  ^I  ^,,,«,^3 ,,,,., .; 

résultat  qni  rentre  dana^Tejpi  d^  n^  36 ,  lorsqu'on  «ap- 
pose az=:R.  -^^  -    -  -.  -:-- 

;.  CS.-ilLîK^^i^ére^tîene  çte  Pairçç  do  segment  ACMP^ 
;%«?i4j/.fï'/^P^.;.ÇpM*^/  «^obtient  en  Qbservaiit  que  le  via.  4. 
rapport  des  rectandes  PP'^J4  el  PyM'N,  qui  ont 

même  base^  est  égal  à  'p-jTff  ^  que  sa  limite  est  par 

^o^uent'funh^^  imiVîIîlpe/^P'ilf!*/, 

qui.  représente,  racêrôîsrsé^^t  qàè  rèèoit  lê 'segment 
ACMP'loTai\vLe  Pabscisse  aàgtncfute  àe  PP',  étant  tou* 
ionrs  compris  entre  les  deusf:  f^ectaiigleâ  dont  om  vi^mA 
de  parler  9  son  rapport  avec  l'on  quelcoii^ue  de  ces 
rectangles  a  atissî  pour  Umite  Vuàixé.  Cela  posé,  il 
est  visible  que    -    '  » 
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PF     ^     Pf     '  PP'QM  —^^'  PP'qM' 


et  d'aprçs  ce  qui  vient  d'être  dît,  la  limite  delà  der- 
nière expression  ci-dessus  est  PMyc  i  ou  PM  En 
nommant  donc  »  la  fonction  de  x ,  corresponds^nte  à 
Paire  ACMP  y  som  coeflBcîenf  différentiel  (8)  sera 

Dans  le  cercle^ 


d«  =  dar  y/a* — «*; 

ainsi ,  quoiqu'on  ne  puisse  pas  assigner  Vexpression  al- 
gébrique du  segment  circulaire ,  on  parvient  à  celle  de 
^  sa  différentielle  par  la  consîdératîait  des  limites  \  et  l'on 
en  aurait  le  développement  en  série  ^  au  moyen  du 
théorème  du  n°  2a,  ou  par  un  procédé  semblable  à  celui 
du  n«  38. 

66.S[Gonnaissant9  par  le  coefficient  -j2-,  l'angle  MTP, 

rien  n'est  plus  aisé  que  de  construire  la  tangente  il^T", 
FiG.  I.  fig.  i  y  mais  on  se  sert  plus  ordinairement  de  la  sou-^ 
tangente  PT,  qui  se  calcule  en  observant  que 

Le  triangle  PMT,  rectangle  en  T,  donne  la  tangente 
La  considération  des  triangles  sembli^les  PMT  et 

*w  ■  ■  Il       mil    ■!>■    i?in    I      ■    ■■     ■■      .       I       ,  ■■ ■■■■■      ■■» 

(*)  On  fak  ici  abstraction  du  Siîgne*(que.  doit  aroîr  la  ligne  PT^ 
par  rapport  à  Tabscisse  AP^  comme  on  le  verra  plas  toiOé 


i^MR  {THg.  i€t),  donne  là  aounormaU 

Le  triangle  PMR,  rectangle  en  !P,  donne  la  nor- 

maie 

mr  =  VTm'  +PR=z  y  y/i+^. 

67.  Yolci  maintenant  quelques  ap^içatîons  de  ces 
formules. 
L'équation  générale   des    lignes  du   second   degré 

éUnt 

on  a 

^  ac î — ^  zst  -»..  /  '  -L  ,      t..  j 

et  l'on  tire  de  là 

d^  m-+-2;i*     ' 


»ft=:r\/ 


Dans  le  cas  où  n^so,  la  courbe  devient  une  para- 
bole (Tri^g^.  160)  y  et  alors  on  a  seulement 

On  déduirait  de  ces  valeurs;  les  résultats  et  les  cons« 


Géimiirièj  |Mitir  Wligdes  du  'second  d^é. 
DafB«>  b>  <ëourbé'  tï^réMitêe  par  Féquàtion 


ona 


on  troavera 


àx       ^*  *—  a«  * 


Taleor  qui  se  ccmstmira  facUement,  lorsqu'^oa  aura  asst* 
gué  cellede  x  eidétermtné  celle  de  y  (7>^.  66}» 

68.  II  est  souTcnt  plas  commode ,  et  surtout  plus 
élégant  y  de  considérer  la  tangente^  et  la  normale  par 
^  leur  équation  (  Trig.  ^^i)*  Pour  obtenir  celle  de  la 
première,  je  vais  chercher  en  général  les  relations  qui 
doiTcnt  avoir  lîei^  lorsque  deux  ligotes  se  touchent.  En 
considérant  d'abord  ces  lignes  comme  ayant  deux  points 
riG.  I.  MeXM'jfig.  i,  comnmns,il  est  évident  que  leurs  équa- 
tions doivent  donner  les  mêmes  valeurs  de  l'ordonnée 
PM  et  de  la  différence  M'Q ,  correspondantes  à  l'abs- 
cisse^P  et  à  son  accroissement  PP*.  Sî  donr-Fon 
entend  par  Xy  ^|les  coordonnées  particulières  an  point 
Jf  dans  la  courbe  proposée ,  et  qu'on  désigne  par  x'y  y\ 
celles  des  points  qilelcobqûes  de  la  ligne  qui  la  coupe  en 
il/  et  en  M\  on  aura^  pour  ces  deux  points, 

y  =  ^,    ^A+etc.=^A  +  etc.        (60). 

La  seconde  équation  est  divisible  par  A,  et  lorsqu'on 
passe  à  la  limite;  en  supposant  Ar=:  Oy  elle  se  réduit  à 
dj.'_d^ 
d*^~diir^ 


J'=î^Tr::E:7— as- 


poulies  lî^îy^fflw^;  ivim^4*l4*«r^ 

laUIà  de  commOh.  il  suît^e  IK  .9^1^1*4^  deuiligiieft 
se  touchent^  o^  à,  pourTe^K^t 

Ursqu  îl  s'agît  de  la  lîjgpe  droite  dont  réqfâi[tî<itf  éi9 
de  la  forme     ' x  —  v  "J^^^g j.  'm^lt  =r  T^ 

les  œiriilMl^liji  ^9te8tI^'i»ilteidMltè3^'<lâ^h' Wtàil^ 


jt»;)  :♦,!'  .'..      i  -'i  j  ^'  •:'»  V  "    '\  -    '• 


;-n'ti'-  '.  -,.  !#.,-!u(r,.'v'i!'ïbrf?<'!T"'> 


^?iRa^à  teetfcé.néqtiatttvri  /iiâte  dë'Tà"  liorriiafè  qui^est' 
pei»|)erfifcaiiîr#Vfe  *ttftg^^ft  ^î  'pa^îl^^  p?r  le^:pî)mi* 

En  faisant  >%5te  ces  ^éqrîiaffonJ,^^  pour  déter- 

mipe^  rînter|eoiy6ij  tfe 'iit  dLn^îtE.  ^ècM'a:^^  das^M»,  on 
eil»îîïte       '--^'^      j;^,/    ■  •  '^       ..    >u  .  ..;     ,        ..1. -, 

La  première  de  ces  Talqurs,  rendant  à  AT*-^  AP^ 
est  celle  de  la  soutaBggpteP^.  prise- o^ircràent, 
Cdlè.  diff.  fj 


êbêùiad»  Talenr ,  •  «tant  eellé.  de.  ÂR  -^  ^j'^  (i^ti^e*  h 
wowmnmitPR  fo^iyeB^^  qHjjj^lll point  Xiest 

«iiHdeià  ivL  point  P.  '  . 

69.  Pbàr  Ib  cercle  âo?nl  P^uati<iii  caf  '  j' 

t>n  trouve 

■'-,    •,       i^^-y' :'- 

réqaation  dé  8^  tangente' sera  par  ^nsécjuent  ^ 

y  --  y  ab -^^  (»  ~  *),      on    s^y  +f««'.=?» ^'•^•Vj 
ouWfin  ^y+**  =^*> 

L'équation  de  la  normale  deyient  , 

et  se  réduit  à 


y  ~^» 


*.  •    '    ^*v.v.  ex. 


'•ee-qtii  fait  roit  que  les  «orinales:  d»  «erde  ^panent 

'pârioo  eeâtre,  qut  est  ki  Porigtoe  des^oooi^nnées 

{Trig.  83)  y  etee  qui  doit  être,  en  ^Set,  puisque  les 

normales  JN^eérqlè  ne  mm%  Autre  chaque  fès  rayons. 

Passons  à  la  courbe  donnée  par  l'équation 

.  .«^  —  ^«f^  + J''f=  Oît        ^  ... 
eelle  de  sa  tangente  sera 


*fiU^{} 


70.  Si  roB  sepropoaaltfdfi  nvenj^^  par  ya  pcwt  donné 
pris  hors  d'une  couiliê ,  et  dont  k  serait  l^aliscisse  et  ^ 
l'ordonnée,  une  tangente  a  cette^ courbe,  il  est  évident 
qu'il  faudrait  substituer  «  au  li^  de  s^  et  ^  auHeu  ^y\ 
dans  Péquation  de  la  taogente,  qui  deviendrait  «lor^ 
dy 

«tiséfvmit  jF  eénjofintement  aT«c  FéqaluliéB  4t  It  eouièe 
proposée,  à  déterminer  Je$<^rdonnéei  «  et ^ du  point 
de  contact  »  -  >      .  ^^  *«  ■•■.10 

le  preaik  le'ceriiAe  pour  ^mier  exemple;  Pé(|tfirffAn 
de  sa  tangente.  élIalM^'  a.'*^-^:?  »^Î  >i*    pojî.  .r»  T 

on  aura  * 

jgj^ ^  «IP  t=  o^.       f  îinb^t  V  t« 

Cette  équation  combina  iivec  ^Ue  du  oércte,  dfter* 

ininéra  les  coordonnées  :^  et  j^  des  points  de  contact, 

ovpoe  !«|mj9etrtsnt  ato^ttèwe^'^eesip^nls^rai^l  \l^  im- 

otûDtireTda>ceiiiiIchaT0ûlâf  dnôite  e^pfîn^é^tpac  ^uftjîpn 

le  point  de  conftSct  se  trôUyèr'àit  en  cHercbant  l'intersec- 
tion de  cette  courbe,  avec  la  ligne dn^jseebiidifegtièTé- 
saltante  de  l'équatioti  —  .  ^ 

71.  Pour  mener ^  une  droite  oui  touche  une  courbe 
donnée ,'  et  ^uî  soit  en  même  temps  pÀflitèle^i  une 
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droite  donnée  de, position,  ou  qui  fasse,  ayçc  Taie  des 
abscisses,  un  angle  dont  la  tangente  soit  représentée 

par  a,  il  suffira  de  poser  -^  =  a  (TVç*.  89^;  combi- 
nant cette  équation  avec  celle  de  la  courbe  proposée , 
on  déterminera  les  valeurs  de»  et  de  j^,  qui  conriennent 
au  point  de  contact  demandé. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  proposée  serait  la  parabole 
ordinaire,  on  aurait 

.  ày       m 

ce  qui  donnerait 

7n  m 

7!2.  'Dans  ce  <fui  précède,  les  <x>ordonnée& jp  et  y 
ont  été  supposées  à  angle  droit;  ihais  il  est  aisé  de 
▼oir  que  si  elles  faisaient  un /angle  qtielconque,  le 
rapport  de  M'Q  à  MQy  aurait  encore  pour  limite 
celui  de  Pilf-à  PT^  et  1- équation  delà  tangente  ne 
changerait  pas  de  forme.  Les  triangles  MPT  et 
MPR  ne  seraient  plus  rectangles,  mais  on  connaîtrait 
daris  le  premier,  les  côtés  MP  y  PT  et  l'angle  compris 
MPI' y  et  dans  le  second  le  côté  MP  avec  les  angles 
MPR  et  PMR,  complément  de  TMP. 

73.  £n  cbercbant  les  positions  que  prend  la  tangente 
d'une  courbe  proposée,  lorsque  le  point  de  contact 
s'éloigne  de  plus  en  plus  de  l'origine  des  coordonnées, 
on  peut  reconnaître  si  cette  courbe  a ,  comme  l'hyper- 
We,  des  lignes  droites  pour  asymptotes  {Tfig.  i63), 
et  déterminer  leur  position. 
FiG.  5.  On  voit  en  effet  que  dans  une  courbe  JiJC,  fig.  5 , 
qui  a  une  asymptote  RSy  à  mesure  que  le  point  M 
s'éloigne  de  l'origine ,  la  tangente  MT  s*approche  de 
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Vftsjmptotej  et  les  points  Tçt  £>  marchent  respect ÎTe-> 
ttient  vers  les  points  JR  et  S,  en  sorte  que  ^iî  et  j4E  sont 
ie&  limites  que  les  valeurs  de  jiT^t  de  j4D  ne  sauraient 
franchir,  ni  même  atteindre,  mais  dont  elles  peuTent 
approcher,  aussi  près  qu'on  Tondra.  II  suit  de  là  que  pour  ' 
trouver  si  une  courbe  a  des  asymptotes,  il  faut  chercher 
si  les  expressions  de  -^7^  et- de  AD^  relatives  à  cette 
courbe,  sont  susceptibles  de  liitaites;  et  lorsque  cela 
«rrivera ,  œs  litnites  étant  eonstruites,  donneront  les 
deux  points  R  et  ^,  par  lesquels  otf.  mènera  la.  droite 
iS^S,  qui  sera  l'asymptote  demandée. 

Les  expressions  de  -^7*  et  de  AD  se  tîrent*fle  'celTc*  de 
PT\  la  première,  en  ohs^^mX c^ne  AT:=zAP^PT y 
la  seconde,  par  le  moyen  des  triangles  semblables  ADT 
et  MPT* (*)  :'  btt  îès'déduit  aussi  dé  Téqualiaii  delà  tan- 
gente (68),'en  ftiisènt  suceessiTement  y=5  o  et  «'=iQ 
C7>%.87).  On  trouTVîr^- 

Si,,  l'une  des  quantités  AR  ou  AE  restant  fini^) 
l^autre  derenait  infinie,  il  est  éyîdeut  que  l'asymptote 
serait  parallèle  à  l'axe  si;r  lequel  se  trouve  cette  dernière. 

Pour  ne  manquer  aucune  des  asymptotes  que  doit 

aToir  lî^  courbe  proposée ,  il  faut  faire  successivement 

Si  et  y   infinis,    et    substituer   dans  les    expressions 

de  AT  et    de  AD,   chacun  des  résultats  différens 

que  donnent  l'une  et  l'autre  hypothèse.  Lorsque  u^ 7^  et 

jiiD  seront  à nfinies  en  même  temps,  on  en  conclura 

que  la  courbe  proposée  n'a  pas  d'asymptote. 

dv 
Si  l'on  feit  atteatum  -que  AD  a  ~  AT  —,  on 

i*)  U  f4Ut  tenarquer  que  dans  la  figure ,  U  li^ne  jiT^t  ue gatite. 


terra  que  o^  dciNsiigMy  pMtvMtf^Mve.  nuUe»  ^  qntme 

temps  9  excepté  le  cas  oit  -^  serait  nul  au  infini.  Quand 

elles  s'éTanonisienty  Fasymptote  passa  par  l'origine  des 
coordonnées^  mai^oinmé  œ  n*e|t  encore  qà'itii  point 
de  cette  as^jfotptotei  il  faut^ponren  déterminer  la  direc* 

lii»i'«beréher>k  Umifte^^e/li'exi^^siw  ^>.  qai,xi:^T^ 

furéîi^nte  la'tapjgen^^  de  Fan^gle  MTPtfSk)  ,  et  I*©* 
o|^t|^tV.tanp^^âe  l'angle  SA$.       ' 

ï!.S4r^lqui,prépè4§  él^nt  ^|^pl}qi|é.  à  l*é(iu§tio«,^; 
coHdinr  à  ^ 

Les  derniers  membres  de  ces  équations  pouvant  être 
^  ^  àitt  ^sdtitil  les  fonÀes  ^    *    ^^    •*     i'  •   à-^;   ;,T.~.cî'u'i  j. 


^,V-ï+-'Kv. 


»éNf9eliâi1rïi3i^lÀfiilféâ^$é<P«àémr^4empB  qne^i»,  ^et  h 
cèiihFbe'  p^l^lgcrt^rtiVaU:  point  d'iJsymptQilea;^ellGriWeii 
Attra^piîé  non^^i  IdH^que  fusera  né^^li'Wi  paKwqa^tiars. 
soii  équation  n'adftiettrtt  point  podr  arnaeTaleur  infinie. 


Dm»  k  «oiprbe  repriièntée  f«r  l^é^iMlioa 

on  t 

et  pour  tro^yer  la  limite  Ters  laqa^Ue  tendent  ces  ex* 
pmsioM  ,  â  flptf^nff  que  j^r  fugpeatpy^  U  fiMl«i^ 
le  remplaon^jN^  .1^^  liQMtfj^.et  oof^a^re  par  cc^- 
quent  sa  Valeur  en  «  )  niais  \^off.  j^t  sapplëer  ^ 
cette  râleur^  d^s  rexèmple  présent^  par  un  artifice 
analytique  J^rt  simp^  3î  Von  lait  j^^^#y  Viffjatifiu 

proposée  derient  dîyîsftlépar  V;  on  en  tire  *  =   >  .^^  ; 

et  il  est  £i€ile  de  Toir  alof s  que  1^  suppositim  d» 
<=— I,  r$sndr|i  x  in£iï^,^  ^t  donnera  Jjrss—Sé 
En  changeant  ;^  en  — -«t  danSjl^  expressions  de  A'JT 
et  de  jW,  puis  prenant  les  limiitesi  ou  aui% 

•     •  '     .       ,  ,    "■     "  ■/•••»        î 

et  menant  par  les  points  R  et  E,fig.  &,  oof^trui^  vi««  &. 
sTce  les  valeurs  précédentes  ».  la  droite  RE^  elle  sera 
Fasjrmptote  des  branches  ^F  et  AZ.    - 

Des' courbés  osculatrices». 

75.  bat4nçénted'tiDeootffbeéUMh[Htalttè^^iflêl 
les  droites  qui  reocontrent  cettecourbeen  èHA  pMwls^t 
on  peut,  pa9<i^(ialogiei  elierç)ier,efi  gb;»Md  j^armi  toutes 
les  lignes  d'une  espëctf  donnée^  la  limitl^  de  celles  qui 
ti^»enl  la  Ixinrbe  prope^pc^ivMn  wmlirêt^Vi^.de 
points.  On  sait,  par  exemple^ quHl  fiui^  %x<iê  ppintsp^m 
cMeroiiBer  un  /cerclé},  on  peut  supposer  que  peft.'tr^l 
peiats  soieiil!  pria  siir^  b  couirli^  Jff^V^r^^^^^^^ 


points  Tiennait  k  itdiiimder*  Ce  cercle,  qui  m  natmnç 
le  cercle  osculaleur^  sera  la  liiuîte  de  tous  les  autres, 
eomme  Ja  tangente  est  celle  de  toutes  les  sécantes;  mais 
le  caractère  que  je  Tiens  de  lui  assigner,  quoique  suffi- 
sant pour  le  déterminer,  n'offrant  rien  qui  puisse,  à 
Toeil,  le  distinguer  ^de&  cercles 'simplement  tangens , 
Yy  îlubstituerai^  les  considéf ations  suivantes  (*). 

(M'B  rn,islnst]es]Élémên8  cte ^Géométrie j  qu'entre 
un  cercle  «t  sa  [tangente /il  iDb  pouvait  passer  aucune 
autre  droite,  inkis  cfu'il  y  passait  une  infini  Ce  de  cercles. 
De  mettre  entre jine  courbe  quelconque  et  sa  tangente, 
on  ne  peèt  fafire  passet  à'ucuné  autre  droite  i  mais  Ton 
peut  y  faire  passer  une  infiuité  de  cercles  de  rayons 
différefis,  ayant  la  même  tangente  que  la  courbe,  et 
^Àrmî  lesquels  il  dort  s'en  trou  ter  un  qui,  dans  les  en- 
virons du  point  de  contact,  s'approche  pliis  àêla. 
èourbe  proposée /que  tou^' les  autres.. ' 

Pour  èiptinier  ces  considérations  analytiquement, 
soient  x  et  ^,  x'  et  y,  x**  et  ^^  les^cooMonnéesde  trois 
courbas  diverses  ayant  iini  point  coiaiiiu^-,i  c'est-à*dire» 
pour  lequel  on^z^Jt  .  .    . 

Si  l'on  prend  d'abord  Ja  différence  des  séries 

qui  expriment  les  ordonnées  4es  poipts,.<$D]ÇAes|^oa4^as 

(*)  Oq  peut  voir  dans  le  Traité  du  Calcul  différentiel  et 
du  Calcul  intégral,  in-4®,  1. 1,  n»  aag,  etl.  III,  n»  229 a,  page  638, 
le  càlcnl  fonilç  sur  c€ité  re'aoion  crmtertccti^Tis  /  tfA  mérite  é^^inr 
observée  coiiune>nn/lzù  remarquable  de  1»  ihéMk  àt»  limHeij 
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S  Pàbscis.^c  X  +  A/  cîans'  les  deux  premières  courbes ,  on 
trouvera  en  général 

])our  l'cxprcosion  de  la  distante  iVJV;  fig,  7 ,  dé  ces  fio. 
courbes  dans  Ye  sens  des  ordonnées;  et,  en  remplaçant  y 
et  ses  cœffîoiens  différentiels'  par  y"  et  ses  Coefficiens 
différent îela,  on  aura  l'expression  de  la  distance  JVJV" 
entre  la  première  courbe  et  la  troisième.  Soretit  y  et 
è"  ces  deux  distances  ;  leurs  expressions  seront  donc  d^  la 
forme 

^'  =^'  *  +  ^  —  +  C  -*!-  +  etc., 
I  1.2   '         1.2.3    * 

r  =  ^^  -  +  ^\— +  C* -^  +  etc. 
i    *         i.a  1.2.3 

Cela  posé,  dans  la  comparaison  des  séries  précédentes , 

.  on  pourra  supprimer  le  facteur  A^  commun  à  tous  leurs 

termes;  et  pour  que  ^'<C^*,  c'est-à-dire,  que  la  seconde 

courbe  s'approcbe  plosdela  première  que  la  troisième , 

il  faudra  que 

Cette  condition,  devant  avoir  lieu  quelque  petite  que 
soit  h ,  .-dépendra  des  valeurs  relatives  dë&  premiers 
teriaes  y4'  et  A"  (62);  mais  si  l'on  posait  .^'=0, 
elle  deviendrait 

^  et  le  premier  membre  de  cette  inégalité,  s'ëvànbuis- 
.sant  lorsque  A  ::^  o,  ce  q^ue  ne  fait  pas  le  second  ^  serait 


nâeessairenaent'  "plîts  petit  que' oelni^et ,  du, moimè  po«r 
uneTaleurdc  h  très  petite^ tant  q«ie  A^n^  serait  pasjiiiâ; 
aimi  la  s^ç0^d^  cquv]|^  a'i^p|irQcher^îl;  tooioiy^  plus 
de  la  premi^p  que  la  troisième.       ...  j.. . 

Affiiis^ ,^'(%ii ay^it en  i^metemp;? ^^  =  o,  la coi^dî- 
tîoq,  à^r^mpJiii:*  f]ai|s  la  situatioa  respective  assignée  mx, , 
trqis.içcfurjjes^  servît  .  .  ,      , 

en  y   supprimant  le   facteur    eoibiiiun  ^^  éi^  de-* 

viendrait 

et  si  l'on  posait  iî'=;;:,OjifJleaiira|it  lie^  \Mi(ffifi,^jS': 
ne  sers^it  pas  nul. 

Cet  examenl  ffolea  peut  po<lsser'a«6si  loin  qn  on  irou-. 
dra^  fait  voir  que  si  l'expression  de  <^'  commence  par 
un  îerine  oà^Texj^sknt  de  h  surpasse  celui  ^qu^  porte 
cette  lettre  dans  l'expression  de  ^''^  on  aura  toujours 

«^'<«^^■         ,':..■.)-  '     .  -  ■ 

Quand  la  seconde  courbe  €^t  telle,  qu'au  point  iHf,  on 

les  w,-^  I  pr/9i|iieKs  termes  de:  l'expression  de  ^'  s'^T^t'j? 
nouissent,  et  elle  commence  alors  par  le  terme  affecté 
de  fc"j  si  donc  la  troisième  courlie  n^éfablissâît  l'égalité 
entre  y^fj^  et  leurs  coefficieris  différentiels, '<jue  )asqu'à 
Tordre  ^  —  2  indusivenient  ;  fexpressîoqf  de  ^^  épiîi-' 
x^n^nperaitau  terme  affecté  de  ft""';  on  aLurait  ^'<r.<r. 


et  {M4r  oooaéqueiit  la  ^secancle  courbe  s^a|>pfOcbev«U  plus 

^&  SttppbMns  mlaititenâiit  qtà  là  ieèôtfdè  courbe 
toit  seulement  donnée  d'espèce,  c'est-à-dire^  que  les 
oonitSàiïtes  c^l  énÀ*efil  dan^  tottC  éqUattoU  /éôleiit  tndé- 
tafminêes  ;  on  potiritf  ;  piir  le  moyen^de^tes  CbAàfàKtes , 
satisfaire  à  un  pareil  nombre  des  conditioifs'  indiquées 
ci-dessus ,  eiH  oourbo*  déterminée  dQxoqtte  minière , 
sera  telle  /'  qp^^^ucuni'  ^es  eourliésipJL  M  ^r^plis^ent 
pas  autant  de  ces  conditions,  ne  pourra  passer  entre  eQe 
etla  ptBmierQ«aiirbe.y    i^t 'K..:         ..j....    .q.|..^ 

Soit,  pour  premier  exemple,  l'équation  générale  de  la 
ligne  droite 

/  éz-ixy+^fi  t  qui  àontfe  ^  ^  ^  -  i'^ 
entbsf<%€Jkiit'  ^Mm  ::^;'tes  Àtusftions      ^       K        ;        ^ 
y^^yi^'^W^'^ ^  devicadiwpti»  .<f  ïP?«^r|Tii»i/i ^ :?a4  , 

pour  l'équation  Ap  la  tangente ,  commaibnailéinf^  $ft  * 
Si  la  oDurbe^ilOf  est  le  cercle  représenté  par  Véqua- 
tien  -.        '     /  ■■-.■.        -      \\  -    . 

[x'^^y  if:  O^'-iS)»  b:y«  (ïViip.  94)  ,' 

eii(Ia^diffferentidnt<derttx  féisdèMilé,!l«ttré^  ' 

.;•      d:.'»+dy>+(^'->5dy=o^'     .^  ;  ; 

et,aiandra,quWçluipgeaRt  jF^f^**;»  da^^ces  trp^  ^}^^. 

tiens,  <^llf^  4ûnnent  ,.,  ,  ,  ,,;  ,   , 


ie8    •  tiiAiT£  ithutsTAinn 

oa ,  ce  qûî  rcTÎent  au  même,  qu'elles  soient  saiisfuHejv 
par  les  Taleurs  de  x,.y,  ày,  d*^,  relatives  au  point  M 
dans  la  preniiçre  courbe;,  ou  aura  donc 

(^  — «)da;+ (j  — ^)  d^  =  o,     .. 

da^+ d^V+ tr  — /3)dV  =  o^ 
mais  cqnimç  les  quantités  dérivées  d«  }a  courbe  proposée 
sont  déterminées, pukqu^cUefrappairlîenaent  à  un  point 
particulier  M^  il  faudra  que  les  quantités  «,  ^  et.  y  re* 
çoÎTcnt  des  Taleurs  propr<^3  à  vérifier  les  équations 
ci-dossq^.   .,;,      .    „..  , .      .     >  « 

;Én  déteirmiBa^t,  B^.feçdeA^î^i^çrnièr^  éïwtioiM,les> 
valeurs  4e  j-^  /S  et .  4e  or — «  ;  pour  les  substituer  daos- 
la  pi^emière^  on  trouTtxa  '  .     .^ 

■  âx^  +  ày^ 

:_      èyU!^Jràf\  '     '-• 

^  —  icd*j..  • 
77.  Toutes  les  coorbçs  qui  ovdi  uu  point  commun ,  et, 
dont  les  ordonnées  ont 'à  ce  point  le  ntéme  coefficient 
(^ijBréi;ei^ti^^.  j  oui  une  tangente,  cçmiriuneet  se  toocbent 
par.ixuaséquent^  ibais  elles  peurent^e  distinguer  les  unes, 
des  autres ,  comme  le  cercle  qvi'M  vi^t  à^  ditermifiHpv- 
se  distingue  de  toi^s  ceux  qui  A'app^oclient  pas  aussi 
près  de  la  courbe  proposée.  Cest  pour  cela  que  les  con- 
tacts se  divisent  eu  ordres,  suivant  le  nombre  des  coef- 
ficiens  différentiels  consécutifs  qui  reçoivent  la  mém& 
valeur  dans  cbaque  courbe. 


x>£  cALccji.  mrfk^tSTiwL.  ;    log 

I^:  cpntact  le  plus  iâeyé  .4e  ceux,  que  pubae  avoir  en 
gén^l,  ayec  la  courbe  proposée ,  une  courbe  donnée 
seulemiemt  d'espèce ^  se  nomme  oscillation^  sou  ordre  est 
marqué  par  le  nombre  de  constantes  moins  uoe^  que 
renCerme  l'équation  de  cette  courbe.  Ainsi ,  la  tangente» 
qui  ne  peut  avoir  en  général  ^  qu'un  contact  simple  ou 
du  premier  ordre^  aièc  une  courbe  donnée ,  est  nue  os* 
culatrice  du  premier  ordre.  Le  cercle  >  dont  l'équa*' 
tion  renferme  trois  Constantes ,  ^ent  avoir,  ou  un 
contact  du  premier  ordre,  bu  un  coutact  du  secon(f- 
mais  ce  dernier,  étant  le  plus  élevé,  prend  le  nom  d'os- 
culation^  et  dîstin*gue  le  cercle  osculateur  devions  le§ 
cercles  simplement  tdngens.  .  '       ' 

Une  particularité  assez  remarquable  du  cercle  os- 
culateur  2>'J/JV;<^'e^  qu'en  général,  il  «soupe  la  courbe 
proposée  en  même  temps  qu'il  la  toucbe.  Cela  se  voit  par 
la  forme  de  l'expression  de  ^^,  dont  le  premier  terme 
étant  affecté  de  A\  puis^nce  impaire ,  cbange  de  signe 
avec  b,  et  montre  par  conséquent  que  sur  lesabscissesx — h 
etx+hy  le  cerde  osculateur  est  placé  dans  deux  sens 
différens,  relativement  à  la  courbe  proposée  et  à  Taxe 
des  abscisses,  c'est-à-dire,  au-dessous  de  la  première 
d'un  côté  du  point  de  contact^  et  ^^  l'autre  au-dessus  j 
ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  la  tangente  et  les  cercles  sim- 
joHèmeat  tatagens ,  pnisqte  '  Pexprcssbn  de  f*  com- 
mence par  lé'ter mé  afiecté  de  n^, 
'  lia  même  considération  fait  voit*  que  ai-  1è  doi)tact 
de  deux  courbes  est  d'un  ordre  pair ,  il  ddit  y  a^oîr  en 
n&énle  teittps  intersédfton.  '  '      "         -'  ^ 

38.  Le  nomore  des. cercles  simplement  tangens  est 
infini  pour  cbaque  point  dline  courbe  quelconque;  car 
si  Pon  mène  par  ce  point  une  normale,  tous  les  cercles, 
qui  ont  leur  centre  sur  cette  normale ,  et  qui  passent 


11X1     .  mift  iiiiitÉttTàlM 

par  l«*poiitt  ^ÎB  $ur  la  cmiifbe  j^opodé^ ,  oAt  ta  ifllme 
tan^té  iepie  cette  courbe ,  et  là  toocUent  ^r  ^èMfté^ 
qnent;  teai»  ee  qti*îl  taét  Btcxi  rCtoarquer,  (féft  ^(fëë  Yâi 
toh  la  tbiKSicnt'  eh  âédai!kS;  les  autre»  en  dehôri  èh  tetH-- 
brassent,  et  que  lê  cercle  bscuTateur  sépare  les  ^reihiërs 
ides  ffecondi .  \         .  j  <    • 

..  En  effet  9  si  Pou  affecte  les  coordonnées  x",  y,  Mx 
i:;ércleff  simplement  Jtangens»  cooune  ils  ne  rempliront 
.g)Q^  les  conditions        ^     .  .     ,    r 

'  '  ;*       ■       y  —y*  Ay'—jz^   . 


àx'       dx  ' 

1,2  1.2.3. 


,  on  aura  *      » 


e^Lpifession  font  le  &?gpe  dépend  de  cdni  de  ,        .  j 

••  ^     ^    '■ ;    .^4»!...iil;c^f.,n./  : ...r 

en  sorlO'^quë  le  vcorek  itaiif^fcseoa^^au^'deflsoii»' de^  la 

V     i»  .  •      •  »d*y^   j.  dV    • 
courbe»  par  rapport  à  Taxe  des^x,  si  V-"^  <  j^  >    e^ 

au-dessus  d^ns  lé  cas^çontraire  ;  ^mais  entre  les  valeurs 
de  tt,  fif  y,  qui  conTÎenneût  àTtin  ou  à  Pautredeces 
cas,  ;se  trouVeAt  celles  qui  ^•epoAdent  ^, 

d»r*      dV 

Ci.  quÂi  .fl'aï^yèa,QÇi^p^,a -w.  /C?Ç)^  tqfpi^^^t.le  c^cle 

osçttUl^pr.    ;  .   .,,  ,j.  .  .     .,  ^..  ■ ..,  »,  ,^  t        ■  <.j 

Cette  manière  de  le  détevmi^)^^  repd,  pour  ^linsî^^e 
sensijble  à  l/oqil|;la  jjçlatîoçi,  de,  sa  courburç  ayeç  pe>i|^^e 
la  çQ^rbe  4f ^pé^ ,  puisgye  If  courbure  ^ec^t{:ed^rj}^e 
est  évidemment  moindre  que  celle  des  cercles  qui  la 
toucbent  en  dedans,  et'plus  grande  que  celle  des  cercles 
qui  la  toucbent  en  debors.  Aussi  prend-on  pour  mesurer 


Je. j^^^loré 4è là  dottvbé; piro^^O^  »  dèriia  un  )piéMt  qîiet- 
•  cM|à6|  cdSeéu  cere!e  ^scàhlefur  i  ce  point;  et  Bafk 
^«j0ii  ne  teimvie  èa  coniéquenôe  r^^»  <fe  courbure. 
.^'W'«ictiààh](teÀimt  conmiait  bn  oompim  les  eer^s 
^Ç  rapport  k  leur  cotirbure.    . 

79.  On  prend,  en  général  y  pour  la  courbure 'de  IWc 
AEBJig.  8,  d'une  courbe  fjuelconqoey  Patigle  0Ci9fornié  1  m  8. 
par  léé  dèi^  tangentes  menées  aux  eitrémités  de  éet  ' 

arc.  Dans  le  cerde^  Fangle  J90^  est  égal  YPanglé'^O^, 
forme  par  les  ra/ohs  O^  et  OB  menés  aux  eitrémitét 
de  l'arc,  et  lé  méàie  poûî*  tous  ïieS  arcs  de  même  loU'^ 
Igiriéur  9  pc4s  4aiks  Iç^éifie  ^céri^.  'Cèst  Ainsi '(|vMl  ifout 
«ntÉrudrë^ftfe  k  <^umi^^iâé-oeJi^  Cela 

^f^tèi  si  l'on  côÎDpbré  deux  â^cs  de  léAme  longueur  dans 
des  cercles  liiiët^i^jï,e!h  nomnîanl  4Îr^iei:fê'loëgi^Uf;  V  et 
r  les  rajons  des  èerdes ,  w  4^  ruj^port  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre  /on  aura  pour  le  nombre  de  dq;rés 
€eatéaima«xdel'«PO  dontlaïoègiieureë^jqE^swiohamn 
de  ces  cercles,  les  expressions  , 

an  2îr/     '  • 

•  .?•  -*;.  .'....        .   T  •  '.     .  .    ..  ^        •     ^      . 

5|ai  sont  dans  Iç  r(^p)^fit  de  »-  à  -tl,  oâ  :*  t'-  ^'  r^Kî'est-i- 

dire,  <te  raisdn  int^rsèdes -rayons  des  cerclés  dont  Parc 
^proposé  fait  partie*      "'^^  '  * 

Quknt  ailx  difierenS  àrb/dà  mifine^cëf^^'le^^ 
bure  est  éyidemment  en  raison  de  hur^loilgtietrr  j  iet  si 
Ton  preni^ît  pbur  onîté  fllè  côuÀui'e  célfe  de  l'iarè  de 
faiime  longueur  que  le  ràron ,  dans  le  cerclé  d6nt'  le 
i^yoû^^st  t  ,1a  courbure  del^JBrc'â,  ààhs  lé  cercle  dont 
'      ♦  '"■■' .'  .  • . .  ■       '■'.'■  -a   "    '-'  '  '■*"  '  '  î'  " 

.  le  r^yc^Tcir,  sérail  mesurée :psftr.,T«,.         :....«  ,    r 
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80.  Le$  coordonnées  «  et  iS  du  centre  dacerisle  oacula- 
'    *^J8f4è^*^^^W>W^^  wn  rayjûny,  des  flm^(mfi:^d^^i»fi 
yàrient  a  chaque  point  de.  la   courbe  proposée }  l'en« 
stable  de   toute^.^  les  j:]K>sîtiQp&  dç  so,^  ^^^^:^jèHBPfà'i 
ric  9.  une  courbe  FZ ,  jig,  g,^pnt.  }es  coordonnées  sont  « 
et  /3,  et  qui  jouît  de  plusieurs  propriétés  remarquables  ^.^ 
qu*on  déduit  aisément  des  éqUations 

dx- +'éj^^p^k)àytr^o.. . . . . ...  :  px^  ;;  '^■ 

trotivees  dans  le  h^  76»     .    ' .        / ,      .  .   ;     ... 

' i^,  Lâ.r^lat ion  entré  «i^et  iB ,  .qu  réquatioi^  de  la  couj^^, , 
FZf  s'obtient  en  éliminant  x  ^  y  entre  réqnatîou.de  la 
Qpurbe  projf^asée  eiJeLS  Ajmifcions  (^)  et^3)  ^  apr^Sc  qnVft 
a  mis  4an«içénÀréf  les  fleurs:  de  d^etde  d?]y^ 
aV  La  secpb^eiéf{uatiW|.  dawwt ...       .v^ -1 


**  I 


e^'odki  dé'la  normale  menée  dâ  porht'clont  lés  coôï^- ^ 
dttiiné«$  «ont  «  ét-jô'ÇBS),  <?es<-à-dîfe,  du  ^pînt  O'' 
dQ;ià  coHrbe  F^  ,  arf-  point  M  âe.la  courbe  profjlo^^ 
sée  DX  ■         -      •-   •'■•  '  ^  ■■   -•■   •  ■■^*^'î;'^'''î 

13*;  JE»  différerftîant  lès  dèù'x  prêfrlîfe^esf  dquatilirtsyill- 
$^;d»HiHir|itpar,rapf)or t  à  x^  y  ^  mi9iis  eoeore .par  r^ppbf è  * 
ans  quantités  «  >  jd  ^t^  y ,  en  tant  que  ces  dernières  âobt"-' 

O?— tf)d*+Cr— ^)cî>— (af^fle)dct^<j/-^?î)d/3  =ydy /;^ 

Xçs  équations  (2)  et  (3)  réduisent  celle&-ci  à      '»    ^ .:. 
^^.  ^(,-^^)d«~(jK  — /5)d^==ydy...  ..   C4),    ". 
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la  derniëre  donne  T"  ^^  ~~  ^r  »  ^i^pi^eMÎon  qui  change 
réqaatîoli  /»— J^  =  —  ^(«  —  *)* 

et  qui  montre  par  conséquent  que  la  normale  MO, 
est  tangente  à  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont  tf 
etjS  (9  et  68) y  c'est-à-dire  ^  à  la  courbe  FZ, 

4*.  Si  l'on  met  cette  derniëre  valeup'  de  Jf.— ^  j 
dans  les  équations  (i)  et  (i),  èî ,(pCojx  é\\ïx^n^  eor 
suite  jc-^'fic/  on  aiA'a 


dy*  =  d«*+ d/8»;  ou^==  y/l  + 


ce  qui  donne  le  coefficient  dîfierentièl  de  y,  par  rap- 
port à  la  Tarîable  tf;  or,  cette  expression  est  aussi 
celle  du  coefficient  ditférentiel  de  Tare  de  la  rx>urbe 
don t les  coord(mnées  sont  «  et  >3  (64)  %  et  jl  réstilte  de  cette 
identité,  que  le  rayon  du  cercle  «sculalenr  Tarie  par  les 
mêmes  différences  qu^  l'arc  de  la  courbe  FZ  (a3)y- 
propriété  qui  mérite  la  plus  grande  attention. 

En  effet ,  le  rayon  MO  du  cercle  osenlatenr  du  point 
M»é^nt  taf^^t  ^Ja  çgutheFZt  a  iiécesiaitrw«Mi 
la  même,  dir^ctio?  que  celle  que  prendrait  un  fil  en- 
Teloppé  autour  de  la  convexité  de  cette  courbe^/  kara** 
qa'ea  le  développant ,  on  serait  parvenu  au  point,  O* 
Oq  remarquera  qu'en  poursuivant  le  développement  de 
0  en  C/,  ce  fil  s'allongerait  d'une  quantité  égale  à 
Varc  00^  de  la  courbe  FZ  ]  et  comme,  par  ce  qui 
précède ,  la  différence  dies  rayons  OM.el  O'Éf  e.H  aussi 
égale  au  même  arc  00^ j  il  s'ensuit  qne  le  hcnn^M  du 
fil  se  trouverait  encore  en  M'  sur  la  courbe  propo- 
Cale.  dif.  8 
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sée ,  qu'il  n'aurait  pas  quittée  dans  le  développement  ef^ 
fectué  depuis  l'un  de  ces  points  jusqu'à  l'autre  :  on 
peut  donc  regarder  la  courbe  DX  comme  engendrée 
par  le  développement  de  la  courbe  FZ. 

Ce  procédé  a  une  grande  analogie  avec  la  description 
du  cercle  ;  c'est  la  courbe  FZ  qui  fait  l'office  de  centre; 
et  le  rajon  MO,  au  lieu  d'être  constant,  varie  pour  cha- 
que point.  La  courbe  FZ  s'appelle  la  développée  _,  la 
courbe  /)X,  la  développante,  et  le  rayon  du  cercle 
osculateur,  rayon  àelA  développée  (*). 

11  est  à  propos  de  remarquer  aussi  que  la  dévelc^^ipée 
est  la  limite  des  intersections  des  normales  de  la  courbe 
proposée,  prises  deux  à  deux  consécutivement ,  puis*- 
que  le  point  K ,  intersection  des  deux  rayons  MO  et 
MO* y  qui  sont  perpendiculaires  à  la  courbe  DX,  en  M 
et  M! j  s'approcbe  d'autant  plus  de  la  courbe  FZ^ 
que  les  points  M  et  M  sont  plus  voisins  l'un  de  l'autre» 

On  déduirait  de  cette  dernière  considération,  toute 
la  théorie  précédente. 

8i.  Je  ne  m'étendrai  pas  beaucoup  sur  l'application 
des  formules 

"-'-        Axà-y        ' 
_  dj(dar'-f-dy) 

C*^)  Cest  par  cette  dernière  conside'ration  ,  qa'Huygeas  a  déter- 
mine le  cercle  osculateur,  qu'il  a  remarqué  le  premier;  et  elle  peut 
conduire  aussi  aux  formules  du  no  76;  mais  ce  point  de  vne, 
séparant  la  recherclie  du  cercle  oscubteur  de  la  théorie  générale  des 
contacts  dfss  courbes,  dont  elle  doit  faire  partie,  eêi  trop  borné  poitt. 
Tétat  actuel  dé  la  science. 
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parce  qu'elle  n'a  aucune  difficulté,  lonqp'on  .poA9à4e 
bien  le  mécanisme  du  Calcul  différentiel. 

La  valeur  de  y  étant  sasceptiblç.dadpuUe signe  dz, 
on  peut  demander  lequel  des  deux  il  faut  emp^ojer  ;  car 
il  est  bien  visible  qu'en  générdlmà  chaque  9^\.  d^  la 
courbe 9  il  n'y  a  qu'un  seul  rajdu  de  courbpriç;,  et,  ce 
rayon ,  n'étant  pas  dirigé  suivant  l'ordonnée  ou  l'abs- 
cisse, excfspié  .dans  quelques  points  particuliers  ^  n'a 
pas,  à  proprement  parler ,  de  signe  par  rapport  à  ces 
lignes.  La  détermination  de  celui  do^ïçia,V^tf^tl^4ûV' 
dinairemeiit>  dépend  de  la  jQonyentjiçn  ^u'op  a  'établie 
sur  le  sens  de  la  courbure  par  rapport  ^  la  qor^lc* 
Si  Ton  veut  que  le  rayon  de  courbure  ^%  .nosit^'.pppr 
les  courbes  dont  la  concavité  est  twmée  y(^v»  Xsn^p  des 

d*y 
abscisses,  comme  la  valeur  dé  -r^   est  alo^sf'Hëgafîve 

(62) ,  il  faut  fr£Pecter  l'expression  de  y  du  signe  — >; 
et  dans  ce  cas,  le  rayon  de  courbure  devieudra  négatif 
si  la  concavité  de  la  courbe  passe  du  côté  opposé^  pf^oe 

^ù'il  change  de  signe  avec  ~^.  Poui?  se  oonftAmer  à 

*  i" 

cette  convention,  on  pourra  supposer,  dans  les  applica- 
tions, 

dxd*^ 

L'équation  générale  des  lignes  du  second  degré 
y*  =  mx  +  «or*, 
conduisant  à 

8.. 


f 
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n^en  résultera        ''^^  ^    ''       '  "^      * 

Sî  Ton  «ub8titi}e1|Pvaleïmd«-y^jjrt^m 
sîon,  on  aura' '    *    '"*       ^  '    v 

Telle  esttPèxfr^sîon  générale  du  rayon  de  courbure 
dans  leifignés  dusècmiddègré*,  on  la  parttëukrhera  en 
donnant  à  m  et  à  »  les  valeurs  tjuîconTiennent  à^cliaijue 
espëcë  de  ces  lignes  (Tr^  ^S'f). 

Ce  résultat  se  réduit  h  imV^^*rs^ç^a^tsço^î  :..Jfci 
courbure  des  lignes  proposéesest  donc^  à  leur  sommet, 
la  même  t|ue  ^ette  du  cercle  Récrit  d'un  ra]^n.  égal  au 
demî-paranaètrc  t7V%'.  ï38). 

En  rapprpcbant  la  valfii^r  d^  y  de  ^.^He  qu'on  a 
trouvée  dans  le.  n^  66  pour  la  normale ,  on  verra  ^quç; 

y  ::s  .-^^-H/y  ou  que  2e  ra^n  ^  codridre^jifinê  Us  Ijgnez 

^ï*  second  degrés  est  égal  au  cube  de  la  normale  diidsi, 
par  ife  qwfj^é  du  demi-paramètre^* , ,, . 

J^Mtô  la  parabole  où  np:  o^  oiot  a  seulement 

-  .      '■'■■■■  "^  I  "" 

y== — o^«^' — • 

On  appliquerait  de  même  les  expressions  générales 
de  «  — «  et  de  J^— :y3,  et  Emettant  pour  ^  sa  valeur» 
tfn  aur«ât  deux  équatbna  en  a?,  «  et  fl,  desquelles^ 
élltnîttant  ir ,  on  déduimit  Péquàtiwi  eni«  et  ^,  appar- 
tenante à  la  développée.  Je  n'effectuerai  ce  calcul  f|ne 


peur  la  pacabole.  ,On  a  iWi  ce  c»!i  ->(„.,■,  n.,  a 

et  fl  vient  '       '  .   •.  . 

<m  conclut  de  là 

me^tant^  dans  chacuna  cle  ces  .'equàdd^iii!  pbtii'  ^"flP 

„;*  •         ^»  .ï   -^    ^  "•     .'-.1  .  ...    •■  f    , 
jpirénanf  enïufte  tk  vaTèttr  âé  '!c  dans  le  ^ébdnd  iiâullat , 

I^  démise  de  ces^  équations  appartient  a  ladé^eUppée  ^ 
<fe1a"pàrâlx)lé,  '^     '     "  ;^  -      '^l  •  v.    /> 

Si  l'on  y  change  #— Im  eti  «■ ,  d\i  «tt^wi  )^Vè  VotU^: 
ginedes  Wflfoi$à€âi  feii'l>,y%-.  lo,  <Ai  ilttra^etfc  éqéi-  Fia.  lo. 

«on  très  simple^  )8*=---+-,q(i^iij^Q9l^e  que  la  courbe 

2?Fp|t  une  des  paraboles  du  troisi^mje  degré  ('•^),  com- 

*    "7       '  '■'     I       ■  *'  ■     ■  "    ■     ■  ■>■■■   i^'.     '  '  •/'  '  t  i-iiii\fi  ■ 

{*)  V'équlkiiotif,  jr*  ^  mx  étant   généra Hscc.  ainsi  rj^:îâ»pr^i~ 
RpiMàtjEr  ifÀe  firbiDe  "de  coarb«s  ddtit'  t*  parab«de  brâiuisf  p^qni-; 
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posée  de  dieux  branélièsf  DP  et  Df,  Mont  ia  prékmère 
eDgeD(}re,  par  son  dérelôppement^  ke  bratiche  JlX  de 
la  parabole  ordinaire  XJîfjt  /et'  U  jecctode  produit  ]a 
branche  ^at. 

82.  Il  faut  obs|9Tver  que^  poixr  la 'description  d^  la 
parabole  X^jf;  par  )•  développement  de  la  courbe 
FDf,\t  ÈFenvelomié  autdur  de  l'une  ou  de  Pautre  des 
brandies  I>F  et  Zy,  doit  avoir  au  point  2>, "dans  le 
prolongement  de  la  tangente  BD  y  une  longueui?  AD 
égale  au  rayon  de  courbure  au  point  A  y  c'est-à-dîre , 
«  il  la  môitl^^l^  paramëfré  de  la  parabole  tôut^  antre 
}pint^  tel  ((ue  /;  pris  sur  ce  fil,  produirait  une  courbe 
différente.  Si  le  pbiut  /  tombait  sûr  ïe  point  ï> ,  le 
rajon.de  courbure  de  la  courbe  décrite  alofts/  serait 
nul  à  son  origine ,  et  par  conséquent  elle  aurait  à  ce 
point  une\  cotti4)ure-4nfiaie  (78).  ^ 

On  Toit  aussi  que ,  puisque  la  longueur  de  Parc  DF 

est  ^ala  ^  la  différence  entre  le  rayçn.de  courbure 

correspqni^anl;  JMF  et  le  rîiyon  de  courbure .  ^i^,qui 

appartient  9  l'origine ,  la  courbe  FZy*  est /^c/j^aifc , 

c'est-ànd^re^  -qtt'on  peut  assigner  deslîgneâ  droites  qui 

.  soient  ;deja  même  longueur  que  ses  arcs.  ^  ' 

'  Cette  remarque  est  générale,  car  puisqtfon  peu!  tou* 

jours, ^parvenir  à  l'expression  du  rayon  dé bourbute  des" 

courbes  algébriques,  les  développées'  de  ces  courbes 

*sorit  toutes  ïectîfiables.*    "  -        .       ••• 

Recherche  des  points  singuliers  des  courbes ^  et 

"ieœaj^t^ides ^iValeurs  partrcuUère^  que  les 

coefficiens  différentiels  prennent  dans  eer-- 

[Jftfns  cas.    !.  .  j  .  '     • 

'  63.  On  appelle  points  êmgmJien  d'trae  courbe  >  ceivx 
dans  lesquels  elle  offre  quelque  circonstance   remar- 


qnalik..  Upe  .grande  |)artîe  de  ces  ehrconstances  se 
reDcontrant  oaos  la  famille  de  coarbes  représentée 
par  Péqnatmi  trëstimple 

nous  ^lIon$  ^isçuter  par ticuljërcnient  cette  é^iuatiou^  en 
rapprocliant  toujours  les  considérations  géoiuctrîques 
des  considérations  analytiques ,  pour  écTaircir  les  unes 
par  les  autres* 

La  première  question  qui  se  présente ,  est  la  déter- 
mination de  la  marche  des  valeurs  des  ordonnées  j^, 
ppur  savoir  si  elles  croissent  ou  décroissent  indéfiniment^  " 
ou  biexi  si  leur  accroissement  s!arrête  lorsqu'elles  ont 
atteint  un  certain  degré  de  grandeur  ^  et  se  change  eu 
décroissement  ;  ou  bien  enfin ,  si ,  après  avoir  atteint  un 
certain  degré  de  petitesse ,  leur  décroissement  se  change 
en  accroissement.  La  valeur  qui  a  lieu  dans  le  passage 
de  l'accroissement  au  décroissement^  étant  plus  grande 
que  celles  qui  la  précèdent  et  qui  la  suivent  immédia- 
tement,  s'appelle  un  maximum;  le  minimum  est  celle 
qui  répond  au-point  ou  le  décroissement  se  change  en 
accix)issement-,  celle-ci  est  par  conséquent  plus  petite  que 
les  valeurs  qui  la  précèdent  et  qui  la  suivent  immédia- 
tement :  je  dis  immédiatement^  parce  qu'il  y, a  des  fonc- 
tions .pour  lesquelles  ces  alternatives  ont  liçu  plusieurs 
fois. 

On  a  déjà  vu,  dans  le  n**  62^  que  les  coordonnées  posi- 

dy 
tives  d'une  courbe  sont  croissantes  tant  que  ~  a  une 

valeur  positive ,  et  qu'elles  sont  décroissantes  dan&  le  cas 
contraire.  Il  suit  donc    de  là    qu'au  maximum  ainsi 

qu'au  minimum  j  le  coefficient  différentiel  rp  change 


§20  .  TRAVri'UiiMBSnAUeE 

de  signe  :  il  Ta' du  positif  au  négbtif  dans  le  grfrajer  (Ç^^ 
et  du  négatif  au  positif  dans  le  second. 
,  yéqttati<Hi< prise  pour,«SBiii|il»<floiiiie «ùg^iéf ali^' 

quantité  dôpfîe  sîgiie  change  avec  c^luî  de  -k^  ou  se 
conserve  le  m^e ,  suivant  la  nature  (ïe  V^xpo$ané  m, 
,  '*!**.  Si  cet  exposant  est  un  nombre  pair,  m  —  i  sera  un 
nombre  impair,  et  (x-ra)*".^*  jserît  «égatif  quand  x<^a, 
positif  quand  jr>  a;  ainsi  il  j  aura  minimum  \orsque 
v::=ta^  ce  ^  qu'on  pput .  virifor  iiw^édiiiiipmeot  sur  la 
fçnctio^ . J'*  Eut  y  .  faisant  iç,=« ^r^.A, rfi%  \  "^  TmAHpfîij 
01^  obtiepdr^,  danp  l'un  et  dan&  lV«itr9X9iS;  >=«*:F<?^ 
Trieur  >6.:qi^i  réppndà  |p=:;far,    '    '■  .'    fp     ;.  r.i  ;' 

Cette  dernière  valeur,  donnant  -^  =±  ô  lorsque  't*êx'*- 

posant  m'T^i  e&t  po&itif ,,  jgaOntre .qv^i  U  tatigénte  èA 
parallèle  à  la  ligne  des  abscisses ,  ce  que  représente  fa 
FiG.  XI.  figure  1 1 ,  au  point  M  dont  Tabscisse  ^P  s=a ,  et  l'or- 
donnée PiMl=i  i»  —   -         i     -  " 

Si  la  quantité  c  est  négative,  ce  qui  donne 

^==^ — c(ar— a)*",  tout  res^j^nt  d'ailleurs  le  même,  le 
Fic.ia.  point  M,Jîg,  12,  est  un.  maximum,  et  la  tangente 
demeure  toujours  parallèle  à  l'axe  des  abscisses. 

s^.  U  n'yÂUraU  ni\7i»Miîmt^/^'dtins  le  premier  cfaii; 
mim«a»niiwnrâàDS!le:aecMid,  st  Pe:ipdèRnt  m  était  im* 
*  pair.  Alors  m-:- 1  étant  pair,  (x^a)"""^  gardf^raiHpnjpurs 
le  signé  +,^'quelqne  fût  celui  de  x — aj  et  en  efîet,  'sï 
l'on  pose  succeasiveni^  xi=i»^h ,  ir tsr « -+■*>'  *on 
trouve,  o  étant  pèsitif,  '  '  .^  "î 

valeurs,  l'une  <  ô ,  et  l'autre  >  é,  qui  répond  à  x  =  «  ; 


.  bépenâànt  ôb  a  encore  ^  ^  o  ;  ce  câracter^  n'ipdîqil.ç 

Au  point  Mffig,  i3 ,  où  *  =  a,  la  f^ngente  est  bien  no,  i3. 
encore  parallèle  à  ràxèdTs  àLscï^ses  ^  m^is  la  courbe  offre 
de  plus  une,  autre  circonatancp  :  sa  conc^yitércbf  i^e  d|^ 
sens,  ce' qu'on  Toit  par  le   cliaDg<*ment  du.  signe  du 
cdeffîdient  dîfiler^ntîel  dû  secônd^  ordre  (62^  ^  car  ^^^a 

et  W'^tt'étAtift'aÙMi-'iiti  nonibre' î*ipaîf  /  (iri-*<t)*"^ 

|lif  i^tbe  dû  lii'oouAe  étv  Jkf  àTaiipèile  alofs  injlè^im] 
la  tangente  it/7^  7  coupe  la^  eotifbe  en'irtéme  templ 
^uVHe  la  toqcbc      ^         .      f  ^j,  ,,  ,:  ..  *.  ) 

^3^  âî  m  était  une-  fraction  de  numérateur  pair  et  de 
é9énoiiiîiwt«ttKliii)ftmt';t(iiVÉi •ûtl'psct  éxémpVS^  mth  | ,  X 


^naiftS^ê^qui  xSiange  encore  de  signe  atec  x— <^:  et  U  jr 
à  eti^^..Àinirmm;  car  soit  qi:^'on  cbange  x  0n  a-^h 

o  V.  en  «+^^j(  oj^i  trov!re  touji^ura  ^i»^+^À\  Taïdùr  >  ^, 
mais .  alors  W  .:yaleQ9  ^=^  q  t  m^  Ûeu  deislire> dispavaitiis 

-5^,  le'S'erid  iiifini.  Cela  tîèot  à  ce  que,  si  une  quantité 

ei^îèr^  n£  peut  changer desîgneqM^  paskanl pair Eérèi 
une  quantité  fractionnaire^  lorsqn^ei^e  éhange  de» vigne 
par  son  dénominateur,  doit  daas  Fintervalle  détenir  in- 

fin  ie^L'capr  Qssîpn  ~>  par  exemple^  donne  sucoe^ireinent 
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Iprjqu'pn  y^  fait  «  =  ^  ^  à;  =  o  ,  or  =-*"/•• 
Fie.  14.      Coi^siijiériâ  »ux  1a  figure  i4>  ce  minipmm  présente  une 

dy 
formé  différètife  cïè  celui  de  la  figure*  i  r  ;  tar  -|^  deve- 
nant ÎDËoi.»  U  tangente  MT^l  perpendiculaire  à  l'axq 
des  abscisses.  On  voit  d'ailleurs  par  l'expression 


que  ce  coefficient  différentiel  ayant  une  valeur  nég8ftfi*€f 
quelle  que  soit ,  la  courbe  tourne  toujours  %tf  d>tf- 
cavité  vers  l'axe  des  abscisses,  et  prend  par  coîiséijffièilt 
la  forme  indiquée  dans  la  figure.  '     '***/' 

Le^oml'M,  ou  la  courbe  S*àYrête  brusquetnènt k  la 
réunion  des  parties  DM  et  J?ilf ,  se  nommé  reôj^àïtsse^ 
mené,  et  se  distingue  assez  du  point'  M  de  la  figure  ï  i  ; 
mais  cependant  il  doit  être  compris  dans  l'espèce  du 
minimum';  car  si  Ton  dressaft  une  table  des  valeurs 
numériques  des  ordonnées  de  la  courbe  DE ,  on  ne  ver- 
rait autre  chose  dans  cette  table,  pour  xtsza^  *qu'na 
nombre  plus  petit  que  lo  précédent  et  le  suivant  >  ce  qui 
est  bien  un  véritable  m,inimum» 

Il  y  a  un  maximum  analogue  ;.  Véquat ion 

â 

pio.iS.  e»  fournît  un  exemple,  ^.i5. 

Ainsi,  pour  donner  une  règle  qui  fasse  connaître,  sans 
exception ,  tous  les  points  où  les  ordonnées  d'une  courbe 
de  croissantes  deviennent  décroissantes,  ou  vice  versa, 
il  faut  prescrire  S  égaler  à  zéro  ou  à  Vinfini  l'expression 
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de  -/'  '  i^  y  aura  maximum  «t  la  vaUurdêct  coefficient 

panne  alors  du  positif  au  négatif j  minimum  dans  le  cas 
contraire.  II  n^y  aurait  ni  maximum  ni  minimum  s^il  ii*j 
ayaît  pas  de  changement  désigne^  ce  qui  arrivera- lotîtes 
les  fois  que  le  facteur  qui  s'éTanouira ,  soit  au  numéra- 
teur, soit  au  dénominateur  ;  aura  pour  exposant  un 
nombre  pair  ou  utie  fraction  de  numérateur  pair. 

84.  Il  faut  bien  remarquer  qu*aux  points  d'inflexion 
ou  de  rebroussement,  la  tangente  petit  se  trouver  dans 
une  situation  quelconque;  relatÎTement  à  la  ligne  des 
jibsçisaesô  cér^  .pour  rendre  cette  situation  telle  qu'on 
yoiidra»  >1  suffît  çle.  changer  la  direction  des  axes  dei 
coordonnées  ;  ce  qui  ne  change  pas  la  nature  et  la 
forme  de  la -courbe;  maison  découvrira  toujours  c^s 
pcMbtâ  ^  chercfaanal  ceux  où  le  cooffioieat  d^érentiel  du 
seeùnà  ordre  cbsuge^  .dé  sigi^e,.  ce  c^ai  ne  peut  arri- 
ver, à  moins  qu'il  ne  devienne  nul  ou.  infini.  On  dé- 
terminera cpabord  les  valeurs  qui  le  rendent  td;  mais 
01Q  ne  connaitra  l'espèce  du  point  que  par  la  discussioa 
même  de  la, courbe;  dansrlca  ouvrirons. 

Ainsi;  pendant  qo^  J'^quation 

yLb:\.c{x-af     ■     '    • 
donne;  pour  la  valeur  «s^o-qui.  rend  ^et-~    infi- 
tiiS;  le  rebroussemant  1/ de  la  figura  14.9  l'équation 

ofc  Fexpiosant  de  x  — a  est  une  fraction  de  numérateur 
et  de  dénominatenr  impairs;  douue  dans. la  même  cir- 
constance une  inflexion;  parce  que 


prisse  du  positif  au  négatif  quana  ou  va  ie  x  <^a  a 

L'ordoûnée  ^  conservant  i^ans  Pun.e.t  l'autre  cas  une 
Valeur  rjéelle,  fait  voir  que  la  covirbc  s^étend  de  chaque 
côté  du  point  ohx=pafCe  qui  n'aurait  pas  lieu  poiir 
rëquation    '.         . 

->{  I".;:  .  r.  ;  ,    ,  îj  :;  ';     -.    -  v    •  .  ^'.-     '   J..  -     v     .*!». 

a  cause  que  (x  '—  a)*  devient  imaginaire  quand  *<Cû; 
et  il  en  sera  de  même  dans  tous  les  cas  o^  Vëxpôs^'i' 
dé  -ar  — '  d  sera  une  fractîôri  dé'  dénominateur  pair-,  tAkls 

,.,   .    il  /iïiQt  faire  a<tt<^tiQB  qii'alQra  C|VrT*^A)^.5(^Un|l;^IR*99^ 

^,:      rdical  de  degré  pair,  est  susceptible  du  ^9tgDe^i+:^^4|^, 

riG.ie.  TOontreque  le  point  il/,  j^^.  16,  fst  |a  réunipn  cïç  c{i^x 

briancîies  DM' et  JSJf.  ^^  ^>    .!.      .v \ 

Fio.i4«      Dans  le  rekroussement  indioué^  jf?^.  144  les.  deu:|^r 

branches  se  touchent  pai?  If|ur  convexité)  inais  il  aj^ri^re 

quelquefois  que  l'une  embrasse  l'autre  :  l'équation 

(^-^^r  =  *^  '       •    ,     ;^ 
en  offre  un  exemple.  Si  on  la  résout  par  rapport  i  j^ ,  ; 
on  trouve  i  •  -    i 

et  l'on  aperçoit  aisément  qne  les, dans;. i)rîmch^$   de 
courbe  fournies  par  le5  valeurs  de  y  se  réunissent  au 
PIC.  17.  point  H<^,,  fig^,  17,  correspDndârit  à  »=o,  çtqu'eljieiij 
ne  passent  ppint  dans  1^  partie  des  abscisses  ,nugati;V|^|^ . 

putBqtfatWâ  te  terme  x*^  devient  imaginaire^'  maïs" tes* 
expressions  '         ,,.     ' 


font  Toîr  qu'en  ^^  les  denx  jii^anches  oat.puiir  tangente 
commune  l'axe  des  Xy  et  qu'elles  tournent  toutes  deiM, 
leur  cpnTe)LÎté  ver$  oet  aie  y. puisque  n  faisant  x^sciO  , 
le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  est  nul  ^  e^ 
celui  du  second  est  positif.  Ce  point  est  appelé  rebromss'^ 
ment  de  ta  sêcoiide  espèce j  pour  le  distinguer  des  autres 
U  est  à  remarquer  que  le  coefficient  du  troisième  ordre 

dar       ,   a  a  :> 
dçTient  alors  infini.  .  ^ 

Ilj  a  au^si  des  conriies  pu  lei^  branc^s  qui  se  toachentt 
s'étendent  de  chaque  côté  du  point  de  contact,  soit  en 
oppoéànt  teurs  dDiivexitéiVT?^.  18^  sdft  cti  «"eiÀbriis-»' fig.  i8. 

8***?  J^^i9.  (*)•    '   ;  ^        \         »'»^-'î> 

'  fô.  (Quelquefois  les  branches  dès  courbqs,  iau  lieu  de 
se  r^unii:.  eç  se  touchant  >  se  coupent  ^  et  ont  chacune 
leur  tangente  particulière  :  en  voici  up  exemple. 
Lorsqu'on  fait  ir==a,  dansTexpres^^ion 

ses  deu^  Taleurs  deyienn^tégçtles:  ce  point  est  donc 
la  i^union  des  deux  branches  de  la  courbe  à  laquelle  elles  . 
appartiennent;  mais  quoiqu'il  n'y  ait  plus  qu'une  seule 
ordonnée  y^  l'expression  de 

eà'^àe  l'éduisant  à  ft  V^-*-  c;  y  reste  encoi-e  douïde ;  la     '  ' 
valèuf  "posTtive  repond  à  la  branche  supérieure,  et  la 

(*)  Ployez  ïc  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  inté- 
gral y  t.  m,  page  633,  n«  aoa. 
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▼aleur  négative  à  la  branche  inférieure;  Tune  est  l'autre 
Fio.io.  seront  réelles  si  a^c^  et  produiront  la  figure  20. 

Les  points  où  jdasie«irs  brauches  se  réuoiss^t  et  se 
rencontrent  se  nomment /wmto  multiples;  celui  que  nous 
TefBons  d'indiquer  est  un  poiot  double ,  puisqu'il  7  passe 
deu^e  branches. 

Si  l'on  généralise  l'expression  précédente  de  y  y  dans 
la  forme  •    .      ^     , 

le  point  correspondant  à  a?  =  |r  •  ne  sera  double  que 
poar  les  râleurs  paires  de  l'exposant  m ,  parce  qu'alors 
seulement  le  radical  sera  susceptible  du  double  signe  ±. 
Cette  remarque ,  due  à  M.  Poisson,  concourt  bien  avec 
ce  qu'on  a  vu  dans  les  articles  précédens,  pour  montrer 
qu'il  n'ja  que  la  discussion  ou  l'examen  de  la  courbe  > 
anx  en^rrôTis  du  po^t'singulier^  qui  en  puisse  faire  con- 
naître l'espèce. 

Il  faut  encore  remarquer  que  si  l'on  faisait  passer 
le  facteur  x — a  sous  le  radical,  ^aus  I9  première  expres- 
sion de  y,  on  aurait 


ày 2(jr  —  g)  (j?  —  c)  +  (JT — g)* 

^x~         21/(7— a)V^c)        '        » 

et  que  la .  SMppositiop  de  ^=sf^  donnerait  ~-  =  - ,  i 

cause  dtffabteuî^'»  -^a  qui ,  maintenant,  est  commun 
aux  deux  fermés  de  la  fraction.  En  Je  supprimant,  on 
retrouve 

%_2(Ar  — c)+^a_^— -  I 


d^  2V/*  — c  2V/«— c 
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86.  Les  eoorbes  sont  accompgnces  qiidqiiefoiB  de 
points  isolés  qui  ont  le  oar9Çtàre  des  potnts  matliples; 
maison  les  en  distingue  fparce'que  lei  coeffiiùeos  diffé- 
rentiels'y  devenant  imaginaires  »  soit  dès  le  premier» 
ordre,  Roifl  plas  Upd>  laiNitiBiit  'qii'.il-n'y  a  jaa  de 
points  consécutifs  (60). 

S^i  l'équatiob.   > 

ay*  —  «3  +  ^*  =  <>  > 
d'où  Pon  tire 


x=v/'-^'.. 


Ici  le  Qoefficient  différentiel  du  premier  ordre  devient  l 
lorsque  a;  £=  o;  miais  on  peat  en  avoir  la  y  raie  Talenr  en 
sQp{»*îmaiit  le  facteur  x,  comnmn  aux.  deux  termes  de 
la  fraction ,  et  l'on  obtient 

dy 3ar— -aô 

faisant  alors  xasio^  il  en  résulte 

expression  imaginaire. 

Dans  la  même  hypothèse ,  l'équation  proposée  donne 
^"=0  ;  mais  cette  ordonnée ,  qui  est  imaginaire  lorsque 
X  est  négatif,  redevient  encore  telle  jusqu'à  ce  que  Ar:=^  ; 
ainsi  le  point  A^fig*  ^i ,  est  absolument  déta^ché  de  Fio.2f« 
la  courbe,  quoique  compris  dans  son  équation. 

Les  points  de,  cette  espèce  se  nomment  pointa  corv- 
jugués  ;  ils  résultent  de  ce  qu'une  portion  finie  de  la 
courbe  proposée  s'évanouit  par  la  détermination  parti* 


.=.v/^ 
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ctiliëre  de  quelque  constante  de  son  équation.  La  courbe 
correspondante  k  Téquation  ' 

aj'»— y^-f.  (^— c)jf*  -f-.&caf  =  o, 
qui  donne 

6Hre  un  exemple  de  cen  cliangemens.  Elle  a  d'abord  le 
FiG.  aa.  cours  représenté  dans  la  figure  22;  la  supposition  dec=o 
piG.3t.  réduit  la  partie  uàF  au  seul  point  ^y  Jîg,  2t ,  comme 
piG.  33.  on  Ta  vu  cî-dessus  ^-  elle  prend  la  figure  aS  lorsque  &=io^ 
ric.a4-  sans  que  c  s'cTanouîsse^  et  la  figure  34,  si  Ton  fait  en 

même  temps  ^  -=.  o  ,  c  =  o. 
La  fonction 

ou  m  et  n  désignent  des  nombres  entiers  positifs, 
et  où  l'on  suppose  a<^b  ,  donne,  lorsque  x=a ,  m — ^1 
coef&ciens  différentiels  nuls^  ce  n'est  qu'à  l'ordre  m  que 
l'imaginaire  paraît. 

Les  courbes  ont  aussi  quelquefois  des  points  singuliers 
qui  ne  sont  pas  visibles  :  ce  sont  ceux  qui  résultent  d'un 
nombre  pair  d'inflexions    qui  se  réunissent  en   une 
, seule  (*). 

87.  Toutes  ces  espèces  de  poiiits  se  forment  en  gé- 
néral de  la  réunion  de  plusieurs  brancbes,  produite  par 
l'égalité  à  laquelle  parviennent  diverses  valeurs  de  y^ 
ainsi  que  cela  a  lieu  dans  l'équation  j'  =  è  +  c(x — a)*", 
quand  l'exposant  m  est  un  nombre  fractionnaire  ;  mais 

(*)  /^o/ca  pour  CCS  points  et  fionr  ceox  de  se rpentement  dont  ils 
dcrivbnt,- le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  inté» 
gral,  l.  m,  pa§e&33  ,  n»  190. 
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cette  circgnstance  amène  des   coefficiens  différentiels 
infinis,  puisque  dans  1  expressioa-;^  ,  ' 

l'exposant  i» — j*  clpyjent  .négatif  dès  que  ni^i^m, 'et' 
qu'à  partir  de  ce^tarmCi^  la  stippQSJtiifji„4e^«=:a,  rend 
infinis  tous  les 'coe£Bcie«js  différentiels. 
.Obaîdadème-  ol»ci*awH..  qumd  la  i;filati^»,ejijrfi  ^  e,i^  ^„ 

eftt  d0«|ifle,i»r.t>pft«a«^tiWfSW  l»fl»Fi^^^.f9»^  h^^t, 
i4i!»^n.En,«ffQt,  spît  MF=nO;   W^ft^qwatipn.j^qjçonquç, 

e;rfrevt,/9f: -^^•,on,.,^f*F?««W^^^?^*.^ îm":'^  u:  ..  i  ..> 

»\rjji6i    /:'.'')    i'    ,  ;  s:  ;niî^  l  r.l  M    '»/.!:'.<     :d^^    »   .t-p -i  >-.• 

Mais  quand  une  valeur  "pattîctfWfeteir^ra,  rend  égales 
plusieurs  des  valeurs  de. ^ ,  la  fonrtJon  uy  qui  »e  qpn- , 
ti^t  plus  alors  queles;q\i^w,tjfés^et  a,  prenant  Jla  forme  . 

Y«leiriqttliiv'^^^^^^^^"^^^'^^^9^^'^^°^  ^>  l*^^  înfinîei 

'Si-J ,"  dy^v-d*'      ^,-'1'    ..  •■      'l'y  ^  'o'"vi' 

celle  de  -r-  SI  T-  ne   s  évanouit  pas ,   et  donrte  I  su 

d*       dx  "  '  f    »»  ' 

8*é^auouitjy.jçp;qpijirriTq  (|U«wdiV:a,.pour  tjs^nr  x-^a 
ou  j'-tj&,. ., ,  ,,Mi-,.:^M  ^.  . ../     '   :,:.•.;  :  :.!   :  ,.-... 

Le$i  éq>i^U.op§ ,  ,     ;  ,               .    ;    ..    ,.;f        > 

.  (:k— ^)V4«— a).^,o  ,  ,  (>-Tr^)^— (x-r*»)'  ==^  ,     . 

d*«à.Poa'  tire  •?*  .    i .  ..  .     .       :..:.? 

dy*  T  dj' 2(ar-^a)  — 

fournissent  des   exemples  de  çç»  qas^.ipr^qu'on.  y  ftj,t . 
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x=a,  d'où  il  résulte  y  =  b'y  mais  €n  mettant  pour  y 
sa  valeur  dans  le  second  cas,  et  supprimant  les  facteurs 

communs  aux  deux  termes  de  la  fraction ,  on  trouve  £ 

infini,  quand  *  =  a. 

88.  Il  est  évident  que  lorsque  les  cœfiBciens  diffé- 
rentiels deviennent  infinis,  la  série  de  Taylor,  formée 
par  ces  coefficîens,  ne  peut  plus  être  employée;  mais  il 
n'y  a  pas  ici  plus  de  paradoxe  que  dans  toutes  les  autres 
circonstances  où  il  se  manifeste  des  exceptions  dans  les 
formules-  Lorsqu'on  remonte  à  l'origine  de  ces  formules, 
on  reconnaît  que  le  caractère  qui  annonce  l'exception 
montre  en  même  temps  pourquoi  elle  a  lieu. 

En  effet,  la  série  de  Taylor.  exprimant  le  second 

état  d'une  fonction  u  dont  la  .variable  x  a  reçu  l'ao- 

croissement  h  (aS),  ne  doit  en  général  renfermer  que 

des  puissances  entières  de  h  (20) ,  tant  qu'on  y  laisse  x 

indéterminée;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  pour  toutes  les 

valeurs  particulières  de  cette  variable.   Par  exemple , 

lorsque  x  —  a  +  hy  la  fonction 

t 
u—b  +  c{x  —  a)^, 

devient 

p  t 

u'z^zb+cia  +  h—ay^h  +  ch, 

et  pareille  chose  aura  lieu  toutes  les  fois  qu'il  disparaîtra 
une  quantité  soumise  a  un  radical;  car  si  la  substitu- 
tion de  X  +  A, au  lîeu  de  ar,  change  en  général  \/ P  en 

et  qu'une  valeur  particulière  de  x  rende  P  =  o,  l'ex- 
pression ci-dessus  deviendra 
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\/ph  +  qH"  +  etc.  =  A**(/>+yA+etc.)", 
dont  le  développement  ne  pourra  manquer  de  contenir 
des  puissances  fractionnaires  de  l'accroissement  A. 

Ce  changement  de  ferme  est  la  suite  nécessaire  de  la 
réduction  momentanée  que  la  disparition  du  radical  ap- 
porte dans  le  nombre  des  valeurs  de  la  fenctîon  proposée. 
Dans  l'état  général  dcila  feBCtion,  chaque  valeur  a 
son  accroissement  particulier  qui  la  perpétue  :  ainsi 
pour 

U'=.h±  \/x  —  a , 

le  théorème  de  Taylor  donne  les  deux  séries 

«s 


u- 


M  =  dt:-(« — €u)  •ÀqpgCaf — a)  *A»:±etc.j 


2 


g' 


le  signe  supérieur  répond  à  Tune  des  valeurs  de  u,  et 
Tinférieur  à  l'autre.  De  même,  quand  la  fonction  dépend 
d'une  ^nation  ou  les  variables  sont  mêlées^  l'expression 
des  coefficîens  différentiels ,  contenant  outre  la  variable 
indépendante,  la  fonction  elle-même,  reçoit  de  celle-ci 
autant  de  valeurs  qu'elle  en  comporte  (Si),  et  le  nombre 
des  accroissemens  fournis  par  la  série  de  Tajlor,  de*  • 
meure  égal  à  celui  des  valeurs  de  la  fonetion. 

Mais  dans  les  cas  particuliers  ci  plusieurs  de  ces 
valeurs  ae  réduisent  à  une  seule  ;  il  faut  qu'à  cette  valeur 
unique  répondent  plusieurs  accroissemens  divers ,  pour 
que  la  fonction  puisse  recouvrer  toutes  celles  qu'elle 
doit  avoir  en  général.' Or,  c'est  ce  qui  résulte  des  puis- 
sances fractionnaires  de  h,  parce  qu  elles  sont  suscep- 
tibles d'un  nombre  de  déterminations  marqué  par  le 
degré  du  radical  qui  les  affecte.  Ainsi ,  dans  l'exempte 
ci 'dessus,  lorsque  x  =  a,  on  sl 

ii-=:bf        u  '^u=z±:k*  -j 

9" 
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1  J 

les  deux  différences   +,h* ,  — /^^  ^  appliquées  à  la  va* 

leur  unique  u:=zb ,  reproduisent  les  deux  valeurs  que 

la  fonctbn  u  comporte  en  général. 

89.  On  voit  bien  ici  que  le  coefficient  différentiel  de 
la  fonction  u ,  étant  exprimé  par 

u — u        _.   A*  ,1 

cotkseirve  h  au  dénominateur  ^  et  devient  infini  quand 
7i  =  o.  ' 

L'infini  ne  se  montre  pas  toujours  ainsi  au  premier 
coefficient  différentiel;  mais  on  le  trouve  ;  à  partir 
d'un  ordre  plus  ou  moins  élevé,  dès  que  le  développe- 
ment de.  u'  —  u  doit  renfermer  des  puissances  fraction* 
naires  de  A. 

Soit  en  général 

u   étant   fonction  du  binôme  x.+  h,  on  aura » 

--.==  j—  (19)  ?  équation'  dont  chaque  membre  est  aussi 
ah       dx 

une  fonction  de  x-^h*  Si  on  les  ditférentie  successivement 

par  rapporta  h  et  par  rapport  à  x,  il  vendra 

d*u!  _  dV       dV  _  dV        ,        d*B'  _  dV 
U?'^à:tdh'    S^i~\Ax^'  û^~àx^' 

et  ainsi  des  autres ,  ce  qui  fait  voir  que  la  fonction  u'  a , 
par  rapport  à  A,  les  mêmes  coefficiens  différentiels  que 
par  rapport  à  «  :  on  passe  ensuite  à  ceux  de  u,  en  fai~ 
sant  /t  =  o. 

Cela  posé,  un  terme  quelconque  T'A*,  en  produit  dans 

Texpression  de  -rrz  *  un  de  la  forme 
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Tant  que  le  nombre  n  sera  au-dessous  de  i ,  l'exposant 
t  —  n-  étant  positif ,  la  supposition  de  A  =  o  fera  éva- 
nouir ce  terme  j  et  si  le  nombre  1  =  71,  il  viendra 

mais  si  le  nombre  i  est  fractionnaire ,  l'exposant  1—7» 
passera  du  positif  au  n^atif  sans  s^éTanoair.  Dans 
ce  dernier  cas,  qui  a  lieu  dès  que  n  surpasse  f,  le 
terme  devient  infini  lorsqu'on  j  fait  A=  o,  et  par  con^ 

séquent  aussi  la  valeur  de  -r^  dont  il  fait  partie. 

Il  est  visible  que  les  termes  à  exposant  fractionnaire 
peuvent  être  précédés  par  des  termes  où  l'exposant  est 
entier,  ce  dont  la  fonction  très  simple 

l 
UT=  bx'^  +  c  (x  —  a)f 

offre  un  exemple  quand  -  ^  m ,  et  qu'on  y  fait  x=:a\ 

^es  ôoefEciens  différentiels  demeurent  finis  jusqu'à 
l'ordre  m  inclusivement. 

90.  11  faut  bien  observer  que  dans  ce  qui  précède, 
c'est  la  quantité  oomprisesous  les  radicaux  qui  s'anéantit; 
car  les  radicaux  pourraient  aussi  disparaître ,  s'ils  étaient 
multipliés  par  un  âicteur  que  la  valeur  particulière  de 
X  rendit  nul  ;  mais  ce  cas  ne  fait  point  exception  h  la 
série  de  Taylor,  parce  que  les  radicaux  qui  ont  disparu 
dans  la  valeur  de  la  fonction ,  reparaissent  dans  ses 
coefiîciens  différentiels. 

Soit,  par  exemple , 

u=b±(x-.a)''\/7^'y 
la  supposition  de  f  =  a ,  qui  rend  égales  les  deux  valeurs 
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àeu,  ne  fait  disparaître  les  coefficiens  différentiels  que 
jusqu'à  Tordre  77^  exclusiyemcut;puisqu'en  opérant  ici 
comme  dans  le  n^  5^ ,  on  trouve  que  tous  les  cojeffî- 
cîens  différentiels  des  ordres  inférieurs  contiennent  le 
facteur  r—  a  à  chacun  de  leurs  termes,   mais  que 

d"*u  ,  y-— — 

rr---  =  dr  m(m —  i). . . .  i.  yx — c  +  etc. 

Ce  coefficient  différentiel  et  ceux  qui  le  suivent  y  ayant 
chacun  deux  valeurs^  forment  deux  séries  qui  repro- 
duisent les  valeurs  de  la  fonction  proposée. 

9 1 .  Les  considérations  géométriques  confirment  les  re- 
fig.'j5.  marques  précédentes;  on  voit  que  la  courbe  delafigure  25> 

qui  n'a  qu'une  seule  ordonnée  au  point  E  correspondant  à 
l'abscisse  A  C,  ne  peut  en  avoir  deux  sur  l'abscisse  con- 
sécutive Ac,  que  parce  que  l'ordonnée  CE  reçoit  deux 
changemens  distincts  qe  et  qe'j  mais  les  ordonnées  ce 
et  ce  n'éprouveront  plus  chacune  qu'un  seul  change- 
ment quand  on  passera  à  une  abscisse  différente 
de  Jfcn 

La  même  chose  arrive  au  point  multiple  G  où  deux 
branches  de  la  courbe  se  coupent  ;  l'ordonnée  particu- 
lière FG  éprouve  aussi  pour  un  seul  accroissement 
d'abscisse  Ff,  deux  changemens  rg  et  rg\ 

92.  Non-seulement  la  série  qui  exprime  le  change- 
ment d'une  fonction,  doit,  dans  certains  cas  particuliers, 
contenir  des  exposans  fractionnaires,  mais  il  peut  s'en 
trouver  aussi  de  négatifs* 

Si  Ton  avait,  par  exemple, 

__       P 

(x—a) 
P  ne  renfermant  pas  le  facteur  x — a,  le  changement  de  x 
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ena  +  h  doiiDerait 

,       P  +  pk+gh^  + etc. 
«= j^ '> 

expression  qui  contient  des  puissances  négatives  de  7<. 
C'est  ce  qui  arrÎTe  aussi  à  la  fonction  Ix ,  lorsque  x  =  o  ; 
et  en  effet,  une  fonction  qui  devient  infinie  lorsque 
x=^a,  ne  peut  rentrer  dans  les  quantités  finies,  quand 
x^=ia  -j-  hf  que  par  un  cbangement  infini. 

^.  Les  divers  cas  singuliers  que  nous  venons  d'exa- 
miner, ne  tenant  qu'à  des  valeurs  particulières  de  la 
variable  indépendante,  ne  sauraient  infirmer  les  conclu- 
sions tirées  de  l'état  général  de  la  fonction;  etPon  peut 
les  éviter  dans  la  discussion  des  courbes,  en  considérant 
ce  qui  se  passe  avant  et  après  le  point  dont  on  veut 
connaître  la  nature  ;  en  sorte  que  la  recbercbe  des 
points  singuliers  se  réduit  à  cette  règle  aussi  générale  que 
sûre,  et  qui  n'exige  que  Pemploi  du  Calcul  différen- 
tiel :  on  obtiendra  gèrUralenunt  l'indication  de  Vabu- 
cisse  à  laquelle  répond  un  point  singulier j  en  clurchant 
dans  quelcas  les  coefficiens  différentiels  y  à  partir  dfun 
ordre  quelconque  ^  deviennent  nuls  ,  ou  infinis  j  ou  |: 
on    assignera    ¥  espèce  du  points     i*.  en    examinant 
combien  il  passe  de  branches  de  la  courbe  à  ce  points 
et  si  elles  s'étendent  ou  non  en<leçà  et  au-delà  ;  2^  en 
déterminant  la  position  de  leur  tangente  y  3®.  le  sens 
dans  lequel  elles  tournent  leur  concavité J^), 

(^)  En  quittant  ce  sujet ,  je  ferai  observer  que  la  marche  suivie 
dans  ce  qui  pre'cède,  pour  déterminer  les  points  singuliers  des 
courbes,  e'tait  déjà  tracée  dans  le  premier  volume  du  Traité  du  Cal- 
cul différentiel  et  du  Calcul  intégral ^  i'«  édition,  et  qae  laii^ie 
ci-dessus  se  trouve  dans  la  promière  éditioadc  cet  abrégé. 
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Recherche  des  vraies  valeurs  des  expressions 
qui  dei^iennent  ^. 

g4.  On  a  va  dans  ce  qui  précède ,  que  les  ooeffîcîens 
différentiels  se  présentaient  quelquefois  sous  la  forme 
f  qui  paraît  indéterminée;  cependant  ils  ont  toujours 
une  valeur  déterminée  qu'il  peut  être  utile  de  connaître, 
et  à  laq'uelle  on  parvient  par  les  principes  que  je  Tais 
exposer. 

Supposons  d'abord  ces  ooefficiens  donnés  immédiate- 
ment par  la  variable  indépendante.  Lorsqu'ils  sont  sous 
une  forme  fractionnaire,  si  leur  numérateur  et  leur  dé- 
nominateur ont  un  facteur  commun ,  la  valeur  qui  le 
fera  évanouir  donnera  |  :  cependant  il  est  visible  que 
toute  expression  de  la  forme 
Fjx—a)'^ 

qui  devient  |  quand  .t  =  a,  a  néanmoins  une  vraie 
valeur  qui  est  nulle ,  finie  ou  infinie,  selon  que  'w>  w, 
m  =:  n ,  77»  <^  7» ,  puisqu'en  effaçant  les  facteurs  communs 
à  ses  deux  termes ,  on  obtient 

P(-r— a)"—  P  F 

ou    7:,    ou         — 


Ç  .     --     Ç>     --      Ç^^_^j«-^. 

Il  serait  bien  facile  d'arriver  a  ces  résultats ,  si  le 
facteur  x — a  était  en  évidence  comme  dans  l'exemple 
du  n®  85  ;  mais  on  peut  toujours  l'y  mettre  par  la  con- 
sidération du  changement  des  fonctions»  ainsi  qu'il  suit. 

X 

Soit  r=p  une  fraction  dont  le  numérateur  et  le  dé- 

norainateur  s'évanouissent  tous  deux*. quand  j;=:a;  en 
substituant  a-f-^ ,  au  lieude.^ip,  les  fonctions  X  ^K  X 
se  développeront  en  séries  de  la  forme 
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Ah^  +  B/ifi+étc.,        A'h*'  +  B'h^'+  etc. , 

et  ascendantes,  c^esi'4i''diTef  dans  lesquelles  les  expo- 
jADs  «1^9  etc.  I  iront  en  croissant  et  seront  positifs ,  pais- 
qne  ces  séries  doivent  devenir  nulles  dans  l'hypothèse 
de  A  =  o ,  qui  répond  à  celle  de  xz=zai  an  lien  de  la 
fraction  proposée ,  on  aura  donc 

Ah*  +  B?ifi  +  etc. 
Ah'''+ffh^+eic.' 

expression  dont  les  deux  termes  ont  np  facteur  com- 
mun, en  7i  y  et  qui  peut  présenter  les  trois  cas  «^«^ 
•"zzm    et  «-^«t'. 
Dans  les  deux  premiers,  elle  se  réduit  à 

^A*^*'+  Bh^*'  -f  etc. 
A'  +  B'h^'"''^  +  étc.     ' 

et  si  Ton  y  fait  A=o,   pour 'revenir   à  la  valeur 

que  prend  := ,   quand    x  =  a,    le   résultat   est  nul 

toutes  les  fois  que  «  surpasse  «,  et  est  égala  --7, lors- 
que «=/.  Dans  le  troisième  cas,  au  contraire,  où 
<t  <«',  on  a 

A+Bh^-*  + etc. 

Ah<-^  +  B'h^-*+etc.' 

I 

ce  qui  devient  inGni  par  la   supposition  de  A  =  o. 

Dans  tous  les  cas ,  la  vraie  valeur  ne  dépend  que 
du  premier  terme  de  chaque  série. 

Ainsi,  pour  trouver  la  vraie  valeur  des  fonctions 
qui  se  présentent  sous  la  foi  me  indéterminée  S,  cfier- 
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chez  le  premier  terme  de  chacune  des  séries  ascendantes 
qui  expriment  le  développement  du  numérateur  et  du  dé- 
nominateur j  lorsque  x=a+h/  réduisez  à  sa  plus  simple 
expression  la  nouvelle  fraction  formée  de  ces  premiers 
termes^  et  faites  ensuite  h  =  o  ;  le  résultat  que  vous 
obtiendrez  sera  la  vraie  vakut  que  prend  la  fraction 
proposée  lorsque  x  =  a. 

95.  Quand  le  second  état  des  fonctions  JCet  X^ 
correspondant  à  *  =  a  +A,  peut  se  développer  parle 
théorème  de  Taylor ,  on  obtient 

^.àXh_^à'X    h^  _^d'X     h'      ^   ^ 

•^'^"d77+-"d^7:^  +  "di^r7i'^^^^^ 

„,  ,  dX/i  .  d*X  h-       à'X     K'     ^   ^    ' 

.X  +  -T 1-  -3-- h  -j-, 5  +  etc. 

dx   I        dar*    1.2        àx^   1.2.3 

et  si  là  valeur  x=-a  fait  disparaître  X  et  ses  coeffi- 
ciens  différentiels  jusqu'à  Fordre m,  X  et  ses  coefficiens 
différentiels  jusqu'à  Tordre  n,  la  fraction  proposée  se 
réduit  à  .      •  , 

.  d"'X  A»" 

d»X'         A» 


dx*^    i,2.3.. 


+  etc. 


quantité  qui  sera  nulle  si  m"^  n,  infinie  si  ll»</^,  et 

d^X 
égale  à  ^j^,  si  m=n. 

Venons  aux  applications. 

96.  1°.  La  formule  —  qui  exprime  la  somme  des 

n  premiers  termes  de  la  progression  par  quotient 
T^ïlx:x*tx^letc.,  devient  |  quand  x-=i  ;  cependant 
cetle  somme,  dans  la  progression  fr  1  I  i  !  i  I  i  I  etc.  à 
taqucUe  on  est  conduit  alors  ;  a  une  valeur  détermiaée> 
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et  égale  à  n^  que  la  règle  précédente  va  nous  donner 
aussi.  En  effets  après  avoir  diffiérentié  le  numérateur 

et  le  ^dénominateur  de  l'expression ,  on  trouvu 

— T ,  et  en  écriyant  i  au  lieu  de  *,  il  fient  n. 

ûx 

AT          •       1       j  ^**  —  ^ûc*  +  «?*     J         1 
2*.  La  Traie  valeur  de  r-:: ; .    ,  ^,  dans  le  cas 

(A  x=rc,  ne  peut   s'obtenir  qu'après  deux  différen* 

tiations,  car  la  première  donne  t jr  >  résultat  qui 

derlent  encore  -;  mais  eu  le  différentiant  on  trouve  t« 
o'   ^  Ir 

3°.  Si  l'on  cherche  la  valeur  de  la  fraction 

x^  —  ax*  —  a*x  +  a^ 

lorsque \a;= a,  on  trouvera,  après  avoir  différentié 
une  fois  le  numérateur  et  le  dénominateur,  que  le 
premier  seul  devient  encore  nul  quand  on  met  a  au 
lieu  de  x;  ce  qui  apprend  que  la  vraie  valeur  de 
la  fonction  proposée  est  nulle.  Le  contraire  aurait  eu 
lieu  pour  la  fonction 

ax  —  X* 

4".  La  fonction  transcendante ,  qui  devient - 

lorsque  x=o,  étant  traitée  de  même,  donne  a*ki— 6'U, 
qui  se  réduit  à  \a  —  \b. 

Ce  résultat  s'obtient  tout  de  suite  en  substituant  aux 
fonctions  a*  et  b'  leurs  développemens  (27),  car  on 
trouve 


l4o  TRAITÉ  ]£l£mENTAIRE 

et  la  supposition  de  jr=o  réduit  le  second  membre  de 
cette  équation  à  son  premier  terme.  En  faisant  l'opéra- 
tion, on  remarquera  qu'il  y  a  un  facteur  x  qui  disparaît 
par  la  division. 

fto   T    c      *•       I  —  sinjp  +  cosA?         'j    *  *  o  I 

5**.  La  fonction  —, r se  réduit  a  -  lors- 

smjr  +  cos^ — I  o 

que  l'arc  x  =  i9^  mais   en  y  appliquant  la  rëgle^  on 

trouTC  que  sa  vraie  valeur  est  alors  i. 

©*.  J'indiquerai  encore  les  fonctions 

a — X  —  ala  +  ûfl*  jt*— a: 

et 


a—V^x'—x^  x  —  x^W 

dont  la  première  devient  |  lorsque  x  =  a  ,  et  la  seconde 
lorsque  ar  =  i  :  leurs  vraies  valeurs  sont  respectivemept 
—  I  et  — 2. 

97.  Quand  les  facteurs  qui  s'évanouissent  dans  les 
deux  t«*mesdela  fraction  proposée,  sont  élevés  à  des 
puissances  fractionnaires,  les  développomens  ne  pou- 
vant plus  s'obtenir  par  la  série  de  Taylor  (B8),  le 
procédé  àvL  n**  gS  ne  réussit  pas. 

Sx  l'on  avait,  par  exemple , ^  ,    quoique   la 

vraie  valeur  de  cette  fraction ,  lorsque  * =a,  soit  (20)* , 
on  n'y  parviendrait  jamais  par  la  différentiation  :  on 
trouverait  successivement 


etc. 


Le   premier  de  ces  résultats  devient  encore  -^  quand 
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OD  fait  jp=  a  ;  et  la  même  supposition  rend. infinis  les 
namérateûrs  et  les  dénominateurs  de  chacun  des  sui- 
Tans.  SI  l'on  fait  disparaître  les  exposans  négatifs ^  en 
passant  au  dénominateur  ceux  qui  se  trouvent  dans  le 
namçrateur,  et  vice  vêrsâ^  les  expressions  nouvelles 
qui  naîtront  de  ce  changement  se  réduiront  toutes  à  |. 
Mais  si  l'on   a   recours  au  développement  immédiat 

3 

suivant  la  forme  du  n®  94 ,    la  fraction   ■  ■.        j->  , 

devient 

{riah  +  h^)^  _  1 
3 =(2a  +  A)    , 

en  changeant  x  en  a-f-^;  et  faisant  A=:  o ,  on  obtient 
,         .  i 

la  yraie  valeur  (aa)*  . 

Le  même  procédé  paraîtra  quelquefois  plus  commode 
que  la  différentiation  ;  dans  le  cas  où  elle  peut  s'em- 
ployer. Ce  n'est  y  par  exemple  ^  qu'après  avoir  dtfférentié 
quatre  fois  de  suite  le  numérateur  et  le  dénominateur 
de  la  fraction 


jf* — 7,ax  —  â*  +  2aV^2ax — ** 

qu'on  parvient  à  en  trouver  la  vraie  valeur,  dans  le  cas 
où  *=a. 

En  écrivant  a  +  A  au  lieu  de  a:,  comme  le  preecril  la 
règle,  il  vient 


aa^  +  ^al'h—  ah^  +  ^^—  aa'  y/g'  +2ah 
réduisant  en  série  les  deux  quantités  radicales,  on  aura 
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»/SM^-Â=«  +  A-^+~-|^'  +  etc.,  . 


h* 


i/a*  —  *•=  a 53  —  etc, 


aa 


S? 


La  substitution  de  ces  deux  suites  dans  la  fraction  pré- 
cédente donnera  —  5a  pour  la  yraie  valeur  cherchée. 

98.  Une  fonction  peut  encore  se  présenter  sous  plu- 
sieurs formes  indéterminées  1  différentes  w  apparence 
de  I ,  mais  qui ,  dans  le  fond ,  reTiennent  au  même ,  et 
qu'il  est  bon  de  connaître. 

1°.  Le  numérateur  et  le  dénominateur  delà  fraction 

X 

-^  peuvent  devenir  inBnis  en  même  temps;  mais  cette 

1 
fraction  étant  écrite  ainsi  :  — ,  se  réduit  à  | ,  lorsque 

X  et  X  sont  infinis. 

2°.  II  peut  arriver  qu'on  rencontre  un  produit  composé 

de  deux  facteurs,  l'un  iniini  et  l'autre  nul.  Soit  PQ  ce 

produit  ]  si   la  supposition   de  xz=i  a  donne  JP  =:  0 , 

b  P  I 

Q  =  -,  on  observera  que  PQî=  — ,  que  Tî  =  <y'>  «^ 

Q 

sous  cette  forme,  PQ  deviendra  | . 
Nous  prendrons  pour  exemple ,  la  fonction 

(1— ar)tangiw, 

TT  désignant  la  demi  -  circonférence.   Quand  on  j  fait 

a:  =  I ,  le  premier  facteur  devient  nul  et  le  second  infini  ; 

mais  comme 

I  , 

: 7 —  =  cot  r  vx , 

tang^îrar 


V 
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on  obtient  (i  — ar)taDgiîr*  =  --j^— ; 

fonction  dont  la  vraie  valeur,  -  se  trouve  par  le  pro- 

cédé  du  H*  gS. 

99.  Si  l'on  demandait  la  valeur  que  reçoit  la  fonction 

--qaandjr  est  infini ,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose ^  la 

limite  de  cette  fonction,  on  ne  pourrait  J  parvenir  par 
aucun  des  procédés  dont  nous  avons  fiilt  usage  jusqu'à 
présent,  a  cause  de  l'impossibilité  de  réduire  Ix  en 
série  (29),  et  il  faudrait  recourir  aux  considérations 
particulières  à  la  nature  de  la  fonction  proposée  Ix. 

£n  changeant  x  en  n  et  a  en  x,  dans  le  développement 
de  a*  (27) ,  on  aura 

'       I  1.2  1.2.3     ' 

%  % 

d'où  l'on  conclura 

I  ,1.2  1.2.3 

I 


—  +  71  4 — ^— %  4.  etc. 

Ix  1 .2      i,a.3 

quantité  qui  tend  à  devenir  nulle  à  mesure  que  x  aug- 
mente, au  moins  tant  que  n  n'est  pas  d'une  petitesse 

comparable  à  celle  de  ?-  (98). 

Ceci  conduit  à  la  valeur  que  prend  le  produit  «"k, 

quand  *  =  o;  car  en  faisant  x=  -  ,  on  trouve 
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jf*lx  =  «r-  -^^  ;  le  second  membre  Jeûnant  nul  lors- 

que  y  est  infini  ^  il  s'ensuit  que  x'^Xx  =  o  ^  lorsque 
4F  =  o. 

loo.  La  vraie  valeur  des  coefficiens  différentiels 
donnés  par  une  équation  où;  les  variables  sont  mé* 
lées  I  s'obtient  d'une  manière  analogue ,  en  passant 
aux  équations  différentielles  désordres  supérieurs.  £n 

effet  y  si  -p  et  -r-  s'anéantissaient   dans    le  développe^- 

ment  de 

f(^  +  A,^+it)-f(4F,  :r)=o  (48), 

il  se  réduirait  à 

+  etc.  3 

en  y   faisant  i&=trA'y  on  aurait  pour  déterminer  la 

dv 
limite  de  9-  ,  ou  y- ,  l'équation 

djc»  "^  ^  è^xày  Ax  "^  dj^^Vd^y  ~  "^  ' 

du  second  degré  ^  par  rapport  au  coefficient  différen- 
tiel cherché ,  et  donnant  par  conséquent  deux  valeurs 
au  lieu  d'une  seule  qu'eût  fourni  l'équation 

dw       di^  d^ 

Tx'^TyTx~'''' 

si  elle  n'était  pas  devenue  illusoire  (48). 
Il  est  facile  de  voir  que  si  les  trois  fonctions 
dhz*        d^      d*M 
cU»',    dardj^'     d>*' 
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tenaient  nulles^  on  tomberait  sur  une  équation  du 
troisième  degré,  et  ainsi  de  suite. 

Ces  équations  élevées  résultent  des  différentiatîons 
successives  de  la  première^  en  y  regardant  dx  et  dy 
comme  constans  :  mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  s'arrêter 
à  cette  considération ,  parce  qu'on  retrouve  ces  mêmes 
équations  dans  la  suite  des  différentielles  fournies  par  la 
proposée  w  =o;  car  la  première 
du  .     .   do  . 

étant  représentée,  pour  abréger,  par 

lfd*  +  JVa^=:o, 
sa  différentielle  prise  en  y  regardant  j'  comme  fonc- 
tion de  X,  suivant  la  règle  du  n**  5o,  est  de  la  forme 

Pdx*  +  Qdxdy  +Rdy-f  Ndy  =  o , 
et  se  réduisant  à 

Pàjc*  +  Qdxdy  +  Rdy^  =  o, 
quand  2V=t),  devient  du  premier  ordres  elle  donne  alors 

dy 
deux  valeurs  de  dy,  et  pai:  conséquent  de  -r- ,  au   lieu 

d'une  seule* 

Si.lescoefficîensJP,  Q,  -A»  s'anéantissaient  aussi,  il 
faudrait  passer  alors  a  l'équation  différentielle  du  troi* 
sième  ordre ,  qui  deviendrait  du  premier.  On  verra 
bientôt  (10.8)  des  applications  de  cette  remarque,  c'est 
pourquoi  je  n'en  donne  point  ici. 

loi.  Lu  détermination  des  maximums  et  des  mini- 
liums  él^nt  l'une  des  plus  importantes  de  l'analyse ,  je 
crois  devoir  la  reprendre  d'une  manière  générale  et 
indépendante  de  la  considération  des  courbes. 

On  a  déjà  vu  (83)  que  le  caractère  essentiel  du  maxi- 
mum consiste  en  ce  qu'il  surpasse  en  même  temps  les 
Càlc.  diff.  10 
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valeurs  qui  le  précèdent  et  celles  qui  le  auii^ni  itamS' 
(fiatement  ;  le  contraire  a  lieu  pour  le  minimum  .•  il  est 
moindre  que  les  valeurs  qui  le  précèdent  et  qui  le  suivent 
immédiatement. 

Considérons  sous  la  forme  la  plus  générale  ^  le 
développemçnt  du  second  état  de  »==:  f(ar),  lorsqu'on 
donne  à  x  une  valeur  particulière  a,  et  qu'on  change 
ensuite  a  en  a  +  A  ^  et  faisons  en  conséquence , 
u'=zu+Ph*  +  Q/i^+  Rhy +  €lc., 
les  exposans  <e,  fi  y  y,  ctc.^  étant  eoitiers  ou  fraction- 
naires, mais  rangés  suivant  Tordre  de  leur  grandeur, 
en  commençant  par  le  plus  petit.  Cela  posé,  l'état  de  m, 
correspondant  k  a  —  h  se  déduira  de  u',  en  écrivant 
h  au  lieu  de  h^  et  en  le  désignant  par  ii^,  on  aura 

d'oi  il  suit  que  les  difiFérences  entre  l'état  primitif  u 
et  les  états  précédens  et  suivans ,  seront 

u'^u  =  Ph*        +Qh^  +Rhy         +etc; 

maïs  elles  doivent  être  toutes  deux  négatives  quand  u 
est  un  m^iximum  j  et  positives  dans  le  cas  contraire , 
et  cela  quelque  petit  que  soit  Taccroissement  h:  il  faut 
donc,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  que  les  premiers  termes 
pQ^hy  etPhf'  soient  de  même  signe.  Or,  le  coefficient 
P  étant  une  fonction  de  a,  qui  ne  change  point,  îl  faut 
pout  que  la  puissance  «  de  A  ne  change  pas  de  signe, 
ffBie  m>n  expo3a<»t  soit  un  j^Ofçbre  pair,  ^^  une  fraction 
qui ,  réduite  à  sa  plu9  simple  expression,  ait  un  numéraf 
teur  pair»  Cki  aura  ^ilors 

u,-^u  =  Ph^  + etc., 

u'  —  u—Pk*  + etc.: 


DB  CJUXjDI*  DIFFiBEKTIEL.  l^^ 

$1  P  a  pfT  lui-i^éme  U  sîgpe  -f->  ce^  àeux  diSorenoes 
seront  ppsltivc^,  çt  >  sera  un  minimuvh;  si^  f  à  le 
signe  '^^  ces  mêmes  différences  «eroot  négative»,  et  u 
sera  un  maximum. 

1^2.  Pour  appliquer  la  remarque  précédente  à  I^ 
détermination  qui  nous  occupe,  il  faut  distinguer  le  cas 
où  Fexpôsant  et  est  entier  ^  de  celui  oii  il  est  frac- 
tionnaire» ,  lorsqu'on  fait  x=a. 

Dans  le  premier  ca3>  la  série  de  Tàylor  s'accordç 
aTec le  développement  de  u,  au  moins  jusqu'au  terme 
Pk*  indusiyement  (89) ,  en  sorte  que 

et  puisque  l'exposant  «  doit  étrç  un  nombre  pair,  quand 
tt  est  un  maximum  ou  un  minimum  j  il  faut  d'abord 
que  la  supposition  x=aj  fasse  éranonir  le  eoeffibient 

différentiel  j~f  qui  est  d'ordre  impair;  a  est  donc  ap9 

des  racines  de  l'équation  j-  =  o.  Il  faut  en  outre  que 

d*i« 
cette  même  valeur  ne  rende  pas  nul  ^^  ou  que ,  si  cela 

arri?e,  elle  rende  nul  aussi  ^-^ ,  mais  non  pas  -7-4  1  et 

m  génbtàf  que  le  preoûer  des  coefficiens  diffierentieb 
qu'elle  nefait  pas  évanouir  soit  d'ordre  pair  ;  elle  rendra 
alors  u  maximum  j  si  ce  dernier  coefficient  est  négatif , 
et  minimum  dans  le  cas  contraire.  Voilà  pour  le  «as 
oji  f  exposant  «e  est  entier. 
S'il  est  fractionnaire  et  ^  i  ^  la  râleur  x=a,qm 

10.  • 
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donne  au  déTeloppement  de  u'  la  forme  particulière 
qu'il  prend  alors  ^  doit  anéantir  tous  les  ooefficiens 
différentiels  des  ordres  dont  l'exposant  e8t<«(89): 

l'équation  -p=:o,  indiquera  donc  encore  cette  va- 
leur x=:a;  mais  pour  s'assurer  si  elle  donne  un 
maximum  ou  un  minimum,  ^  il  pourra  être  nécessaire 
de  calculer  à  priori  les  différences  u^^^u  et  u'  —  « , 
dans  la  supposition  dç  h  très  petite,  ^n  de  savoir 
si  leurs  premiers  termes  sont  de  même  signe  et  quel 
il  est. 

VLU 

Enfin,  quand  ee  ^  i ,  j-  devenant  infini ,  c'est  alors 
l'équation 

s;  =  **' 

qui  indique  la  valeur  «=  a,  dont  la  propriété  se  dis- 
cute, comme  il  vient  d'être  dit  pour  le  cas  oii  a  ^i. 
On  Toit  encore  par  là  ^  comme  dans  le  n^  83,  que/wz^ 
embrasser  les  diffèrens  cas  die  la  détermination  dfs 
valeurs  de  x^  qui  peuvent  rendre  la  Jonction  u  maxi- 
mum ott  minimuln,  il^aut  examiner  teutescelles  qui 

rendant  -p  nul  ou  infini;  mais  je  pense  que  la  manière 

oX 

la  plus  simple  de  faire  liet  examen,  sera  le  plus  souvent 

de  chercher  si  -r-  change  de  signe  ou  non  (83),  aux 

environs  de  la  valeur  trouvée  pour  x. 

L'application  des  règles  précédentes  à  la  fonction 
M  =  fr  -}-c(*— a)"*,  qui  m'a  servi  d'exemple  dans  le 
n°  83 ,  est  trop  simple  pour  s'y  arrêter,  c'est  pourquoi 
je  passera^  aux  questions  suivantes* 
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io3.  Partager  une  quantité  a  en  deux  parties  ^  de 
manière  que  le  produit  de  la  puissance  m.  de  la  pre- 
mière  ^  par  la  puissance  n  de  la  seconde  j  soit  le  plus 
grand  de  tous  les  produits  semblables  qu*on  pourrait 
former. 

Soit  X  uBe  des  parties  de  a\  l'autre  sera  a-^x ,  et  le 
produit  dont  on  cherche  le  maximum  étant  représenté 
par  M,  on  aura  ï*=:ap"'(a— of)",  d'où  on  tirera 

g^^  m«"-»(«  —  *)"  —  »*■(«  ~  *)"■"* 
=  \ma — m*—  nx^  jc"""*(a  -^  *)*^'  ; 

et  en  égalant  à  zéro  chacun  des  facteurs  de  ce  résultat , 

on  trouvera 

ma 
^  =  ^x„y    ar  =  o,    x  =  a. 

La  première  de  ces  valeurs  répond  à  un  maximiUm; 
car  lorsqu'on  la  substitue  dans  l'expression  générale  de 

jji>  elJ^,.d<)Xlpç  la  quantité  négative    » 

•      ^  {m  +  ny^'^^' 

Les  deux  autres  répondront  à  des  minimums  j  lorsque  m 
et  n  s^ont  pairs,  comme  ou  pi|ut  â'ejo^  assurer  par  l'exa- 
men des  coeffictens  différentiels ,  ou  plus  simplement 
encore,  en  faisant  *=:t  A  et  ar=:^i  A.  On  trouvera 
tottjotirs  un  résultat  positif  dans'  l'un  et  l'autre  cas ,  quel 
que  spitle  signe  qu'on  donne  à  ^ ,  ce  qui  prouve  que 
la  fonction  proposée ,  après  pvoîr  décru  jusqt^à  dévenir 
nulle,  ne  passe  point  au  négatif ,  mais  qu'elle  recom- 
fiiênoe  à  croître. 

104.  Je  eonsidérerat  encore  la  fonction  que  y  désigne 
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dans  rëquatioti 

y^  —  'jLjnxy  +  a?*-'— ^a'  =  o 
dont  la  différentielle  est 

{y  —  mx)iiiy  —{my  —  at)  d*  =  o  (49)  i 

il  Tiendra 

Qx       y  —  mx  ' 
d'où  Ton  tirera 

my^^x^ss^  o.        .    ,  . 

Pour  obtenir  la  valeur  de* ,  il  faudra  éombiner  cette 
dernière  équation  avec  la  proposée;  on  aura  par  ce 
moyen 

"^       m         m*  ' 


d'o6  il  résulte 


■^      ^  = 


d*y 
Il  reste  à  examiner  oe  que  devient  le  oôeffideut  -t-^. 

La  différentielle  seconde  de  Péquation  proposée  donne 
la  suivante,  ,    .  ^ 

que  la  éU{)^oàitioii  <ïe  -^  =  0  réduit  à 

d»r 

{y-rnx)  ~  +  l=o, 

et  d'où  l'on  tiré  t  * 

d'jK  ^      —  m 

en  mettant  pour  y  sa  valeur  en  «.  Il  faut  encore  sùbsti- 


\ 
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luer  celle  de  »  ;  en  le  faisant  on  trouTe 

3?  a  l/i— 1»^     .      • 

ce  résultat  étant  négatif ,  montre  que  la  valcar  de  y  y  i 
déterminée  ci*dessu8,  est  un  maximum: 

*    Exemple  de  Vanaljse  dune  courbe. 

io5.  On  divise  les  lignes  en  différens  ordres  d'aprè» 
le  degré  de  leur  équation^.  La  ligne  droite  forme  le  pre- 
mier ordre  >  parce  qu'elle  représente  l'équation  géné- 
rale du  ]^emier  degré  à  deux  indéterminées.  Les  lignes 
du  second,  et  du  troisième  ordre  sont  celles  dont  les 
équations  montent  an  second  ou  au  troisième  degré  ^  et 
ainsi  des  autres*  Newton ,  considérant  que  le  premier 
ordre  ne  renfermait  que  la  ligne  droite^  etque  les  courbes 
ne  commençaient  à  se  montrer  que  dans  le  second , 
diyisa  ces  derniëres  en  genres ,  et  ^onuna  courlis  du, 
premier  genre  les  lignes  du  second  ordi^ ,  courbes  du 
deuxième  genre  celles  du  troisième  ordi^e^et  ainsi  de  suite. 

Les  lignes  d'un  mèxne  ordre  se  subdivisent  en  espèces 
par  l^  considéçation  des  principales  circonstances  de 
leur  cours. 

S'il  était  possible  de  résoudre  les  équations  de  tous 
les  degrés,  rien  ne  serait  plod  facile  qu&de^suiyre  le 
cours  de  la  courbe  qui  représente  une  équation  al- 
gébrique quelconque.  En  effet,  ,suppQsoos  que  cette 
équation  étant  résolue  par  rapport  à  l'une  des  indéter- 
minées qu'elle  renferme,  ^,  par  exemple,  fournisse  les 
différentes  racines  JiC',  X\  XT,  etc.,  qui  seront  néces- 
sairement des  fonctions  de  x  et  de  constantes;  la  ques- 
tion  se  réduira  à  examiner  en  particulier  le  cours  de 
chacune  des  lignes  produites  par  les  équations 
j^^r,      y  =  X',     y  =  X",     etc., 
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lorsqu'on  àànne  k.xXoiiies  les  Yakur&  tant  positÎTCt  que 
négatires,  que  peuvent  admettre  les  fonctions  X^  Ji^, 
ICy  etc.,  sans  cesser  d'être  réelles.  Ces  lignes  seront 
autant  de  branches  de  la  courbe  qui  représente  l'équa- 
tion proposée. 

L'étendue  cle  chaque^  brancbé  isera  détélrihiàce  'par 
celle  que'Colttprennent  les  ditcnrses  solutions  dont  est 
susceptible  l'équation  qu'elle  représente  en  particulier. 
Si  parmi  les  quantités  JC,  X*,  X*,  etc^,  il  s'en  trouve 
qui  deviennent  infinies,  ou  dans  lesquelles  on  puisse 
supposer  x  infini ,  il  en  naîtra  des  braticlies  dont  le  cours 
sera  infini ,  puisqu'elles  pourront  s'éloigner  indéfiniment 
de  l'un  des  axes  ou  de  tous  les  deux  à  la  fois. 

Dans  les  courbes  algébriques,  une  branche  ne  s'ar- 
rête que  parce  que  l'expression  de  son  ordonnée  devient 
imaginaire  ;  mais  le  cours  de  la  tourbe  proposée  n'est 
pas  interrompu  pour  cela  :  il  arrite  seulement  alors 
que  deux  branches  se  réiinisseirt  ettecoAtiIttùent réci- 
proquement* On  s'en^ConvafcicitPeA'oB^ervknt  que  les 
valeurs  tinagiikaires  de  jt  sont  nécessia'iremcnt  eii  nombre 
pair,  et'  que  celles  «^on  même  cdtfpte  ont'lSté  x^celles 
et  .égales  a^ant    de    devenir  '  imagin^dltes.   En  '  ëSet  » 
l'équation  proposée    pouvant 'toujours  se  décdmpo'ser 
en  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  dejgré,  si  Ton 
représente  par  je*  *—  7,Py  +  Q  =î:  o  nn  de  ces  derniers, 
'  chx  verra  que  ses  racines,  PdL^P^ — Qj  ne  deviennent 
imaginaires  qu'à  cause  que  Q  devient  plus  grand  que  P*^ 
de  moindre  qu'il  était  d'abord ,  et  qu'il  y  a  par  consé- 
quent un  point  où  les  fonctions  de  x  que  désignent 
les  lettres  P  eX  Q,  sont  telles  que  P*=Ç,    ce  qui 
anéantit  la  quantité  ï*adicalc ,  et  donne  pour  y  deux 
valeurs  égales. 

Si  plusieurs  branches  se  coupent  dans  un  point  ^   il 
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arrivera  aussi  qu'un  pareil  nombre  de  valeurs  de  ^  de- 
Tiendront  égales. 

106.  Soit,  pour  exemple;^  l'équation-    , 
y^  —  gSay  +  ïooaV — *?4  =5  o. 
Cette  équatiofi  ,•  résobibfo'  i  k  mutiièf^  de  délies  du 
second  degré,  soit  par  ri^poTt  à  y^  «oit  par  rapport 
à  *,  donne.  -  ••  . 

y'4z±,  V48«*d:  V^23o4^*-r  looaV  +x^*;    ,. 
et  sî',  pouij.  abréger,,  on  fait    ^    ,   j      ^j,^.      .     „  . 

^  , .   .         23o4a^  ~  lopaV  +  J*^  =*^r 
on  en  threra  4ei|,  qivat^,^aleca:s     ;        *<>'.•.    ' 

^=-  V48a;+v/i^,(3)j,  ^K=—  \/Ik^^—V^  (4) » 

dont  il  faut,  diaprés  ce  qui  préeMe,  examiner  la  marebe, 
pour  déterminer  le  ccnm^  dès  lignés  qat'Iés:r^réseiitent. 
Oa  Toi^  d'alyrïni  qtte*1èft  Ttileurs  (3)  et  (4)  «^  ^^ 
férant  de  (i)  et  (ia)  qne  par  le  signe  >  doireM  doniiec 
des  hr«»cbesipàrèilleé^a'cellés^m  réaàheilt  de  «es^  dër**' 
'  nières ,  mais-sebietiteiit  ^kcé*^»lau^tesd1i^4le  Vexe  des  %, 
Dé  ^liis,  oommé k-'ifdttctâeh  JV  ne  renfét-ete q^^le^* 
puissances  paires  de  x,  elle  reste  la  même  lorsqù^én  v! 
chalige  +*cn  —-4^;  ainsi  le  côté  négaHSd^Fkifé  des  x 
doit  offrir  déâ  pallies  ^  la  coriiffce  pareille^  à  eelleë' 
qui  sont  du  côté  des  x  positifs,  en  sorte ^neoMte  courbe- 
est  partagée  par  les  axes  des  coordonnées,  en  quatre 
parties  égales  et  semblables  :  c'est  aussi  ce  que  Ton  voit 
par  l'équation  même,  qui  ne  cbange  point,  quelque  signe 
que  l'on  donne  à  chacune  des  variables  ^x  ^t  y* 

Examinons  donc  en  particulier  les  Taleurs  X^).^  (^)* 
£IIes  ne  peuTent  être  réelles  qu'autant  que  . la. yaleur 
de  N  tsX  positive}  mais  cette  fonction,  étant  ration- 
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ncllc  et  entière,  ne  saurait  changer  de'signe  qu'en  passant 
par  zéro  :  les  racines  de  Téquation 

ar*  — looaV  -J-a3o4a*  =  o, 
seront  donc  les  limites  des  valcfvrs  que  PcJii  peut  donner 
h  s.  On  ^ouTera  qaele{»#etoîetteenibre  de  cette  éqsa- 
tion  se  décompose  dans'  les  facteurs 

ar  — 6a,  jT+Sa,  x — 6a,  *  +  8a: 
il  sera  donc  négatif  quand  xy>pa  et  KJ^f  parce  jqu'alors 
un  seul  de  ses  facteurs  changera  de  signe;  ainsi  la 
courbe  ne  s'étend  point  au-dessus  de  la  partie  ih  Taxe 
des  abscisses  conf^rise  entre  itr^'Sa  ét\!r==8a;  mais 
^  depuis  x=:Sa,  N  deviendra  poiStriVè  potir  toujours. 
On  obseryera  ensuite  qu*à  "' 

3r  =  o,       *=6a,,.     xrrrÔa, 
répohdent^  dans  l'équation  (t),'les  yateurs 

F1G.Î16.  Cette  6qiiatioD^9rB«t4<^l^«  «f*  jUXW  t^ntiet^^t^g-'f^y 
qoi  s'ét^ind  4^, poH^t  D,ip^9(dan^ \1ii^^4Ç\a^  pwUt  F 
dont  rabfleiasc»W£^:s6a4  3f..'uaei-#^0Mparti#^«£rx, 
quviplkctAnidB^pokkii^^QBt  l'absci^^e-^lS  s'ét^o^ir 

à  rinfinidan^  l'angk  B4C,'<iik.,\e»:  x^i^^^hs  {y ,  sont 
posiM£k  ,.,,..  ,  ,  j 

L'équation  (n)., ne. donnera >  ccmi^e  J?éq«<i^tip^  c(4>» 
que  def  Taleur«.4iiii^Aire^  »iteiflFiFp6^^«*  .%=;s;ft<i 
mais,  aux  Yaleiirs-   .•,..♦  . -■   1  «  '  :M:>^*.i  fo>îc..  :-  ^-lun 
'.I      ■•  .»sa5o^^>-  «-ï=*6a'^  "'J*aai8»->ii  <-'.;Od"..i   -  » 
i^pondeot  •■/'       •*-»■  »?  i»j  .- m.-.  •  v^ ';  ;a 

^=3  0,  yr=i/48^,  :K«*i/48^%  '  "' 
qui  font  voir,  i**.  que  Péquation  (i*y  ddh'né  tiné"^ai*tife 
AF  qui  va  se  joitidre  à  la  partie  DF,  aU  point  F  oîi  les 
deux  racines  (i)  et  (2)  deviennent  égales.;  2®.  ^Jué  du 
point  Hj  sur  la  partie  HH  fourme  par  l'équation  (i). 
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part  une  portion  HK  résultante  de  l'éqnation  {7^)  clans 
laquelle  y  décf  oit  îusqu*a  aiéro  ,  lorsque  48^'*^  =  V^^/*, 
Ce  qui  indîqtke  le  pôînt  /  situé  sur  Taxe  Aei  x\  passé 
ôe-f oint,  v/iV  devenant  > /^Sa*,  la  râleur  (2)  est 
imaginaire  pour  toujours ,  et  la  portion  JII  £nil  à  sa 
jonction  avec  la  portion  correspondante!  située  au- 
dessous  de  l'axe  des  :c. /L'abscisse  ^/ est  évidemment 
déterminée  par  l'équation 

(48a»)»  =  23o4a4  —  looaV  +  *♦ , 
qui'  revient  à 

.flf^— ioo<i»k»  =  o, 
d'où  Van  tire 

*  =  o    et    .je=^±:ioa. 

L'abscisse  :r  =  o  étant  celle  du  pointa  déjà  indiqué» 
c'est  «=:  loa  4|tti -dmnela  point /,  .oii  se  termine  la 
partie  HI.  *  .    t        »  »    J 

Il  est  &  ^ro^èls  de  remalï^uér  qu&  lés  point»  A^  D 
et  if  sedél^rmii^tttient  iinmédiatemenf  ^ptiryéqtuctîM 
fffop69éif^f  ^  cb^^Aàtft  (sèiix  ^  la  eourltt^^naiMitreM 
axes  des  coordoAnéesr^'  et  que  la  diseussion  ^iiAMQnt«v 
analogue  à  oéUedePéqitatioii  général»  du'MODnd  ^degré 
{Trig.  I  il)  y  suffit  pour  faire  connaître  1-étenduc  des 
diverses  parties  ^  la  courbe»  mais  n'eu  doube.pas'la 
ÎQnsçûLeY^hàm  (Test  au opntraîm^ie'quje'fiiit. Fapplicar 
ti4mdi4  Calcul  dlfféusptiel  ^qui  de  jdhis^  abrlge  beaucouf^ 
laifcbçrcbe  desJimîtesdeabraiiGhesi  et.  a  l'avantage  de 
OKmtper  comment  cette  recherche  pourrait  s'effectuer 
lors  piéme  que  l'équation  de  la  courbe  propesée  serait 
d'un  degré  trop  élevé ,  pour  qu'on  pût  obtenir  l'ex- 
pression générée  de  Fui^e  des  variables  ».  par  le  mojen 
de  l'autre.  .     ,      . 

107.  Je  commencerai  celte  nouvelle  discussion ,  par 
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l'examen  des  braiiches  infinies  de  la  courije  proposée. 
L'inspection  des  valeurs  iey  (io6)  nous  a  déjà  fait  con- 
naître qte  cette  eotirbe  a  y  dans  chaque  angle  des  coor- 
nées ,  ^  ttse  brtf&c^  ipoCfr  laquelle  Ids  variables  x  ^  y 
sont  infinies  en  même  temps  ;  mais  sans  recourir  aux 
formules  citées^  si  Ton  fojt.y^s^.Uc^  l'équation  de  cette 
courbe  se  divise  par  x\  et  devient 

tV  —  96a»/*  +  ïOO«*  —  ar' :=  o  ^ 
d'où  l'on  twe  ' 

^  —  'ooa*--'96gV 

résultat  qui  donne  ar=.±;  infini ^  lorsque  t:=z  l,  et  ilors 
y  =  x.  '  :        ^    . 

Ott  aura  efisuite  (73) 

da:        «^  —  Soq,^x^  —  r*  +  48«?  v^ 

i,:;^  .^  .^  J^^ -. 49ay- 4.4 -f  5oa>x>  .   ,   .' 
^  ;,  "".  dx-  :  .  r   V^~48aV  :^-,-   ..  '       , 
expression»  qui,  loesqii'^n  rj.  met  p^r  j4  sa  valeur ,  se 

5oaV^48âV*       ^y— 56Ay 

dinif huent  sans  cëisse  à  mësurte  que  xtï  y  augmentât, 

et  dbrit' la  limite,  %»Hffx^fetY^=^>^  eàt  «éro. 
Oh  voilf  pWlà  t^S)  qUë  lar  ^cottiflj^'îikjpôsée  a  deiix 
asymptote^ /passant'par  roHgîrièites  ctebrdîiriàéiMî  Four 
achever  de''leà"détërtAlttër,   il  ftlnt  prendre  dèttas  1k 

même  hypoth^e,  la  limite  de. l'expression, der.^','Çt 

formant  ^toutes  lés  combinaisdtis  dés  signes  4-tet  *—^, 
on  trouvera  ±:  i  ,  ce  qui  fait  voir  que  les  asytnptotes 
cherchées  font  avec  l'axe  des  abscisses^  des  angles  dbo^^S  : 
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on  ne  les  a'poiat  tirées^  afm  de  ne  pas  trop  compliquer 
la  figure.  , 

io8.  Venons  maintenaut  aux  points  singuUers  de  la 
courbe  que  nous  dibeutons^  Son  ^nation  4ifiérentielle 
première, 

(j^^^Qa^y)djr  +  (5oa*x  —  ar')djr;:i:  o ,   * 
donne 

ày  ^_  jg^  —  5oa*x 

dx  j^— 48ûf*j^' 
En  égalant  à  zéro  le  numérateur  de  ce  coefficieht 'diffé- 
rentiel, on  trouve  »  =  o'et  x*— 5oa'=o.  La  pre- 
mière valeur  de  x ,  substituée  dans  l'équation  proposée, 
conduit  à  ^^=o,  et  y^=^  V^^  \  i^<^îs  comme ,  en  fai- 
sant Jc=o  et  r=o ,  il  vient  -^  =  - ,  il  imX^  mivant  le 

d*,      o 

procédé  du  n?  xxm>  ,^pâsser  À  réquation.différeiiJti^le  se- 
conde, que  la  supposition  ci- dessus  réduit  à 

— 48a%«+5qa'djc^  =  o,  "^d'où    ^«=^\/^- 

II  suit  de  ces  yaleurS;  qu'au  point  A^  la  courbe  est 
touchée  par  deux  droites,  faisant  avec  l'axe  des  abscisses 
des  angles  dont  les  tangentes  trigonométriques  sont 

etsqtfeo^est  ^i?  oonséqu^nt  ivi^poipt  muUîpla  (85).  ' 

Bonir  4cb«fi9ip,  deiAV^m^aî^t^  )^  îfmvB»  4e  jUtiCpiirbe  > 

ce  foiot,  cil  £uat  .««TJ9ir.de -qudi^cdji.  les  l^chçs 

touraent  leur,  oonc^vité,  «t  déterâôper  içn  conséquence  le 

dV 
signe  de.  ~  ava^t  et  après,  ce  qui  pourrait  entraîner 

dés  longueurs,  a  cause  que  les  deux  yaf  iab{ç8  entrent  a 
la  fois  dans  son  expression.  On  arrive  plus  promptement 
but ,  ja      cherchant  la  valeur  de  ce  coefficient  donnée, 
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pour  le  point  inéme,  par  l'équation  différentielle  troi* 
sièine)  que  la  supposition  de  x=zo,  ^s=zOf  réduit  jt 
i44û^*dj'd*^  =  0;  et  d'où  il  faut  nécessairement  con- 

dure  ^4^^»  fm9ffaa  ^  n.'c«t    pas  md.  he  mwaà 

coefficient  différentiel  étant  égal  à  zéro ,  passons  au 
troisième  qui  se  tire  de  la  différentielle  quatrième. 
Celte  dernière,  en  y  faisant  .*,  y  et  d^y  nuls,  se 
réduit  à 

—  4.48a%d'V  +  6d^<  —  6da?<  =  o  ; 
l'on  en  dçduit  alors 

d*d*^     dap*  '     dr*     ±:32^»^j|' 

en  mettant  pour  —  sa  valeur dz  \/  ^.  Par  ce  moyen 

l'expression  de  la  distance  entre  la  courbe  et  sa  tangente, 
pour  l'abscisse  x-^h  (76),  devient 

32aV/|f  1.2.3 

ce  qui  montre  que  la  branche  touchée  par  la  droite  AL 

.  .  '       dy 
qui  r^nd  à  la  valeur  positive  de  ^,  est  au-dej{sus  de 

cette  droite  du  côté  des  abscisses  p^itivês,  et  an-des- 
sous ,  du  côté  des  absôsses  négatms,  et  que  le  contraire 
a  lieu  pnour  la  branche  touchée  par  la  droite  jiL'"^  que 
par  conséquent  chacune  des  branches  de  la  courbe  subit 
au  poii^t  A  une  inflexion. 

.  109.  Je  reviens  aux  valeurs  j'=±:  V^g6a^=±:4»  V^ë. 

Elles  rendent  véritablement  nulle  l'expression  de  ^ , 

puisqu'elle  ne  font   pas  évanouir  son  dénominateur: 
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ainsi ,   aux  points  D  el  Z>^  q.iie  ces  Talejurs  iadiquenti 
la  tangente  est  parallèle  à  Paxe  des  abscisses. 
On  reconnaîtra  qu'^îi  poipt  D  Pordonçée  est  uô  mmsi^ 

im»i^  positif, -soît  endfe^ehantce qae^AeyfeBt  -^  (toz), 

sQÎt  en  s'assurant  que  l'ordonnée  qui  la  précède ,  et  celle 
qui  la  suit  immédiàlement ,  sont  toutes  deux  plus  pe- 
tites. Ces  deu%  moyens  sont  également  faciles  ici ,  d'abord 
le  deuxième  ;  puisqu'on  aies  valeurs  de  y  (io6)^  et  qu'il 
s'agit  de  celles  où  le  second  radical  a  Je  signe  -i-. 
Quant  au  premier  moyen,  l'équation  différestic^Ue  4^ 

conde,   en  y  faisant  «  =  o,  ^=±1/9^^  et  t^=o, 

d*y 
donne  tout  de  ^uite  la  yaleur  de  ~ ,  avec  le  signe  -î- 

lK)ur  le  point  D,  ce  qui  indique  bien  un  maximumj 
et  avec  le  signe  +  pour  le  point  Z?',  qu'il  faut  con- 
sidérer comme  un  minimum^  puisque  toute  augmenta- 
tion dans  le  sens  négatif  revient  à  un  décroissement 
par  rapport  aux  quantités  positives. 

Il  reste  encore  à  examiner  les  racines  de  l'équalion 
ar*  —  5ba*  ==  p ,     savoir     «  =:  ±;  Sa  j/  a. 
En  les  substituant  dansPéquation  proposée,  elles  rendent 
imagijaair^  h»  expresaioiis  de  y^  et  par  oenséquent 
Q^ppartiejQknent  ^{M^iniài^xoiiribe. 

no.  GbmhcAup  tumitetiaiitlès  vàleors  de  «  et  de  j^» 

'        dy   ' 
qui  peuvent  rendre  infinie  celle  de  ip.  Égalons  pour 

cela  jspn. dénominateur  à  aséro,  ce  ,qui  fionruira  Péqna- 
tien  j'^— 48a*  j^=:o,il'oii  il  résulte  ^=0  et  y=^:±.  ^^à^. 
La  preinière  valeur,  mise  dans  Péquation  de  la  courbe  p 
donne   looaV  — a:^=0}  et  l'on  en  conclut  arrro, 
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x  =  dli oa.  La  racine  x  =  o  indique  encore  le  point 
multiple  placé  à  l'origine  A -y  les  deux  autres  répondent 
aux  points  /  et  /,  oh  la  courbe  rencontre  de  nouTeau 
l'axe  des  abscisses ,  mais  de  manière  que  sa  tangente 
est  perpendiculaire  à  cet  axe,  puisque  les    valeurs 

«=±ioa  ne  font  point  éTanoulr  le  numérateur  de  -r^. 

dx 

On  Toit  que  ce  sont  les  points  à  partir  desquels  les 
valeurs  de  y ,  où'  le  second  radical  a  le  signe  — ,  de- 
viennent imaginaires  pour  toujours.  On  pourrait  les 
considérer  comme  des  maximums  par  rapport  à  la  va- 
riable a;  et  à  l'axe  j4C\  et  on  les  constaterait  par  Pexa- 

considérant,  dans  les  di£Férentiations ,  x  comme  fonc- 
tion de  y,  au  lieu  de  prendre  y  pour  une  fonction  de  x. 
Les  deux  dernières  valeurs  j'=±:  V^4^=— 4«  1^3  > 
conduisent  à  x=±6a,x=±.8a'y  l'un  de  ces  résultats 
fait  connaître  le  point  F  et  ses  analogues,  l'autre  le 
point  H  et  ses  analogues.  Dans  tous  ces  points  la  tan- 
gente est  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses  3  et  la 
courbe  n'ayant  point  d'ordonnées  réelles,  depuis  arz^&i 
jusqu'au  a?  =  8a,  c'est-à-dire  sur  l'espace  -EG,  cette 
circonstance  suffit  pour  faire  voir  comment  elle  doit 
être  tournée  à  l'égard  de  sa  tangente,  aux  points  Fet  Jff. 

III.  Après  avoir  déterihiné  la  nature  de  tous  les 
points  singuliers,  indiqués,  par  le  coefficient  dîfierentiel 
du  premier  ordre,  il  faut  encore  chercher  si  les  coeffi- 
ciens  des  ordres  supérieurs  n'en  manifesteraient  pas 
d'autres.  Pour  cela  il  faut  considérer  d'abord  le  <5û€f- 
ficîent  différentiel  du  second  ordre  j  son  expression  gé- 
nérale est 


teRe  âeTient  |/ lorsque  x  et  j  sont  «uU^  in^poUi 
n^aTons  point  à  nous  arrêter  sur  ces  vaileUrs ,  paiaqoe  h 
point,  ji  auquel  tlllfis  appartiennent  «st  siiffisaBnnent 
discuté   (io8).  ,  .  .      , 

La  supposition  de  ^•— 48«*=o,  qui  fait  éranouir  1« 
dénominateur ,  nç  doit  pas  nous  art^ter  pou  plo^  ^  payw 
que  nous  savons  qu'elle  répond  aux  points  F  et  If^  1 1  o)  | 
mab  le  numérateur  étant  égalé  ïi  lérp^  donner^  uns 
équation  qui  peut  indiquer  d'autres  valeurs  que  les  pré» 
icédentes.  Cette  équation  est 

3**  -  5oa»- (3j^-.  48«*)  ^!  =  o  j 

dv 
il  jfa^t  en  chasser  j^  an  mojem  de  son  expression -géné- 
rale j  et  fkire  disparaître  les  dénominateurs  :  on  obtiendra 

(3jc*-5oa')(j^'— 48aV)'---(3j'^4^*)(«'~5oa'*)»==o , 

irésiftitat  evquel  en  peut  donfter  la  fbrme 

/(y»— 48à*)'(3ar«— 5oa*)  — Ar»C«*— 5oa*)*(3^*-  48a*)  =  0. 

Si  maintenant  on  observe  que  l'équation  proposée  re* 
tient  elle*i9ém^  à 

Cr»—4&i»)^-(«»— Soé*)* -f  19604= o , 
et  ^aa   prenne  dans  cette  équation  la  valeur  de 
{y^  — 48a*K  l^^  1*  substituer  dans  là  précédente,  on 
trouvera  >  epirës  les  réduetîons, 

(«»— Soa^y  (l5j^*  —  ^3^)  +  gSay  (3*«  —  5oa*)  =  6. 
En  tirant  de  cette  dernière  la  Talenr  de  ^*  pour  la  subs- 
tituer dans  la  propoiée  ^  on  aura  «ne  équation'  finale 
Cak.  diff.  1 1 


qui  ne  contiendra  plus  que  x,  et  dont  il  faudrail 
discuter  lés  racines,  ainsi  que  \e  Val  fait  dans  les 
articles  précédens  ;  mais  comme  la  marche  des  branches 
de  la  courbe  indique  suffisamment  l'existence  des  points 
d'inflexion  /iC  ^  placés  entre  les  points  ^et  /,on  pour- 
rait se  borner  h  la  résolution  de  Péquation  finale  dont 
nous  venons  de  parler,  pour  obtenir  la  valeur  précise  de 
l'abscisse  des  points  iSC^  ce  qui  serait  encore  fort  dîfH- 
teile,  à  cause  du  degré  auquel  s'élève  cette  équation  : 
ainsi'  il  sera  souvent  nécessaire  de  recourir  à  des  moyens 
{Particuliers^  pour  déterminer  les  points  singuliers  des 
courbes.  Le ' développement  dé  l'ordonnée  en  série, 
est  un  de  ces  moyens;  mais  il  ne  saurait  entrer  dans 
un  traité  élémentaire  (*). 

Des  courbes  transcendantes, 

lia.  Je  n'ai  considéré  jusqu'ici  que  des  courbes  al- 
gébriques; je  vais  maintenant  faire  con^iaître  quelques- 
unes  des  courbes  transcendantes  les  plus  remarquables: 
on  nomme  ainsi  celles  dont  l'équation  ne  peut  s'obtenir 
en  termes  algébriques.  Je  m'occuperai  d'alxn*d  de  la 
Logarithmique  ou  de  la  courbe  dans  laquelle  les.  or- 
données sont  les  logarithmes  des  abscisses.  La  manière 
la  plus  simple  de  la  constr^iire  par  points >  afin  de  s'en 
former  une  idée,  est  de  diviser  Taxe  des  abscisses  en 
parties  égales,  pour  représenter  les  nombres ^  et  de 
prendre  les  logarithmes  correspondans.4ai)s  les  tables, 
pour  les  porter  sur  les  ordonnées. 

Suivant  ce  procédé,  son  équation,  est  ^.==lr;  et 
quand  on  prend  af  =  i,  il  vient  j'  =  o,  ce  qui  fait  voir 

■  II—    ■  ■  '         ■       Il  I  ■        ■■!  ^>>^    I      I         ,    ^  I  ■    .» 

.      .  t  '  '  '  '  '         ■ 

C*j  Oo  en  trouvera  lef  prind pot  dans  te  le*"  vol.  Hn  Ttàh^  iri-4*» 
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t|u'èUe  rencontre  Taxe  j4B  au  point  E ,  fig.  ^^  ,  ou  wiq.ii^, 
l'abscisse  AE  est  égale  à  l'unité.  La  branche  EX, 
t|ai  répond  aux  abscisses  positives  plus  grandes  que^ 
l'unité,  est  infinie ,  puisque  les  logarithmes  de  ces 
absdsaes  croissent  toujours.  Da^s  la  pdsïie  AE  y  o& 
les  abscisses  sont  des  fractions,  les  ordonnées  sont 
négatives  et  augmentent  à  mesure  que  ces  fractions 
dimimient  >  en  sorte  que  la  branche  Ex  a  pour  asymptote 
la  partie  négative  Ac  de  l'axe  des  ordonnées  :  enfin  la 
logâritlimique  ne  s'étend  point  du  côté  des  abscisses 
iiéga1;^ves,  parce  que  leurs  logarithmes  sont  iuiagi« 
naires  (*). 

En  faisant  faire  un  quart  de  révolution  à  la  figure, 
les  abscisses  cleviennent  les  ordonnées  ;  on  a  s=l^;  et  si  a 
désigne  1«  base  du  système,  il  en  résulte  l'équation  y=ia'y 
dans  laquelle  les  logarithmes  sont  les  abscisses. 

On  peut  alors,  pas  des  ^moyennes  proportionndleS 
tirées  du  cerde ,  trouver  autant  de  pdnt^  qu'on  von* 
dra  de  la  log^itbmique ,  puisqu'aux  abscisses 

*  =  i,    *  =  |,elc.,    «=J;,  etc., 
répondent  les  ordonnées 

yzrzYa.ty  yz=z j ,etc.,  y=\/i.ya.i,  etc. 

Joignant  à  ces  valeurs  de  y  celles  qui  Se  présentent 
d'elles-mêmes ,  lorsque  x  est  un  nombre  entier,  on  aura 
no  procédé  graphique  très  simple  >  pour  tracer  par 
points  une  logarithmique,  sans  le  secours  des  tables. 

Il  est  visible  que  les  logarithmiques  ne  diffèrent  qu'A 
raison  de  la  base ,  ou  du  module  du  système  qu'elles 
représentent 

'  '  '  '  ■     «  i         ■     ,.11  I  4       p., 

(*)  Poyez ,  h  la  fin  de  cet  ouvrage,  la  note  B ,  ei  le  l«r  v;ol4  dit 
Traite  iû-40. 

tt.. 
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1 13.  En  différentiant  Féquation  j^  =  b  ,  il.  Tient 

on  voit  par  là  qae  la  tangente  de  cette  courbe  est  p^- 
pendicttlaire  à  la  ligne  des  abscisses  lorsque  s  =;=  o  ^  et 
qu'elle  ne  lui  est  parallèle  qiiten  supposante;  infinie (83). 
L'expression  générale  de    la  soutangente  (66)   donne 

pj»--.fj2f.  niais  en  chassant  y  y  on  introduit  le  loga- 

ritbme  de**,  ainsi  cette  expression  est  transcendante. 
Cependant,  en  prenant  la  soutangente  OD  sur  Paxe  AC, 

on  aura  OD  =  ^r^  =  M^  résultat  bien  remarquable, 

d* 
puisqu'il  montre  que  la  soutangente  OD  est  cons- 
tante et  égale  au  module,  pour  tous  les  points  de  la 
courbe*  On  trouverait  de  même  que  la  tangente,  la 
sounormale  et  la  normale,  prises  par  rapport  à  Faxe 
ABj  sont  transcendantes  à  cause  que  l'ordonnée  j^  entre 
dans  leur  expression,  mais  qu'elles  deviennent  algé- 
briques, lorsqu'on  les  considère  à  l'égard  de  l'axe  AC, 
Je  passe  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure.  On  à 

,    iy^         :^+M^         d>_         M 


d'où  (80        y^—mr^ 


x^-hM^ 


Je  ne  m'arrêterai  point  à  considérer  la  développée, 
qui:  serait  nécessairement  transcendante  \  j'observerai 
seulement  qu'on  pourrait  obtenir  immédiatement  Téiiua- 
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tloa  différeutielk  de  cette  courbe  y  en  élimioant  par  le 
moyeu  des  valeurs  de  y  —  fi,  de  «  —  a  et  de  leurt  dif- 

férëntiélles^  x,  dx  et  dy, de  Féquation  dy=^M  — • 

II 4-  La  cycUndê  on  la  courbe  décrite  par  un  point 
pris  sur  la  circonférence  d*uh  c«rcle,  pendant  que 
ce  cercle  roule  sur  une  ligne  droite  donnée  de  posi- 
tion ,  est  encore  une  courf>e  transcendante  ;  la  rela- 
tion entre  ses  ordonnées  et  ses  abscisses ,  dépend  des 
arcs  du  cercle  générateur  :  voici  comment  on  peut 
l'exprimer. 

L'origine  du  mouvement  du  cercle  étant  arbitraire , 
je  la  prends  an  point  A,  fig,  ^  ,011  le  point  décria  fig.38« 
i>ant  M  se  trouvait  sur  la  droite  AB  parcourue  par 
le  cercle  générateur  QMG.  Puisque  ce  cercle,  en  rou- 
lant 9  appKque  successiveiiient  tous  les  points  de  sa 
circonférence  sur  la  droite  AB ,  il  est  évident  que 
lorsqu'il  est  parvenu  dans  une  situation  .quelconque 
QMô,  la  distance  ^Q  est  ^ale  à  l'arc  MQ ,  com^ 
pris  entre  le  point  M  qui  touchait  la  droite  AB  ett  A, 
et  le  point  Q  qui  la  touche  dans  la  position  actuelle. 

Si  l'on  élève  $nr^B,  parle  point  Q,la  perpendiculaire 
QO,  qui  passera  par  le  «entre  du  cercle  générateur, 
et  qu'on  mène  MN  paraHfele  à  AB  yMN  sera  le  sinus 
de  l'arc  ifcf  Q,  et  KQ  en  sera  le  sinus-verse  {Trig.  5). 
Posant  donc         QO=ra,  AP^x,  PM=zQN=:y, 
on  aura 

jp=^Ç— PQ=  arc  Af Q— sinMÇ,  y  =  sin. yerheMQ, 
MN  =  sin  MQ  =  v/âaj'— j"; 

et  en  faisant  usage  de  la   notation  employée  sur  la 
page  59,  on  écrira  ^ 


>^  «TiiAiTi  àiàtoaiTàinE 


X  =:  arc  (sin.  verse  =  ^)  —  ^^ay  —  y\ 
G  est  là  VèE[iiation  primitive  de  ta  cycloïde  (*). 

L'ara  J4Q  peut  aussi  s'indiquer  par  son  cosinus  01^^^ 
ou  a— ^  :  ou  le  fait  disparaître  par  la  différentia- 
tion  y  en  se  servant  de  la  formule  du  n^  36 ,  dans  laquelle 
on  change;  fiew  ayutti  a^^y^  9  en  M(l •,.  on  trauve 

d.arcil/Q=— ^-^, 

et  l'on  a  ensuite 

y^ay^y^         V  ^ay—y""*^ 
,  yày 

telle  est  Téqualion  différentielle  de  la  cydoïde. 

Lorsque  le  point  de  contact  est  parvenu  à  une  dis^^ 
tance  AI  égaie  à  la  demi  -  circonférence  du  cercle 
générateur,  le  point  décrivant  se  trouve  en  K\  et  son 
élévation  au-dessus  de  AB  est  égale  au  diamètre  de  ce 
cercle  ;  il  descend  ensuite  jusqu'au  point  L  ^  où  le  point 
de  contact  a  parcouru  une  distance  AL  égale  à  b  çir- 
conjférence  entière. 

(^)  Si  roa.Vbnlaic  construire  la  cycloïdepar  points,  il  sersic 
com^mode  d'eniplbyer  les  ubles  trigonomëtriqnes  ;  «t  comme  elles 
sont  calculées  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  Tnnitë  ,  il  faudrait 
prendre  dans  ce  cercle ,  un  arc  t  du  même  nombre  de  degrés  qoe> 
Parc MQ  ;  on  aurait 

arc  MQ  =iat,  sin7HQ^=M  sin  t ,  sin.  verse  MÇ=a  sin.  yerse  t  ^ 
et  par-  conséquent 

X  =  a{t  —  sin  t),        y  =  a  sin.  verçe  r, 
on,  ce  qui  est  la  même  ^chose  , 


iarc^iin.  verse  ss      j—  V^'àay^y  f. 


T^a  cycloïde  n'est  pas'  ternimée  à  ce  point ,  car' rien 
ne  limite  la  durée  dn  mouvement  du  ccarde  générateur. 
OndoitUen  observer,  dans  la  description  de^' eôurbes , 
que  les  /diverses  parties  résultantes  d'une  même  cons- 
truction ou  d^un  même  mouvement,  appartiennent 
tontes  à  la  même'  courbe.  Ainsi  le  cercle  QMGien  con- 
tinuant de  rouler  sur  la  droite  ^^,  au-delà  du  poifit  L; 
décrit  une  suite  de  portions  semblables  à  jéKL  ;  et  il 
faut  en  concevoir  autant  sur  la  gaudie  du  point  A , 
puisque  le  cercle  a  pu  n'arriver  à  ce  point  qu'à  la  suite 
d'un  mouvement  commencé  depuis  un  ténips.  infini. 
L'équation  de  la  courbe  conduit  à  ces  remarques;  car 
rien  n'empêche  d'y  supposer  l'arc  MQ ,  augmenté 
oa  diminué  d'autant  de  circonférences  qu'on  voudra» 
Ou  voit  d'ailleurs  que  y  ne  pourra  jamais  surpasser  2a. 
Il  suit  de  là  que  Id  cjcloïde ,  conçue  dans  toute  l'éten- 
due qu'elle  doit  avoir ,  peut  être  coupée  en'une  infinité 
de  points ,  par  une  même  ligne  droite. 

1 15.  Rien  n'<est  plus  facile  que  d'obtenir  les  expres- 
sions de  la  soutangente  et  de  la  tangente ,  '  de  la  sou-^ 
normale  et  de  la  normale ,  dans ,  cette  courbe.  On 
trouve,  par  les  formules  générales  du  n®  66, 

On  peut  construire  ces  valeurs  d'une  manière  très 
simple;. car  il  est  aisé  de  remarquer  que  PAf  ou  y  étant 
considéré  comme  l'abscisse  QN  dans  le  cercle  généra- 
teur Qifef  G,  la  valeur  donnée  ci-dessus  poui'  PB.  est 
précisément  celle  de  l'ordonnée  MS  de  ce  cercle  \  et 
que,  par  conséquent,  la  normale  se  confond  avec  la 
corde  de  l'arc  iWQ,  comme  on  peut  le  voir  aussi  par 


]66  nûirA  jÉLinniTAiBE 

l'iîxpp^ion  de  MM.  Il  $uit  de  là  que  la  tangente  MT 
e#t  U  proiODgenBkent  de  la  corde  ÈfG.  Mamtenantsi  Pon 
décrit  «nr  JHSip  oomiae  diamètre,  ub  œrde  qui  sera  égal 
au  eerele  ^nérataur,  et  qin^  l'on  proloa(^  k  droite 
JtfiV  JmipiWyn.y  il  est  TÎaible  qoa  leaeonleB  m/el  »X; 
-sar^iQt  ^alè»  et  parallèles  anx  cordes  Jlf  Q  et  MG\  il 
çttjBira  donc,  pour  construire  la  tangente  et  là  noi^ 
laale  dai»  un  point  donné  M  »  de  rapporter  te  point 
sttr  le  cercle  fixe  ImK,  en  tirant  la  droite  Mm  pa- 
ridlUe  à  JS ,  et  de  mener  eoniite  MT  parallMemeiit 
à  i»«:»et  MQ  p^rallèlem^t  à  m/  O. 

1 16.  Je  passe  à  la  recherche  du  xs^yQJh  de  courbure. 
En  difiërentiant  l'équation 

^'obtiens  >  puisqui&  dj|  «st  oonstant  > 

réduisant  et  dîrisant  par  y ,  il  vient 

o  =  (2aj^— ^•)  d V  +  aày  ^ 
d'oi  je  tire 


substituant  cette  Talenr  et  celle  de  d^  dansPexpfessioH 
du  rayon  de  courbure  (81) y  je  trouve,  après  les  rédùc- 

m * Il    ■     ■     ■ mm^  ,m. ■  i  ■  i       i.  ■        i     ■  i  *■ 

(*)  Si  l'oa  plaçait  «u  point  /  l'origme  âe%  abicisses ,  on  aurait 
PI=s:  MnvssMm  H-  miij  auiia ,  dans  le  paraUélofsramiae  MQIm , 
dîmsxJQ,  et  déplus 

IQ=:M-^AQz:^QMG--arcQ3i:=z9gcGM=mKm: 
donc  Mn:=AToKm'^êiuKin,  ce  qui  rend  bbo.  Cactle  la  cooi- 
tnictiûn  de  la  courbe,  par  poinu,  en  donnant  diyerseï  valenrs^à  iSTm.. 
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tions  BCtfcssaires^ 

5.  L  „, 

^  y  =r  2*  (aj')*  =  2V/2a/. 

Ce  résultat  fait  voir  que  le  rajon  de  courkare  MM' 
est  double  de  la  normale  MQf  et  qu'il  ne  peut  par  con- 
séquent devenir  plus  grand  que  le  double  du  dîaoïètro 
du  cercle  générateur  ^  diaofiëtrequî  est  à  la  fois  l'ordon- 
née et  la  normale  au  point  £  do  la  cycloïde ,  correspond 
dant  à  l'abscisse  jil  (ti^). 
JUes  expressions  de  x  —  *  et  de  j^-^ifi  donnent  ensuite 


on  conclut  de  là 

j'=  — ^,         4r  =  «— aV/-i-2ay8  — i?. 

£a  sobstîtoant  ces  valemrs  dans  PéquatfOa  plrimiti?e  de 
la  cycloïde^  et  réduisant,  on  obtient 

«  =arc(sîn.Wse  ==  — /8)  +  V^ — ^^  —  /^*> 
résultat  qui  a  beaucoup  d'analogie  avec  cette  équa- 
tion. Le  radical  V^— 2a/8 — fi^  devient  semblable  à 
|/aaj^*— ^*  lorsqu'on  fait  /3= — 2a  + /S',  ce  qui  re- 
vient à  prendre,  au  lieu  de  l'ordonnée  EM',  toujours 
négative ,  l'ordonnée  P^M'  rapportée  k  un  axe  j4'B* 
placé  au-dessous  de  AB ,  à  une  distance  Â'I  =  aa. 
Par  cette  transformation,  il  vient 

#=arc(8in.verse^=aa— ^/S^)4*  i/ao^—jS'»; 

puis,  si  Pon  observe  que  deux  arcs  dont  les  sinus  verses 
réunis  composent  le  diamètre,  sont  supplémens  l'un' 
de  Pàttlre,  et  qu'on  désigne  la  demî-circonférence  ^ar  tc, 
on  pourra  écrire 

« = a- — arc  (sin.  verse  =  fi^)  +  y/aa/  — /* . 

Prep^nt  enfin  «f  =  îr — /,  c'est-à-dire,  substituant  à 
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l'abscisse  AE,  l'abscisse  A'P'  z^JI^^  ^E,  il  viendra 

«  =arc  Csîn.  verse  =  fi')  —  [/^afi' — fi'*, 
équation  d'une  cycloïde  dont  l'origine  est  au  point  j4\ 
et  décrite  sur  l'axe  A^B\  par  le  même  cercle  généra- 
teur que  la  proposée,  mais  dans  le  sens  A'B'  contraire 
à  AD. 

La  même  conséquence  peut  se  tirer  immédiatement 
de  la  détermination  du  rayon  de  courbure.  En  pro- 
longeant la  droite  GQ  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  A'B' 
en  Q',  et  menant  Q'M^,  on  formera  les  triangles  GMQ 
et  QM'Ç[  égaux  entre  eux;  l'angle  QAf'Q' sera  donc 
droit;  et  si  l'on  décrit  sur  (^Q'y  comme  diamètre ^  un 
cercle,  il  passera  par  le  point  M'y  et  sera  égal  au 
cercle  générateur.  Cela  posé,  puisque  l'arc  itf'Q'  est 
le  supplément  de  IHfQ ,  qui  lui-même  est  égal  à  MQ^ 
on  aura 

arc  M'Q'  =  QMG  —  arc  MQ 

z=zAI—AQ^=Ql  =  A:q, 
ce  qui  montre  bien  clairement  que  la  développée  A! M' A, 
est  une  cycloïde  décrite  par  le  cerclé  QM'Q',  roulant 
sur  A' B",  de  A'  vers  B' , 

Il  suit  encore  de  ce  qui  précède,  que  la  cycloïdè 
«st  rectifiable,  puisqu'elle  est  elle-même  sa  dévelop- 
pée, et  que  l'expression  de  son  rayoA  de  courbure 
est  algébrique  ;  et  on  en  déduira  ce  résultat  curieux , 
que  la  longueur  de  l'arc  A' M' A  y  ou  de  son  égal 
AMK ,  qui  compose  la  moitié  de  brancbe  décrite  par 
une  révolution  entière  du  cercle  générateur,  çst  préci- 
sément la  même  que  celle  de  A'K^  ou  le  double,  du  dia* 
mètre  de  ce  cerqle. 
'     Il  faut  remarquer  aussi  quo  le  coefficient  différentiel  du 

«econd  ordre  j— ,  étant  égal  à ^ ,  est  toujours  né^ 
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gatif,  et  qu'il  devient  inCni  ainsi  que  -p ,  quand  ^  =  o , 

ce  qui  arriTe  lorsque  l'arc  MQ^  est  nul  ou  égal  à  un 
multiple  quelconque  de  la  circonférence  :  lacjcloïde  est 
donc  concave  vers  son  axe^  et  les  points  A  y  Z,  etc.^  où  se 
touchent  ses  diffiérentes  branches ,  sont  des  points  de  re* 
broussement  de  la  première  espèce ,  dans  lesquels  la 
tangente  est  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses  (83). 

117.  Les  spirales  composent  encore  un  ordre  de 
courbes  transcendantes,  remarquables  par  leur  forme 
et  leurs  propriétés.  Voici  comment  s'engendre  celle 
qu'imagina  Gonon  de  Syracuse,  et  dont  Archîmède 
découTrit  les  principales  propriétés. 

Pendant  que  le  rayon  AO ,  fig,  29,  se  meut  unifor-  f:o.»c>i 
mément  autour  du  centre  ^  du  cercle  OGO^  un  point 
mobile  ,  parti  de  ce  centre,  parcourt  de  même  la  ligne 
AO  y  et  avec  une  vitesse  telle ,  qu'il  arrive  au  point  O , 
lorsque  cette  droite  achève  sa  révolution.  Il  suit  dé  là , 
que  y  pour  un  point  quelconque  M  de  la  spirale 
AMOM'X,  le  rapjx>rt  de  AM  à  AN^  est  le  même 
que  celui  de  l'arc  OGN  à  la  circonférence  0G0\  mais 
comme  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  le  point  décrivant 
continue  son  mouvement  au-delà  du  point  Oy  sur  le 
rayon  prolongé  >  et  que  ce  rayon  peut  lui-même  faire 
un  nombre  infini  de  révolutionis ,  la  courbe  AMO  se 
prolongera  en  tournant  toujours  autour  du  point  A , 
de  manière  ^ue  le  rapport  entre  la  distance  de  chacun 
de  ses  points  au  point  A  et  le  rayon  du  cercle,  soit 
égal  à  celui  qui  se  trouve  entre  l'arc  parcouru  par  le 
point  Oy  depuis  le  commencement  du  mouvement,  et 
la  circonférence  entière.  En  il/,  par  exemple ,  où  le 
rayon   AN  a  fait  une  révolution  plus  l'arc  OGN^  oix 
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AM'  _  OGO+OGN 
AN~        OGO 

Si  donc  on  fait 

OGN=zt,      AM^u, 
/  et  que ,  preaanl  pour  unité  le  rayon  AN^  on  représente 
par  2r  la  circonférence  OGO^  il  viendra  m  = — . 

Les  variables  de  cette  équation  sont  ce  que  les  géo- 
mètres appellent  des  coordonnées  polaires.  Le  centre  A 
du  cercle  OGO,  se  nomme  \epâle  j  la  ligne  ^M, assa-^ 
jettie  à  passer  toujours  par  ce  point,  est  le  rayon  vec- 
feurj  et  tient  lieu  de  l'ordonnée  de  la  coufbe ,  tandis 
que  l'angle  parcouru  par  A  M  et  mesuré  par  Tare  O  GN , 
remplace  Fabscisse. 
.     Pour  avoir  égard  aux  signes  de  ces  coordoni^s,  il 
faut  d'abord  prendre  les  arcs  négatils  dans  le  sexis  con- 
/  traire  à  celui  qu'on  a  clioîsi  pour  les  arcs  positifs.  Ce 
dernier  étant,  par  exemple  OGO,  l'autre  doit  être 
OG'O,  Les  valeurs  négatives  du  rayon  vecteur  doivent 
aus$i  se  trouver^  par  rapport  au  pôle,  du  côté  opposé 
iric.3o.  aux  valeurs  positives.  Dans  la  figure  3o,  f^i  p<M*té  les 
rayons  vecteurs  négati&^  non  pas  sitr  la  partie  qui  passe 
par  l'extrémité  de  Parc  OG'N' ,  mais  sur  son  prolonge- 
ment An\  c'est  ainsi  que  tombe  la  sécante  trîgonomé- 
trique,  quan,d  elleest  négative  (Trig.j  note*du  n®  77). 

£n  opérant  de  cette  manière ,  sur  la  courbe  précé- 
dente, on  trouve  une  seconde  brancbe  Aijm  ,  et  die 
prend  la  forme  tracée  sur  la  figure. 

La  spirale  que  je  viens  de  considérer ,  et  qui  porte 
le  nom  de  spirale  d'Archimède,  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier des  courbes  que  représente  l'équation  u  =:  fl<*A 
Il  désignant  un  exposant  quelconque. 
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Tuat  que  n  est  un  nombre  positif,  les  spirales  données 
par  Véqaatîon  u'=s:ai\  preiment  lettr  origine  au  point  A  ; 
nMt&qttaDd  n  est  négatif/  u^  d'abord  infini,  lorsque 
^  ^s  o,  diminue  à  mesure  que  cet  arc  augmente ,  et  à 
chaque  nouvelle  révolution,  le  point  décrivant  s*ap« 
proche  du  point  A  sans  pott?otr  jamais  y  atteindre. 

Lorsque  n  =-<»i ,  la  courbe,  dont  l'équatibn  e^  alors 
urza^'',  ou  utpzay  et  qui  se  nomme  spircde  hyperbo^ 
lique^  st  en  outre  une  asymptote  droite.  En  effet  i  si  l'on 
pose  successivement 

*=i?    =i,    =i,    =J,  etc., 
les  valeurs  correspondantes 

M  =  Il ,    =  2a ,    =  3a ,    =  4a,  etc. , 

montrent  que  la  spirale ,  s'éloignant  de  plus  en  plus  du 

pointa,  s'approche  en  même  temps  d'une  droite  DE, 

jîg,  3| ,  menée  parallèlement  à  l'axe  AO ,  à  nnedistance  Fic«'*t. 

^D=a;car,/'J/  perpendiculaire  snrAB,  ayant  pour 

expression 

.    ,^  -  r»  •    ^  ^^  ^ 

iisinMAP=iu9in£=^a , 

t 

quand,  .on  y  met  pour  u  sa  valeur  ai^*,  a  pour  limite  a, 

lorsque  é::^o:  la  spirale  hyperbolique  a   donc  aussi 

pour  limite  la  droite  I>E. 

Les  ifialeurs  négatives;  4ë  t  produisent  une  seconde 

branche,  placée  sur  le  prolongement  AB'  du  rayon 
AO ,  et  ayant  pour  asymptote  DE^,  prolongement  de 
DE.  Enfin,  si  l'on  donnait  à  la  constante  a  le  signe  ■:— , 
on  répéterait  an-dessous  de  BB'  la  courbe  que  je  viens 
d'indiquer  aa«dess«8« 

Si^'au.nea  delà  distance ^M,)^.  29,  on  prenait  pour  no  a> 
M  la  parUîp  MN  du  rayon  vecleor;  comprise  entre  le 
point  M  et  la  circonférence  du  cercle  OOO ,  l'équation 
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iji^z=zat  serait  ceiie  de  la  spirale  parabolique,  oU  Aé.  là 
courbe  qa'on  formerait  en  roulant  l'ate  d'une  parabole 
autour  du  cercle  OGO  ;  les  ordonnées  se  trouveraient 
alors  perpendiculaires  à  la  circonférence  de  ce  cercle  , 
et  tomberaient  sur  ses  rayons. 

ii8.  Lorsqu'on,  rapporte  les  courbes  à  des  doordon-^ 
nées  polaires,  le  changement  du  rayon  vecteur  AM^ 
pic.3a.»/%«  Sa,  ea^  la  partie  QM*  retranchée  du  rayon  vecteul^ 
'  suivant,  par  l'arç  de  cercle  MQ  décrit  du  point  Â  comme 
centre ,  avec  le  rayon  AM\  et  l'accroissement  de  l'angle 
MAO  se  mesure  par  un  arc  de  cercle  NN^^  décrit  d'un 
rayon  ^iV  égal  à  l'unité.  On  voit ,  comme  dans  ie  n^  60, 
que  la  différentielle  première  de  A  M  est  le  premier 
terme  du  développement  de  M^Q ,  suivant  les  puissances 
de  NN*  )  et  quand  on  passe  aux  limités ,  on  regarde  lô 
petit  arc  MQ  comme  une  ligne  droite  (74)r  et  le  triangle 
MQM^  comme  rectiligne  rectangle,  ce  qui  donne. . .  * 

MM'  =  N/ç^V  QM\  Alors  QM'  étant  d«,  et  NN'-y 
d^,  il  vient  QM:=iuAt,  puis  MM'z=:  \/àiF^+^MÎ\  pour 
la  différentielle  de  l'arc  DM. 

119*  Si  l'on  mené  y^iS' parallèle  à  la  corde  du  petit 
arc  de  cercle  QM,  et  qu'on  prolonges  jusqu'à  la  rencontre 
de  cette  droite,  la  corde  de  l'arc  MM'  de  la  courbe  DMy 
pnaura,  par  la  similitude  des  triangles  M'QM  et  M'AS, 

QM^_AM^ 

QM  '^  AS' 

Lorsqu'on  passe  aux  limites,  la  corde  QAT  peut  être 
prise  pour  l'arc,  l'angle  M"  QM  pouvant  approcher  aussi 
près  qu'on  voudra  d'un  droit ,  le.  triangle  MAS  ap- 
proche de  même  du  triangle  i^f-^  T  rectangle  en  A  , 
dans  lequel  XX'est  la  limite  de  ^«5,  et  qui  donné 
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du   U 

cToù  l'on  couclut 

au 

On  construira  la  tangente,  en  menant  par  le  point  A 
une  perpendiculaire  au  rayon  Tecteur  AM  ^  et  en  por- 
tant sur  cette  droite  la  yalenr  de  AT,  donnée  par  la 
formule  ci-des3ua. 

Si  Pou  applique  cette  formule  à  l'équation  u-^ai", 
on  trouvera 

Dans  la  spirale  d*Arcbimède,oti  a  n-^ni  eta=7 — jîlen 

résulte  AT=z — ,  J^.  29.  On  voit  par  cette  expression  rici 

que  lorsque  ^z=  2?r,  ou  après  une  révolution  du  point 
décrivant  y  la  soutaugente  est  égale  à  la  circonférence 

OGO  rectifiée.  Après  m  révolutions  |  t  =  ixmfr 

jiT=^  am*T  ou  m  fois  la  circonférence  dont  le  rajon 
est  ui.^O,  et  qui  embrasse  ces  m  révolutions  :  c'est  ce 
qu'a  trouvé  Archimède. 

Quand  »  =  —  i ,  ce  qui  est  le  cas  de  la  spirale  hy- 
perbolique ,  on  a  AT=^  —  a ,  c'est-à-dire,  que  la  sou  - 
tangente  de  cette  CQur]^  est  constante. 

Je  ne  m'arrête  point  à  la  req^erche  de  la  sounormale 
et  de  la  normale,  parce  qu'on  les  obtient  faciUment 
lorsque  la  soutangente  est  connue. 

J'observerai  .seulement  que  "jii>=  •t""  >  exprime  la    * 

tangente  de  l'angle  que  fait  avçc.  le  rayon  tecteur  AM, 


^7^  ^LBmi^inàHsmtMmt  < 

qu'on  a  -i    u    |    '  ' 

l'iG.Sa.  120.  L'accroifisemerWàe  Taire -rfj&Jlf,^.  3a,  prise 
Jrtjl^tî^j^^i^flj^  «HH  ^Itpirdminéeà  p^bkes,  nr'^tfjHJi  ii»:i^»^ 
p^z«//conii»iE^^aps  te  c^ ^eA ordonnée^  pariAlèl^  iiMÎa 
u»,C||edte(fr  tiSfMtr  fc«l  limH^Ttïu  rapport;.^  ^{Wctpiiiî 
ât^ifar^î  jWM^,wr9J»  méme^uQscey^  il0$  r^k^p^rliriq|a6 
les  ««G*^»rfl4Ï*f(^v  ^l^'iï(:ï,ent»Qr  Iç^MeUs  ,jl  a^lr^juve 
compris  et  qui  tendent  vers  l'égalité,  ont  avec  le  même 
arc  NN'  ;  on  condàraVl'obîc  Vtè  Ih  "q^/è^'aire  ADM  étant 
représentée  par  «/sbri  tîèéÔi^cn'Frfàl&rentiel  doit  être 

121.  LA^differeptiene^^seconde  rf'i/,  sera  le  premîei* 
tefine  du  développement  M'^t^'  —  ^'Qi  suivant  les 
liÙîMVicés  ae-  NW^  ^o) }  ^t  îl'^fant  ôbsérVè*'^  *lA^- 
qu'on  stï^ptWéiVarfe  IViV' cotirt'aftif,  eu  qtf dft  faltièkj&ttfs 
varier 'Pà'rtgîé  it  dé'k  itaèmè  (Jtfsîtitlté ,  les  arfc«  '<$M\ 
'  (y]lf,  ne  sont^païi^pottr càà^ix  ehWè^x;  éai^  îBs  àttft 
de  rayons  dîfférens. 

On  poupjraît  déduire  de  la  les  expressions  relatives 
au  centre  de  coujcBure  et  à.  la  développerai  ipats  fat 
préféré  d'appliquer  aux  courbes  qui  sont  rapportées  k 
cjes  poprdiçxn^ées  polaires ,  les  ex.^ir@$^093  trouvées  rela- 
ti^çmept  au^  coordonnées , rectaiftgi^ ,  parce  que  cette 
marche  fournit  ^occasion  de  transformer  les  coordon- 
nées du  premier  système  dans  cell^  du  second,  ou 
bien  de  passer  de  celui-ci  à  l'autre.  Cela  sera  d'autant 
plus  utile,  qu'on  rapporté  quelquefois  les  courbes 
algébriques  à  des  coordonnées  polaires  )  on  le  fait  sur-* 


tout  à  l'égard  des  courbes  du  seoood  dsgjpé,  en  prenant 
leur  fojer  pour  pôle. 

122.  Je  placeraî^u  poîôt  j^,fig.  33/M>ur  plus  de  ri6.33. 
simplicité^  Forigine  des  coordôtinées  rectangles    ♦  '^  | 

et  pour  fixer  la  position  de  l'axe  AB  des  abseîsses,  je 
désignerai  par  m  Tare  QO  comprîa  entre  cet  axe  et 
le  point  O,  origine  de  Parc  t.  En  i?ienant  PM  per- 
pcndicnlaire  sur  ABy  et  en  observant  que  l'angle  MAP 
est  meisuré  par  l'arc  NQ^  égal  à  /  —  m,  on  trouvera 

'âm=âp^+pm\ 

AP^AMcmNQ, 
PM  =  AM6inNQ, 

ou  ^M=»/i?^  (a), 

x  =  z^cos(/  —  m)        (A), 
y  =usïn(t^m)        le}. 
Au  moyen  des  deux  dernières  valeurs,  on  chanjgera 
toute  équation  algébrique  entre  *  et  ^,  dans  une  aulre 
qui  ne  contiendra  plus  que  le  sinus ,  le  cosinus  de  l'arc  t, 
et  le  rayon  vecteur  u.  On  en  déduit'  aussi 

cos<*— /»)=^,      sin(*-^OT)=-?^,* 

d*oi  l'on  tirera  des  valeurs  de  cos  /  et  de  sîn  t  en  x,  y,  u, 
sin  OT  et  cos  TO ,  qui ,  substituées  dans  une  équation 
quelconque  entre  u,  smt  et  cos^,  conduiront  à  un 
résultat  ne  renfermant  plus  que  xely,  puisqu'on  pourra 
remplacer  u  par  \/ x^  +  j^*. 
11  est  lK>n  d'observer  que 

tang(^  — m)=:^, 
Calc.diff,    ,  ,^ 


et  quter  |Mr  conséqèeiit 

e —  m  =  arc  (  tane=  -  j. 

Si  f  pour  abréger,  on  suppose  que  la  ligne  À£  aç 
confonde  avec  la  ligne  ^O  ,on  aura  seulement 

008/:?=-,      sin/='^,      d'oi      iaxiats=Z. 

u  u  °  * 

Lorsque  l'équation  en  z^  et  /,  qu'on  se  propose  de 
transrornier»  confient  l'arc  t  lui-même ,  il  n'est  plus 
possiWe  d'obtenir  iîne  relation  algébrique  entre  x  et  /, 
puisqu'on  n'en  a  pas  de  sëmbtable  entre  Parc  t^  soi^ 
sinus  et  son  cosinus;  nifiis  on  parvient,  ainsi  qu'on  ya 
le  voir,  à  une  équation  différentielk  qui  ne  contient 
plus  que  a?,  j^,  d«  et  d;K* 

Les  équations  (fi)  et  [c),  étant  jointes  à  celles  de  U 
courbe,  établissent  entre  les  quatre  ysTriables  x  y  y^uiX 
t,  des  relations  telles^  que  trois  de  ces  variables  sont 
des  fonctions  de  la  quatrième  ',  on  peut  donc  différencier 
lès  équations  (a),  {b)  et  (c),  en  y  regardant,  t,  u  et  y 
comme  ies  fonctions  de  x  (46) ,  et  Pôn  aura  àinsî 

àx  =  du  cos  (^  —  m)  —  uût  sin  (t  —  m) , 
d^y  =  dtf  stn(/  — /re)  rf  z^d/co»^— m). 

Si  l'on  élimine  du  [des  deux   dernières  équations ,  il 

tiendra 

,    dj^cos  {t  —  m)  ***-  d a^sin  (/—m) 

Cl*  — ^  ■  ,    • 

u  ' 

mettant  pour  cds  {t — m) ,  èih {t  —  m)  et  u,  leurs  va- 
leurs >  on  aura 

(*)  On  rencontre  souvent  TexpreMion  dn  lecieor  df  (iso)  en 


On  ftKMfKt  doBti  chasser  de  l'éif^mljen.  eo  m  el  ^^  ël 
de  sa  différefitielle,  le^  quantités  a,  qû&^sfQ:^^  d^et  d^; 
les   djeux  résultats  qu'on  obtiendra  ne  çontenao).,pll^ 
^ua  t,  on  le  fera  di^paraitre.par  réliminatioiq, 
5oit  pour,  exemple  Tiq^uation  ^  =  a^^  qui  donii» 

i        i  I    i-i  L 

• 
les  expressions  de  u,  deàu  et  de  df ,  étant  îndépciv- 
dantes  de  Fangle  to,  il  viendra ,  en  les  substituant  et  en 
réduisant  au   même  dénominateur, 
_  «  t_ 

-  (**  +  JT")^  Q^àx  +  yàjr)  —  a-(xày  ^^dx). 

AVec  cette  équation  on  déterminerait  les  soutan- 
gentes,  les  tangentes,  etc.^  des  spirales^  efk  ftîsant  usa»» 
des  formules  du  n*  €6  ;  mais  puisque  c'est  en  u  et  t 
que  sont  exprimées  d'abord  les  équations  de  ces  courbes , 
il  sera  plus  simple  et  en  même  temps  plus  généra}, 
de  transformer  relativement  aux  mêmes  Tariablcs,  le» 
formules  citées,  et  c'est  ce  que  je  vais  faire. 

ia3»  Pour  <4>tenir  ces  formules,  on  a  regardé^  comme 
lié  immédiatement  à  la  variable  ar,  par  Péquation  pro- 
posée en  j;  ety  ;  mais  maintenant  que  la  courbe  est  donnée 
par  une  équation  entre  les  coordonnées  polaires  uett, 
c'est  l'une  de  ces  variables  qui  est  indépendante,  et 
dont  l'accroissement  doit  être  supposé  constant.  Soit 
donc  M  =£(/)*,   sous  ce  point  de  vue,  ^   et  ^  sont 

coordonnées  reciangles,  et  il  est  par  conseqaent  ntile  de  la  remar- 
quer. Elle  s'obtienl,  en  mettant  fiour  dt  et  pour  u«  leurs  valeurs 
trouTees   ci-dessus  ^  il  vient  alors 

12.. 


4<«  foÀOtioDd  de  /^  dë^términées  par  les  équatioofl  . 
.    ,vB3u-oo0(<---m)',        ^=wsin(*— wi)  (122);  ^ 
etV  avi  moyen  de  la  deriiiibre  remarque  du  n^  g»  on 
pent    e^prîme^  '  aisément  lés   coefficien»  dtfférentidk 
dé  y  réfMrlB  à  'x  >  pa^  ceux  de  u  relatif  i  U 

Pour  cela  9  commençons  par  mettre  let  ^premiers  en 
éTidence,  e».|»o«apt 

dj^]P=j}d«>      d^j'  — jFdsp*;  . 
alors )  .x^y^p  étmjt  oonsidérés  d^aVo^d  cpixime  ^ei 
fonctions  de  ^>  on  aura,  par  le  n^  oité.i  ,, 


'f  L^ 


pdiir|(u  qu'on  entei^M^  à  présen^,  ppr^îd^,^  d^K  et.d^ ,  :4fi? 
différentiellej^  r^ppprtéea  à  .la  vpriajb}^  /  (^oifsi^ç];^ 
commfi  ifndépwdiM»^e :(*)..  ,  .      ,  ,  .  ,,  .  ^ 

.  En  effectuant  danscpttel»xpoth^^e.,Ia  d^éreiit^tiQu 
de  p,.on  obtient  .   ,  ,    ».  ;  r  .     ^ 


dp 
'  âp'    dt  ■ 

'.àt.:. 

■■       -'      ,',:..,    d/.- 

dp       àxiy  —  dj^d'^r 


(*)  On  peat  encore  parrcntran  -même  résultat,  en  regardant  y 
comme  fonction  de  x,  et  Je  comme  fonction  de  t  j  sons  ce  dernier 
pomt  de  vae,  on  ;aara  (g),'  .   m^  •-  '••  '  -^ 


^ ^^Ûf^     d^  h         *^^  —  "^ 

d«  ^ dx dt  '       ^      ^^^Sx^Sx 


*  d« 

Comme  ci- dessus. 


DE  CALCUL   DIFFÉRENTIEL.  l8l 

A4ièc'ces>ibrmu1es^  on  peut  màintenaiit  irtt^otmffr 
le»  expressions  de  la  soutangente ,  de  la  taogenle»  etc.,  et 
celles  qui  se  rapporteat  au  centre  de  courbure  i  pourvu 
^ba  y.  ait  introduit ,  au  Keu  éedyt  et  de^V»  les  0Qief7 
ficiens  difiërentielsp  et  q ,  pour  lesquels  on  MiUti tuera 
eosnite  let  valeurs  oî-<le88D9. 

124.  On  voit  d'abord  par  la  Taleur  4ef29|  queJ^ei'* 
pression  de  la  sontanjgente ,  comincr  iou!les  celles  où  il 
Ifëntr  é  que  ^es^jiffiirefitiellen^n  fvtoier  ordre  j  ne  doit 
pas  changer ,  et  que'    •'      */   •.  ''       * '-     ^  •'     ' 

/>r=|;(66)„   deme«re;^„ea  -^, 

si  Ton  a  égard  au  signe  (68).   En  ipelfant  pour  y ,  àx 
et  ây  leurs  valeurs  (122),  il  \ient 
o^  .    -         .  dwcos(/— m)-4iflf«îti(«*^jnX 

di^  sin  (* — j»)  -\-uaÉCQs  (*—  m) 
On  simplifiera  beaucoup  ce  résultat ,  en  obaertant 
que  la  situation  de  la  li^nè  des  abseissèft  ^ur  *l«ip«Hf 
Combe  la  distance  PT,  est  arbitraire,  et  qu'on  peut  par 
conséquent  prendre  toujours  m  tel  qne  l'aro  QN  s&à,  1% 
auqxiél  câà  f  ordonnée  PM  sfe  confond  aTec  le  rayon 
vecteur  AM,  cos{t —  m)  =  o ,  sin  (/  —  i/t)  =  1 ,  et  PT 

se  cbange  en  j4T^  =:  -j-. 

.  du 

125.  Si,  dans  la  différentielle 

dz  =  ï/d?irdp  (64) ,        '\ 

de  Tare  d'une  courbe  quelconque ,  rapportée  à  dès  ooor« 
données  rectangles,  on  substitue  pour  dx  et  dy  leurs  va- 
leurs en  coordonnées  polaires,  on  aura 

dz  =  y^dïF+li?d?  0 

expression  trouvée  pour  MM\  dans  le  n^  118.  ' 


1 


l8i  TRAltÉ   àLÈU;etHTMHZ 

^i  >t:é6.  Se  pdsne  a  lia  recherche  du  tiayon  de  oourbttre. 
La  formule 

y=--^»    'V  ./^     devient     yc=  — l-Oll--, 
ciard*j  y 

lorsqu'on  y  remplace  par  pâ«  et;\gr(];v%  les  différen- 
tielle^ d^  et  d*^  encore  relatives  à  la  variable  ar;  mettant 
ensiiite  pour  petq  leurs  valeurs  en  différentielles  rela- 
tives à  ^  ;  on  obtient  .     . 

3  - 


dxày — djd**' 
Mairiténant,  si  Vcfti  fait  varier  d« ,  dy  et  du,  comme 
des  fonetfons  deM,  dans  Qes  videurs  de  d;r  et  dy-Qi^i)  ^ 
elles  conduisent  à     ' 
d^Jr=d*z/cos(i^77i^— 2d«dfein(# — m) — i^d^'cos(^ — m)^ 
d*^y=d*Msin(/— im:)4-2d«d^cos(i — m}—uàf^sm(^t — m)  • 
^iwt^ensuke  ti^— mc=:=i^ ,  comme  dans  hta^^in^,  et 
pbir'fe'lnéme  vatson^   il  vieirfrà 

aar  =  — udi,  dy  =*=  di* , 

d'*^  =  *^  adwd/;'  -d*y  sidV—  wd/?, 
y^tfrs  avec  leîîqùèlles  ofa  tVoiivera 

(dM*+i**d^ 


1 27.  On  a  coutume ,  lorsqu'on  fait  usage  des  coOf^ri- 
nées  polaires  ;  de  déterminer  ta  positioii  du  centre  du 
eercle^sculateur  par  celle  de  la  normale  et  parladistanoe 
ME  y  comprise  entre  le  point  Met  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire EFy  abaissée  du  centre  F  du  cercle  osculateur 
sur  la  droite  AMy  ce  qui  donne  quelquefois, de, Télé- 
gance  à  la  coilltrtictioti  du  rayon  de  courbure. 

La  ligne  i^T^  étant  pritiepour  l'ase  de6 ordoiteées  ^^ 


Ia.p«irtm-^£  représente  Ppjj^^pée  fi  de  la  dévelop- 
pée (8i);  et  par  conséquent 

MEt=^4M—AE=^—fi  =  —^^'^^, 

expression  qui.  devient  , 

lorsqu'on  substitue  pàx  et  qi:^^  aux  différentielles  dj^ 
et  dVf  ^rdati^c?  A  U  ffarîabl^  at-  Si  Ton  y  met  «n- 
sui,te  pour* /7, et  ^  leurs  v^Ie^rs  en  différentielles  rela- 

XisnS  k  tyQJX9L 

wp, d^Cd^'+dj^y)_.       u{àv^'^u'àf) 

quand  on  remplace  d«,  Ay^  d'or,  d*y>  parlesTaleuns 
obtenues  dans  le  n^  précédent.  • 

i!)j8.  Pour  faire  une  application  de  ces  formuljes;» 
je  prends  la  spirale  logarithmique  dont  l'équatiop  est 

àt:=iM  —  (28),     ou     -:— =ilf^ 

u  au     ,  :  . 

ce  qui  montre  (i  19)  que  dans  tous  \h  points,  àp  cettp 

cout-be^  la  tangente  fait  le  même  angle  âyec  lé  rajdn 

-vecteur. 

Une  seconde  difféf entiation ,  éfiectueesur l'équation 

' t* »     ■     \      >i    »"J     '  i'    i      I*  ■     «     >»    .|'i.     yn', in.i '■! 

.rjiQw»P^;.«UJW  cttic  ^ua^iioa,  on  (ait  «Fj;.Q,UwjkBjyt  uç=i; 
ainsi  la  courbe  passe  par  le  point  O,  fig*  34  y  ensuite  les  valeurs  FI6. 34* 
de  u ,  croîtfléDt  axroc  <MUe8>de  >< ,  montrent  ^ue  la  courbe  fy\i  une 
infîaite  de  révolutions  en  dehors  du  cercle  QI^O,  Les'révolirtions 
intérieures  sont  produites  par  les  valeurs  négative»  de  l,  qui 
donnent  pour  U'àt^  v#li»im  4«  plus  mh  .pto  petiles^il^-  courbe 


*».?rjhlMï'«rj'>('jii    1»  ■..  i'jifg    rs  j  I  'iujj    >X  t>'*l^' '*♦<    •^"     '""* 

PIC  35,  M  suit  de  là  qoe  la  flroite  AF^  vfig.  35,  menée  perpen- 
diculairement au  rayon  vçOteurfy^iBT,  rencohîrera  là 
normale  MF  au  cetsilr^  d^  cercl^ ^  ôsc'alateur ,  ou  sur  le 
point  correspondant  de  la  déTel<j|ipée  FZ. 
\  Cette  développée  sera  luie  spirale  semblable  i  la 
propbsée;  cai-  ï'ângle'^Fiftf;  éfaiitk^^^  fÉ^^'y  se^a 
le  même  pour  tous  les  pomts  de  la  courbe  FZ^  comme 
pour  ceux  de  la  courbe  ^-X.. 

.  On  obtient  ^rëquat{oli-ite.la^àe^lbppce^  en  obser- 
vant que  '-''  )^y 

car  si  l'on  fait  ^  éx  u,  d'où  '#  ±î4  MÎJ^,  on    aura . . . 

b  =  l!M  +  lz*V  et*  ptfr  doriéëqtierife  i^1iir^1b';^çe 
qui  revîepjc^  t',=  li^^}ç^^u'on  pose J(5 yr  W^  ^'  ;  njais 
il  faut  oJ^scrrer  jyye  ^  ^àpf=è:^^^lujfj^^'  ^  ':^' 

ou  comment  on  change  la  différentielle  qu'on 
a  prise  pour  consiantn\^  m  mie^  emlh^^mtà^ 

129,  La  transformation^  (employée  dans  les  »••  123 
«î  '26,  po^r  la^dé^ermijti^^îçft  4^U  l?«k*^,osiaiteteup  âes 


os  }fÉù^}îù*  httEikm'rtxL.  i8S 

courbée  à  coordonnées  polaires/  et  qui  consiste  à  chan-^ 
ger  nue  expression  différèbtîelle  prise  en  regardant  y 
cJomme  inie  fonction  àesc,é\i  titré' hutre  Afrir  ètf^'soIcMt 
tontes  deut^env,is]4;ées.  iconinie  deé  fonatlons  d'ane 
troisième  yttriable  r>  que  l'on  suppose  indépendante  j 
élant  louvent  ntile  y  il  est' i  ^opoèi  de  ta  reprendre  pouf 
i'éten^re  à  des  expressions  dfffirèôftièlksquelconqac^H 

lie  .coefficient  »  =  -J-  revient  alors  à  ^ 

,.....,  ....   >       •      fly*'.-^    •  '-  :     ...  ••  .»  •■      .• 


,^  ♦♦   ■       •  I'    -t       5)1»  ♦  I 


Ou  ïon  doit  regarder  ausw  d  v  et  dx  comme  iles  fonc- 
lions  de  ^,  et  Ips  dmerenlier  en  conséqupçicç,  c^,\fui 
ïoiîBéra   ''      --;^  ''^^'■''■'.  .."    ...    ,  .  ■;   .,  ,-j 

faisant  ensuite  «dp  =*^â^^rôn  tfèiyirer».  . 
,£n  povjfii^^'ant  de  U  mêmejpi|fknièrç^x'^)iiv4iim 

^.diff'd^^adAdW^j^ -4M.3d»d^>»>^d!rfyA^jr  '  ^^ 

ctipopantd^^ï^^rAir,'  on  obtiendra  ^    *  ^       ^  . 

_  do^M^j— 3d^^jrd*.y  +  3d.ydV— dora^d^^ 

•-'^         »    .,         ..,..:    •td*A...t..i.    ••  »'i"  ...I    1*   • 

^  Cest  bFiti^i  qt^  !es  quAtithér^/y, V'/etë./qui  sonï 


1^  ,  %n:M9^  Mf^tt^mfB 

iç  i^  et  en  isubstitnant^es  Mç^leur^dmi'qiiel^tte-  6iffm«)e 
^ue  ce  ^U>  tramemée  à  ne  oontetiir  <pie  les  coeSoienB 
jdifféceatieb  p.,  q ,  r,  ;etc.y  on  lit  Jlrafisformcifa  soostte 

lâro.Les  e^Lpi^ssions  de  igr,  r,  etc.  ,«fmt  mâétcrminées, 
tant  qu'on  n'assigne  aucune.rela^n  entre  le.$,TfiriabI^^, 
j^et  t'y  mais  Te^t  de  cette  rfel^tion  établit  une  dépen- 
dance entre  d^x  et  d*;y,  putsque^  t  pouvant  aussi  être 
envisagé  comoie  une  fb.nctîon.cle  x  etde  y ,  d^  en  est 
pareillement  une  ét'd^  yarWîbs  et  4e  leurs  différen- 
tielles, et  la  supposition  de  d^  constant  emporte  l'équa- 
tion d*^  =  0.       f*-»        •..'.',' 

If  v/^dt  lifts  ffnème  néceswrèMpitmr  dbtèmr.  eeùe  der^ 
niëre/  de  cohnaîtx'e  la  itelàtion  primitive  entre  x^y^ 
la  varidble^qu'oni^ut  regarder  ^ômme  indépendante;*, 
il  suffit  d'a^'ûic  l'é&pres&idn^4iBfd'^,  :  .  »  r  .   .  .  ,*i... 

Si  l'on  prenait ,  par  exemple/  pour  cette  variable  l'arc 
de  la  courbe  proposée  ^^  on  anjfait'aldr6^(64)      ^  * 

et  en  différentiant  do:  et  âj  comme  dès' fonctions  de  t, 
réqosctiiûui^^.=r::p.«HD4iduir»it  à:  ;  -       -  ic 

cbassernt,  /à  laicle.de  cette^Tlaleuç  €lAe  ses  différen- 
tielles, les  différentielles  d^x,  d\v,  etc.,  des  "expres- 
sions de  </  ,  r,  etc.,  on  aurait  les  forjnes  que  prennent 
ces  coefficiens  différentiels  lorsqu'on  fait  varier  .ar  et  j, 
en  conaéqUence-du  >cb^ngif  ment  £Ïe  l'are/,  ou-kirsqu'on 
regarde  cet  arç  comme.  1a  variable  indépendante,  Oju, 
«nfitv  Iflrçq^'qn^prepd.sajdJIfpretnyell^e^ppiH:*  cpi^^mte. 
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Soikufmtr.fcnwmple  I?expmiî<ni. 

eQ.i^i^ta^t  poijr.d,*;if  /ip  yalçur,  on  obtiendra 

résultat  qui  tté 'contiendra  pTusqti^les  vai'fableii  y  tl  <'; ' 
quand  on  y  mettra  pour  dx.sa  valeur  j/d?— dj^-       '  . 
On  peut  aussi  faire  à  volonté 

d^  =r  dar  ,    ou     df  =  ^y  , 
d'où  il  résulte         ... 

d*A?=o,    ou    d*j'=oj 
et  par  le  moyen  3e  ces  hypothèses  ,  on  prend  altema- 
titement  x  et  y  pour   Tariable- îndépendaate,  c'est- 
à-dire  que  l'on  regarde  y  comme  fonction  de  x,  onx 
CQiQTne  -fonction  de  y.'  Dans  de  prunier  cm    . 

^~d^^  ^*  danslepecond,  2  =  —-^^.//. 

Si  ?dn  met  cette  dêfntè^Tafeut  dans  Pèxpres^îon  * 


.» 

«â^' 


on  4a  transformera  ipiniédiatement  eh  celle  q*ii  con- 
vient au  cas  où  l'on  regarde  x  éomme  fonction  àe  y, 
et  qui  est 

^(d^+ây;f_ 
^  âyd^x       ' 

i3i.  On  peut  aussi  ramènera  dépendre  immédiate- 
ment de  X ,  les  'dJfierenlieUes  d'une  fonclron  y  formée» 
en  prenant  pour  variable  indépenJahté  une  fonction  t , 


n96  'TkAiifi  '  A&éMl:Kr:^tltr 

donnée  en  x  et'^«'P<nr^tetov  4l  éufilt  êMt^t^t'tfà^etk 
regardait  eolles-ci  cooktYif^  des  ft>D plions  de  t^  ainsi  que 
les  coeffictms  àrSèretïlîfàs  p ,  g^eic,,  <m  a  eopc^^e/  par 
le  V?  123,  les  équations 

d j'  =  pax ,     dp  =  qdx  ,     d^r  =  rdx,  etc. \ 

et  sous  ce  point  de  vue',  '     ^  '    . . 

dy=pdx, 

conduit  y  par  là  ditfeiëntialion  ,  aux  équations 

v,,h^..  '.^i>r.  d=»yd^  -j-jM**;     •'-    •'•-'='•••'/• -^^    -'^ï- 

^:",^S**9!H^  J1>i8Wt^^t  ,L....     ..::>  ,     ■•     v       \\      * 

qrf'iKmtifei'iîrntïés  rèïàtiofjs  c(es  clifieriBnïîèTIes'ÏP;r , 
<Pi:;  èld!'^'  aVèç  S*J^,'d^y;  ctc;' ,'  on  aura  îout'W qu'il 
faut  ^pôur  èfiassei*  lèV  unes  et  les'autres  de  l'expi^ession 
lîifférentielfe  proposée  ,  ^n  sbrte^  qu'il  ne  restera  plus 
que  les  coeflScîens  différentiels^,  q,^  r,  etc.,  oîi  y  est 
supposé  fonction  immédiate  ie  x.  »    /    . 

Si  Ion  prend ,  comme  ci-dessus ,  , 

.d^5==  ^(d4f^TH47^  '*^'ow     d«d'<r-fdjra»^=20,    ' 

,  d'oî  ?=  -4-  T^y^.  5=  "-•  ./?d*;y , . .  df ^  c=f  y  dJb»  -4-  jo^d^j' , 
et  par  conséquent  .     , 


redonne  Pexpression  r  i 

de  laquelle  on  est  parti  dans  le  n^  126»    .       i.,.{ . . 

i32.  Le  cbangement  devfirialfle  U^^peii<lai|^e  a  aussi 
une  interprétation  géométr^q^uQa  Ëojç|retj  il  est  irisible 

qa'on  se  propqsQ  d'i|LSCrî^ç;(^2|na;j;ine,99fUf!be  quelconque 
CM,  il  faut  établir  une  loi  dans  la  snçgfspîon  des 
angles  de  ce  polygone.  J'ai  d'abord  pris  les  dtfi[érences 
d'abscisses  PP',  Pp",  etc.,  égales  entrer  efleS;  maU'^on 
peut  remplacer  caeMe  \cX  pcir  t^ute^^otce,  1  supposer,  par 
exe^iple^qvele&^tés  MM,  ^'M%  etf?.,t^?i^.^uf,^, 
P^Ces  diyerç  modes  cepep.dai^t  |;ie  p^t^p^^qu^ijur  }e^ 

coçflîciejîs  dîff^ntjeVji^  car  gue..^  ,^^^^  ^f^OjSp  if^ 
chabgement  que  suËit  çpcpt^çépa^n^  :^;,.,^j^  à,,paqtiedfÀ 
ceïui  que  subit  une  autres  Tariable  ,^^  d^  l^qiyelle^^  dé- 
pend, tout  cela  revient  au  niéniep9ui|^j[çs^|îi^^^ps^qui 
sont  indépendantes  des  yaTeurs  des  açcroisseniens  ;  aussi 
lorsqu'on  3iiF(behtie'iihe  équirt ion  e^tte  jt 'et  7 ,  ett  Tai- 
sant yarîér  à  la  fois  dx  et  Ay ,  on  peut  transfoniMoienW 
suite  les  résultats  en  coefficiens  dlfFéren^j^lf^  au  moyen 
des  formules  du  n*^  lagi,  parce  qneâ~inett;|int  les  valeurs 
des  différentielles  de  l'une  des  variables ,  toutes  celles 
de  Fautre  disparaissent  d'elles-raêra^^r  bii  p'âWieW' au 
même  résultat  {loal  que  si, l'on  avait- su ppo%^  constante 
une  des  diiïer^iellès  premières ^ -^  l'on  est  conduit  à 


des  formules  pbu  élégante»,  parée  qu^  les-*  ichitfir'ti^* 
riables-  J  sont  traitées  sjmétnqueinont  (*'}• 

ïSS.  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  on  poasra  tou- 
jours diffcrentier  le  système  de  deux  équations  conte- 
nant trois  variables,  système  duquel  il  résulte  que  deux 
quelconques  de  ces  variables  sont  des  fonctions  déter- 
minées de  la  troisième.  Si  ï7=ro  et  f^=o  désignent 
deux  équations  entre  x^  j^  et  s^  on  en  prendra  les  dif- 
férentielles successives  j  en  faisant  varier  en  même  temps 
celles  des  deux  indéterminées  que  l'ott  regarde  comme 
dés  fonctions  de  la  troisième» 

Si  Fou  avait  trois  équations  17=3  ô ,  V^=zo  et  W=îtd, 
entre  quatre  variables  t,  Xyy,  z,  trois  de-ce»  variables, 
liéoessairemeot  deternftinées  par  la  quatrième,  seraient 
des  fonctions  de  cene--ci,  et  leurs  dtJBfêrentieHes  de- 
vraient varier. 

En  général,  un  nombre  m  d'équaiionsentre  m-fi 
variables,  déterminant  m  de  œs  vanriables  an  moyen  dé 
celle  qui  reste ,  ne  doit  être  regardé  que  comme  con- 
tenant des  fonctions  de  cette  variable  j  il  faut  donc,  dans 
les  dfSérentîations  sucoessives  de  ces  équations,  faire 
varier  les  différentielles  des  indéterminées  qui  repré* 
sentent  des  fonctions  de  la  variable  que  Pon  considère 
comme  indépendante,  et  dont  on  prend  la  différentielle 
pour  constante. 

134.  Lorsqu^on  a  des  équations  de  cette  nature, on 
peut  toujours  en  tirer  une  résultante  unique ,  entre  deox 
quelconques  des  variables,  par  un  procédé  que  )e  vais 

(*)  On  irouTcra  ,  snr  cesojet,  àBUê  le  premier  chapitre  du  Traité 
du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral  y  des  détails  assct 
importans  et  qui  a^avaient  encore  cte'  donnes  par  personne ,  que  je- 
caehe ,  avant  la  payication  de  eet  Ouvrage. 


exposev  sar  deux  équations  à  trots  Tafriii))e8,  et  <fa'îl 
sera  facile  d'étendre  enmte  Autant  qu'on  le  vouchrâ. 

Soient  Z7=o,  ^=o,  ces  équations ,  l'une  de 
l'ordre  m  et  l'autre  de  Fordre  tî-,  entre  les  variables  /, 
^*jr  et  l^urs  différentielles ,  et  dont,  on  Teuille  élimi- 
ner ^;  la  premiëre.pourra  contenir,  outre  la  TartaUe^^ 
les  diOerentielles  d^,  d.*/, . .  •  .d*"^,  et  la  seconde  dt, 
d*^, .  • .  «d"^.  Comme  on  n'a  point  les  équations  primi- 
tives, ni  toutes  les  difierentielles  dea  ordres  inférieura 
à  ceux  des  proposées  y  il  faut  nécessairement  se  procu- 
rer de  nouvelles  équations  pour  ctiasser  les  quantités 
inconnues  d^ y  d^t,  etc.;  et  c'est  ce.  qu'on  fera  en  dif^ 
ferentiant  n  fois  Féquation  £/=:Oy,et  m  fois  l'équation 
V^=.o.  On  obtiendra  par  ce  moyen  »4-  ^  équations 
npi^velles^  e(  on  en  aui:a  en  tout  un  nombre  m+n+^y 
en  comptant  les  deux  proposées  :  W  inconnues  a  éli* 

miner,  savoir,  d^,   d% d"*/, d****"/,  étant    au 

nombre  de  m+^+i'^  il  restera  do'BC  une  équation 
finale ,  en  x,  ^  et  leurs  différentielles. 

Si  d^  était  constant,  il  semblerait  qu'en  différ'entiaiSt 
une  seule  fois  l'une  des  équations  proposées ,  on  pour- 
rait éliminer  t  et  d^,  puisqu'on  aurait  alors  trois  équa- 
tions; mais  on  doit  observer  que  les  différentielles  d'or» 
d^^ ,  contiennent  implicitement  tj  puisqu'alors  on  a  re- 
gardé X  eX  y  comme  des  fonctions  <}e  eelte  variable 
(i33)  ;  il  faut  Jonc  prendre  pour  constante  la  différen- 
tielle de  l'nnedes  vartaMe^que  l'on  Tout  conserver^ 

De  la  differentîation  des  équations  contenant 
plus  dune  variable  indépendante. 

i35«  Lorsque  l'on  n'a  qu'une  seule  équation  entre 
trois  variables,  il  faut  d*abord  fixer  arbitrairement  les 
valeurs  de  deux  quelconques  de  ces  variables  pour  dé- 


termmer  la  troUième)  qui  par  conséquent  est  une  foife* 
tioQ  des  deas,  premières.  Si  l'on  a ,  par  exemple  »  l'équa- 
tion .  . 

*•  +  >•  +  «'  =  «', 

on  ne  pourra  obtenir  z ,  sans  ayoir  préalablement  assigné 
des  Taleurs  à  ar  et  à  j^;  mais  il  convient  d-observer  que 
les  quantités  s  et  ^  n'étant  liées  entre  elles  par  aucune 
relation,  la  seconde  peut  demeurer  la  mémci  quoique 
la  première  ait  changé ,  et  réciproquement. 

Il  résulte  de  là  que  la  valeur  de  z  peut  varier  de 
plusieurs  manières,  i®.  en  conséquence  d'un  changement 
arrivé  kx  oua  y  seul;  2*.  par  le  concours  de  ces  deux 
circonstances.  Dans  le  premier  cas ,  la  quantité  y,  ou 
la  quantité  x ,  étant  regardée  comme  constante ,  l'équa^ 
tion  proposée  revient  au  fond  à  une  équation  à  deux 
Tariables  ;  ainsi  lorsque  or  change  seul ,  on  a 

«dx -f- zdff  s=s  o  ^    ou  «  +  «—  =  0, 
et  lorsque  c'est  y,  il  vient 

^ày  +  zAz  =  o,    ou  j^+z— =  0, 
On  a  donc  successivement 

mais  il  fisint  observer  que  la  première  de  ces  différen- 
tielles  est  relative  à  la  variabilité  particulière  dex,  et 
la  seconde  à  celle  de^;  c'est  4ce  qu'on  exprime  en  disant 
que  l'une  est  la  diff^érentielle  partielle  relative  à  jf ,  et 
l'autre  la  différentielle  partielle  relative  à  y  (43). 

Le  sens  de  la  question  suffît  pour  empêcher  qu'on  ne 
les  confonde;  et  on  les  distingue  d'ailleurs  suffisamment 


\  /" 
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en^^ftlstftft/âttMi'tibn  1'  la'arffèrentïèlïe'de  ii  variable^ 
fflSèpéÀdâkr^i  ïëi  affecte.;  '"  -Y"i  ^^  ^- -^> 
Les  coe£B[ciens  difBérenti^lStSoiit  ^^  ,  '^ 

djsf  ap  dz  V 

'i.!;iî"T  ^n'^f^i  nTi'^"fl|   if^-r»   rrr'T-7^f'n^fftéi  fîf";,«  ^' 

qnelcontine,  j  étant  supposé  ^»n.t.^f„-  f,,  -^prnnMrtn 
an  cjianjgement  subordonné  à  celui  4^^,,  JPM&  ttttei: 
hj^tbcse ,  r^f^ualion  «=:  o  devra  étr€t^||7i«ttg^,fl0limié-> 
«ne  éguDtlon  entue  dçp»  TawaLI^s,  ;|r,:)«t  .*;  ,fimnm^m\ 

^^^■•;^dî*3l3ï^v'  — -'■— 

et  de  là  0%  tkàfà.l4459effiQbn1^difiHr«titic|-dd^*  relatif 
à  la  variable  de'jp.  11  faut  se   rappeler  ici,  d'après 

la  distinction  qn\  a  été  faite  n°  i35,  que  dans  —     d« 

nest  que  la  di£«tentiellè  partielle  de  z,  prise  pir  rap- 
port au  changement  de  xia&wL  :=  ^  -  ^^ 
Il  est  éyident  que  si  Ton  eût  fait  varier  jr  on  aurait 
ea,  en  différentîan^ l'équation  proposée  cbmttie  ne  con- 
tenant que  les  variables  y  et  st, 

dy'^ai^^''*       ^     '     ; 

Si  Pôn  multiplie  par  dx  la  première  des  équatipns 
trouvées  ci-dessus,  et  la  seconde  par  dj^,  et  qu'pu  Je^ 
ajoute  ensuite,  il  viendra 

-.d.+^d^  +  _(g5d,+^dy^==0;' 
Cale,  diff,  i3 


mais  —  àx  +  ^ày  n'est  antre  choçe  qne  la  différen- 
tielle totale  de  a  (40  •  on  aura  donc 

c'est-à-dire ,  qu'on  pour»  é^Ux  à  «éro  U  ^ére}»ti<}Ue 
première  de  v'équation  «s*©,  prise  par  rapport  aw 
îrois  variables  x ,  y  et  s.  M  W  fettj  cependant  pw 
perdre  de  Tue  que  cette  différentielle  dprt  êtrp  regardée 
cwnme  équivalente  à  deux  ^nations;  car,  lorsqu'on  J 

aura  substitué  |)Our  àx  sa  valeur  ^àx  +  ^dy, l'indé- 
pendanœ  des  aecroissemen»  àx  et  d^,  exigera  que  les 
deux  quantités  qui  les  multiplient  soient  sép^rérnsnl 
^ales  k  «éro. 

lin    On  parviendra  aux  équations  qui  donnent  le» 
coefficiens  des  ordres  supérieurs,  en  diffiérentiant  lei 

équations  .         j     j 

■■^  du  ,  au  as .^^ 

dy  ^  da  dy 
En  n'ayant  d'abor^  égard  au'au  changement  dp  * ,  non- 
Mulement  «  variera ,  mais  en  même  temps  le  coeffiaent 
du  premier  ordre  ^  donpeçft  naissance  au  coefficient 

iX)  par  rapport  à  *,  on  aura ,  comme  pour  les  équa^. 
lions  à  deux  variables, 

â'«  .  ,i!Ë  ^'  4.i*î?  ^-  4-  V?^r=o  (Xi).    ' 
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Si  r<m dliffécealie (X),  parrappovtii  j^etàs,  on{Y)f 
par  rapport  kseik»,ea  obsenrant  que,  dans  le  pre- 
mier cas,  -=-  donne  5-^-,  et  dans  le  second,  -r-  donne... 
'  d*  Qyi*  dy 

,d*»         d*isf  jt    u  *     • 

j-—  =5  ,  on  aura  un  résultat  unique ^  qui  sera 

d*tf  ^  d*ig  dg       d*t^  dg      d'ttdgdg  ,  d^d'g     tYin 

éxdy  "^  d«d^  dx      àxdx  dy      dz*  dx  dy  "*  dg  dgdjr  "^^  ^       '• 

Enfin  Véquation  (F)  ^  différentiée  ^  en  rq;ardant  ^  et  g 
comme  seules  yariables,  produira 

Ë!"u.      d^tt  dg      d*^  dg*      dtf  d*g  ,^^ 

dj?'*"^djKdgdy"'"d'g»dy«"*"dg^^?  ^^^• 

Les  coefficidns  différentiel  de  la  fonction  g  n'étant 
qu'an  nombre  de  trois  pour  le  seoond  ordre,  sercMit 
dono  déterminés  par  les  trois  équations  que  nous  Tenons 
d'obtenir* 

Il  font  obserrer  que  si  ¥wk  multiplie  l'équation  {XX)  . 
par  dp»,  Péquâtipn  (XI)  par  aàrdy ,  Péqqation  {YY) 
par  dy%  et  qu'on  ajoute,  les  produits ,  en  remplafant  les 
termes 

d'«  ,  .  ,      d*g    -  j     ,  d*g  -  .         ,.     ,,,^ 

on  formera  la  mime  équation  finale  que  celle  qu'on 
autait  obtenue  si  l'on  a^ait  différentié  l'équation 

du  ^         du  ,         du^ 
^dx  +  ^dy+^dz^o, 

en  y  faisant  varier  à  la  fois  les  quantités  «,  jf,  g  et 

i3.. 
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à%  )  et  en  y  rcigai:<&nt  à»  et  dj^  éomnie  constans ,  ce 
qui  donnerait  ^  dîffér^tielle  seconde  totale  de  u, 
dans  l'hypotbèse  de  z  fonction  de  or  et  de  .y. 

i38.  On  étendra  sans  peine  ces  considérations  à  tel 
ordre  de  différentiation ,  ou  à  tel  nombre  de  yarîâbles 
qu'on  Toudra;  car  tout  se  réduit  à  déterminer  Cielles 
qui  sont  indépendantes  y  ce  qu'on  ne  peut  faire  que  par 
Ik  'nature  de  la  question  qui  a  conduit  à  L'équation  ou 
aux  équations  proposées  ;  et  ensuite  on  dîfférentiera , 
par  rapport  à  chacune  de  ces  variables  en  particulier, 
en  traitant  les  autres  comme  des  fonctions  de  celles-ci. 

Si  j^  par  exemple  ,>  on  ayait  les  deux  équations 

M  =  o ,         ^  =  o , 

entre  les  oinq  variables  a,  t,  x,y  et  z,  on  yerrait 
que  trois  de  ces  variables  sont  indépendantes.  Soppo* 
sant  donc  que  ^  eit  assoient  les  deux  variables  subor* 
données ,  ou  des  fonctions  de  s,  t,  x ,  donnée^  par  les 
éqnations  proposées ,  on  différentiera  successivement  u 
et  i^  par  rapport  à  s ,  ^ ar  rapport  à  t,  par  rapports  *, 
et  l'on  .aura  v 

du   ,  àudy  ,  dudz 

di»-        àyds        dzds        .  ' 

du  _L  ^^  ^J'   i_  ^^  ^^ 

d7"^d^d7'*"dld?  — "*' 

■du_.dudy       dudz 

dx      dy  dx       dz  dx'^ 
Si  Pon  multiplie  respectivement  ces-  équations  par 
d«,  d^,  àx,  qu'on  les  ajoute  et  qu'on  mette  dy  au 
lieu  de 


dz  au  lieu  de 


d^^+3f^'  +  £«'*' 


DEi  9MJBUl^  •  BOVisnifTIBL.  tgj 


-r-  ds  -H -T-  a^i+  Tj- 


i^  viendra  *  .  i  ._.  .. 

On  tirera  un  résultat  semblable- de  Pé^atîbii  if:±zo'! 
6t.il  8'en«jttit>  qli'en  différ^nyM^Q^iles  ^(]0(^tiQQ$,i/;«9sO! 
et  if:s=zo,  ,pfir  rappért  à,  j^puteije*  variables  s^-t.^ 
jc, .  jy  et  ssy  et.  en  y. substituant  au  Heu  de  dj^^  et  dç  i^z  ^ 
les  expression^^  de  ces  dififérentielles,  considérée?  Ç^9^^A 
appartenant  à.  des  fonctions  dç,  trois  ,yari,^blçs  jt^5^  >î 
il  faudra  égaler  séparément  à  zéro  Te  coefficient  dé  la 
diffirentielle  de  chiaque  variable  mdépendante.  -i» 
En  regardant  les  coeffîciens  différentiels jeuxr'mci^g& 
comme  de  nouyelles -fonctions -lies  variables  indépen- 
dantes ,  on  ne  saurait  être  k^t?  fl)àns  la  recbercbe 
des-difierentîelles  ultérieures  5  aiçsi,  après  quelques  re- 
marques sur  l'éliminatiqn  des  èopi^tante^  et  des  fonctions, 
je  terminerai  ce  qui  regarde  la  formation  des  équatVM<l^ 
différentielles.^  •      x         -  ^  , 

iSg.  L'équition  i*=o,  entré  ip,  y  et  i,'^ayant  deux 
différentielles  prepiières  ^  îL  est  évident  qu'on  peut  élîmi-; 
nerdeux  constantes  entre  ces  trois  équations,  et  le  résul- 
tat exprimera  la  relation  des  variaMiosi^  /i,'J9,  etdeieoaffi*« 

d«     d«-    .  ' 

ciensdifi'érentiels'r*^  ;t- 9  indépendamment  des  quan- 
tités éliminées..^  ,   ..       :    ,^      ■     t,  ■,> 

Si  Ton  joii;^t]f^ux  .équat^PT)9  prépédçntes  Ifes  trois  du 
second  ordre > ton  aura  six.équatipns,,  .entre  lesquelles 
on  pourrs^  éliminer  cinq  quantités,  et  ainçi  de  suite*. 

i4o.  Ceci  conduit  à  une  .remarque  importante  , 
c'est  qu'on  peut   éliminer  d^une  équation  à,'  ti'ol]  'où 


^ 


à  un  plus  grand  nombre  de  variables  j  des  fonctions 

dont  la  forme  est  i^solumekit  inconnue.    Soit  pour 

exemple  l'équation  2=f(a«+^)>  dans  laquelle  la 

caractéristique  f  désigne  une  fonction  dont  la  forme  n'est 

déterminée  en   aucu^ie  mahière;  je  tais  en  déduire 

,  d2       dj( 

unejéquation  entre  t-  et-rr,  indépendante  de  cette 

fbnetion y  et  qui  contiendra  égaleineiit  à  ït^±^i^'^by,  h 
«:±=!\/aar4.a^,  à  «é=3sîn(a*4-*^)  »  et  èti  général  à 
toutes  les  fonctions  de  la  quantité  ax^hy  jàe  qùelqaé^ 
forme  qu'elles  soient  Je  fais  pour  cela  tiX'^hy's^i\ 
P^uation  proposée  deyient  zi=zî{t) ,   et  par  cotisé^ 

quent  on  aura  di  oc  î\£)it  ^  en  représentant 
^r  f(î);  mats 

d«*gd*+g^d;K,  / 

Mettant  donc  pour  j-  et  g-  leurs  valeùri  a  et  b,  puis 

élàninant  f'O)».  '^  ir»iidra  v 

,  dis  d« 

da;  qy 

Cette  équation,  exprime  un  caractère  an  moyen  ait* 
quel  on  pourra  recotinaîtrè  sî  mue  quàiitité*  proposée  ttt 
une  fonction  dé  dx+J^y  ^u^oft/,  6àr,  d'après  sa  for- 
mation, elle  doi<  être  satisfaite  ou  dlévenîr'  îdleftWlqnèf, 

^putes  les  iPois  qu^on  y  substituera  »  au  Iiçu  de  ^  et  j- , 


n. 


! 
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lés  ^à[iéuf^c{ài  tfttilte>àiefnt  dé  ht  diflB&rentidtioii  d'iine 
(onction  de  ax'-^èy;  3e  suffoiie  qu'on  ignore  l'origine 
du  polynôme  a*jp*  +  2abxy  +  b^y  ;  en  l'égalant  à  « ,. 
et  en  differentiant  on  trouvera 

ces  taieurs  mises^  dans  l'éqùatioïi  ft  —  —  a  j-  =  o ,  la. 

rendent  identique  :  on  en  conclura  donc  que  le  poly- 
nôme représenté  par  2  ^  est  une  fonction  decLs+bjf  ^ 
œ  qui  est  d'aillents  éyideni  y  puisque 

a»«* + a»**:r  +  ^y  ==  («  +  hY- 

On  tdh  en  général  que  utsso  étant  une  équation 
entrée?,  j^^.  n  et  iine  fonction  quelconque  représen- 
tée par  f  (0  ^  et  dans  laqilellè  on  ne  connaît  que  la  corn:- 
pcîsilloto  ûè  i  tnx,  yet  â,  on  pourra  toujours  élimi- 
ner £(/)  et  f ''(^) ,  k  Paide  de  cette  équation  et  de  ses 
différéÀtteltes  relsttires  à  s  et  k  j  {*). 

En  pàâsant  au  siécond  ordre ,  le  nombi^è  d'équations 
iëiedààt  phu  grand ,  il  est  possible ,  dans  beaucoup  de 
CBSy  d'éfiàiinfer  deux  fonctious  indéterminées;  mais  je 
n^eortrérai  {teint  dans  ces  détails ,  non  plus  que  dans  ce 
qxtî  r^arde  les  équations  qui  renferment  plus  de  trois 
Taï'iables. 

(♦)  QuaiHld=:a,  f (ax 4»^),  devenant  f[a(4r +7")]  ,««  re'dait 

*  àne  fonction  do  Mnome  «  +  f ,  et  l'équation  b  g a  g-  =0  » 

1  d*        d«  .         „  .11  .  /  . 

le  change  en  7-  •—  ^  =  o ,  qui  est  1  expression  de  la  propriété 

caractéristique  employée  à  développer  f  (x  H-y)  >  dans  le  n<»  19.  On  . 
tronve  dans  lé  Traité  in>4^,  t.  ï ,  chap.  II ,  d'antres  exemptes    de 
Tapplication  des.  équations  différentielles  partielles  au  développe- 
ment des  fonctions ,  et  particulièrement  la  formule  appelée  le  tkéo^ 
rèmm  de  Lagranff9, 


aOO  TAAITS  iLiMENTAIBX 

Application  du  Calcul  différentiel  à  la  théorie 
des  surfaces  courbes. 

i4i.  Toute  équation  à  trois  variables  représentant 
une  surface ,  on  prendra  pour  ordonnée  de  cette  sur- 
face y  la  Tariable  qui  sera  regardée  comme  déterminée 
par  les  deux  autres.  £n  désignant  par  Xy  jjZ^  ces  trois 
Tariables  que,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  suppo- 
serons rapportées  à  trois  axes  perpendiculaires  entre 
eux ,  nous  prendrons  2  pour  l'ordonnée  ^  x  ^\.  y  pour 
les  abscisses  d'un  point  quelconque ,  en  sorte  que  z  sera 
une  fonction  de  x  et  de  y. 

De  même  que  les  lignes  sont  engendrées  par  le  mon- 
Tement  du  point,  les  surfaces  le  sont  par  celui  des 
lignes.  Par  exemple,  les  cylindres  et  les  cônes  dont  on 
s^occupe  dans  les  Elémens  de  Gécmiétrie ,  ne  sont  que 
des  cas  particuliers  des  deux  Êimilles  de  surfaces  eng^nr 
dréespar  une  ligne  droite  j  se  nïoupant parallèlement  à 
elle-même  j  ou  assujettie  à  passer  consomment  par  un, 
point  donné.  Pour  diriger  le  mouvement  de  cette  droite, 
rien  n'empécbe  de  substituer  au  cercle  d'où  résultent 
les  cônes  et  les  cylindres,  une  courbe  quelconque  et 
située  comme  on  voudra  dans  l'espacé;  mais,  et  ceci 
est  bien  remarquable,  on  peut,  par  l'emploi  des  diffé- 
rentielles.partielles ,  écarter  ce  qui  tient  à  la  forme  de 
cette  courbe,  et  exprimer  en  général  le  caractère  com- 
mun de  toutes  les  surfaces  d'une  même  famille* 

En  effet,  si  nous  supposons  d'abord  que  toutes  les 
droite^  génératrices  doivent  être  parallèles  entre  elles, 
il  faudra  que,  dans  leurs  équations, 

yz=iax+,et,         a  =  ôar  +  /3  ÇTrig.  181) , 

les  coeffiçiens  aet  b  soient  constans ,  et  que  les  quantités 
fit  et  /S  varient  ensemble,  de    manière  que  l'une  soit 
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fonction  de  l'autre;  car  la  première  étant  donnée ,  le 
plan  projetant  de  la  droite  génératrice,  sur  le  plan  des 
sy  est  donné ,  et  son  intersection  ayec  la  courbe  qui  di« 
rige  le  mouTement  de  cette  droite  achëye  de  la  déter- 
miner C')  '  ^^  ^^^^  ^l^'^c 

p  êtstnt  une  fonction  dont  la  forme  dépend  de  la  courbe 
directrice;  mais  la  première  de  ces  équatioAjS  donnant 

il  en  résulte 

2  —  &x  ==  ^  (j^ -^  ox). 

Si  l'on  fait  ici  ^  =  o  ;  on  aura 

^=^^{y  —  ax), 
équation  qui  rentre  dans  celle' du  n**  i4o. 

En  éliminant  la  fonction  ^jdans  le  cas  général;  après 
aiEoîr  fait  dz=zpdx  *i*  çijr ,  on:  obtient 
p  +  aq-^^^b, 
142.  Quand  les  droites  génératrices  doivent  toutes 
passer  par  un  même  point  dont  les  coordonnées  sont 
a,  ^y  y,  leurs  équations  deviennent 

et  ce  sont  les  coitec^ens''*a  et  h  qui  varient  ensemble  à 
cbaque  nouvelle  position  que  prend  la  dr<Hte  génératrice  ; 
il  faut,  en  conséquence'.,,  poser  S  =  ^(a),  ce  qui  donne 

ISÇ «         '.X-^m^^  \x  —  M/ 

L'élimination  dç  la- fonçtiçn  ^  conduit  à  . 

(*)  Oa  bien  encore;  soient  j/  =:4(j^0 ,  af  ^ar{x'),  les  ëqaations 
de  la  coarbe  directrice  ;  il  ftiirt  qu'en  posant  x  cs^a:',  on  nîtjrszy,  . 
»  =  «',  et  par  conséquent  ax'  4-  a  =  +(jtO ,  bx^  •+>  gx=  <r(*')  >  d'oîj , 
m  éliminfinc  o/y  il  réso^era  une  équation  entre  «  et  /$. 
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143.  Ôti  Voit  encore  sans  |>eine,  ^uèéî  ùùé  Gbiirï^ 
plane  quetcohqùe  tourne  autour  de  l*aie  dés  i,  khaëttn 
de  ses  points  décrira  un  cerde ,  ayant  son  cehtrè  sur  cel 
axe,  et  pour  rayon ,  l'ordonnée  de  la  courbe  généràti'ièè 
rapportée  à  ce  même  axe,  et  de  pi  dé; ,  qtie  le  TRjdti  dé 
ce  cercle  vairie  avec  sa  distance  au  plan  des  Scj,  c*est-à- 
dire,  a^èC  a.  Si  donc  on  pmë  poiir  son .  équatidn f 
i(»  ^  jr*  sss  d*,  a  detta  être  regatdé  ébimne  une  fonc- 
tion de  2,  et  vic$  z/erwl^  d'oii  il.snit 

x-  +  y-  =  (p{z),     ou     z^^{x-  +  y-^, 

4  désignant  une  fonction  iuTerse  de  ^. 
L'élimipation  de  4  conduit  à   l'équation 

p^  — y«  =  Oj 

qdi  éxpriinë  le  caraitërcfdes  surfaces  erigeiidrées  doDâlÉïe 
on  Tient  de  le  voif,  dont  la  s]^bèrie  nPcst  qu'un  eàs  par- 
ticulier, et  qu'on  nomnâe  surfaces  de  réifoludon.  Pour 
les^  considérer  sous  le  point  de  vue  le  plus  général ,  il 
fendrait  supposer  dails  une  situation  quelconque,  Faxe 
autour  duquel  tourne  la  courbe  génératrice.  /    v^  _ 

Il  n'est  encore  entré  qu'une  fonction  arbitraire  dams 
l'expression  des  familles  de  surfaces  que  nous  yenons 
d'examiner;  il  y  en  aurait  eu  un  plus  grand  nombre,  $i 
l'on  avait  laissé  plus  de  conditions  a  remplir  dans  le 
mouvement  ou  la  nature  des*  lignes  ^n^ratrices;  mais 
on  ne  peut' qu'indiquer  kii  43e  sujet.  Cependant  nous 
aurons  bientôt  ï'occasioif  de  faire  'tx)nikaitre  encore 
une  classe  dé  âurfkèës^  rëbÈiài^qtiàMeiâ  :  éë  soûi*  lotîtes 
celles  qui,  cothnié  \^i  cylindres  et  1er  ê^nèi^  peuvent, 
sans  déchirure  ni  duplicature^  s'étendre  sur  un  plan, 
et  que  pour  cette  raison ,  ou;  nomme  surfaces  dépe* 
loppaUés  (161  >. 
Enfin,  il  fatùdrait  aussi  ikiontif-ei^  lé'  prwsk&i k\i(Aiï^ 
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poat  parlicakriser»  d*aprè»  une  condition  donnée,  la 
iotme  dés  fonotions  ^  arbitraires  contenues  dans  les 
équations  primitives  des  familles  de  surfaces  ;  mais 
comme  son  priiicipalusage  se  rapporte  au  Calcul  inté- 
gE^I  f  je  l'expoâerai  à  la  suite  de  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles  partielles. 

1 44-  Con8idér<Mis  maintenant  les  diverses  manières  de 
passer  d'un  point  à  un  autre  sur  une  surface  quelconque. 

Lorsque  x  Tarie  seul  et  derietit  x  +  h,  cm  passe  du 
point  M,  fig*  36,  au  point  m,   situé  sur  la  section  ficSS. 
QMm,  fait^  t>ar  uii  phâ  parallèle  à  celui  deï  xz,  et 
mené  par  le  point  M  :  l'ordonnée  infm  Ae  cette  sec- 
tion ,  a  pour  développement  la  série 

0*1    *  djf*i.2      djri.a.S 

Si  c'est  ^  qui  se  chan^e.en  ^  +  ir,  e^  c|»e  pe  demeure 
constant  9  on  passera  au  point  n  situé  sur  la  section 
PMn  faite  par  un  plan  parallèle  à  celui  des  yz,  mené 
encore' plkr  le  point 'i|f^  et  le  déTeloppeme^tde  l'ordon^ 
née  i/n  de  cette  «sction ,  àera  . 

'"^dj.i'^d^r^'^'ïpm"*'^^^' 

En  faisant  varîef  x€iykîii  même  lémps,  on  passera  du 
point  iRf  à  un  point  quelconque  Nj,  et  cela  de  deux  ma- 
nières (^Ééfeiiftek ,  iayoîr,  en  stil>stitiiailt\y'+''ifc'  àulieu 
dé  /  âafiS  lé  bi'éïniér  déireTdfitiemént  ci-déssu^,  ou 
bien  x-^^fi  s(u  lieu  dé  k  dan'^  le  Sédotid.  Far  l'une  ië 
ces  opérations^  on  passé  Se  l*br'doniiéé  ni  ht  à  l'iiIrttrtiM!' 
née  irjfy ^naU^$e0tioi|(j^l#Arj:&t  pipir  J^aiitre,  on  passe 
èi^n'<nt\k;l^Ki>èAt^\B^wsf^  est  évident  q^e 

ces  dovillsiGMioxilidcwjKMrse  sen^ntrar  au  point  JV;  sans 
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quoi  la  surface  proposée  ne  serait  pas  continue  ;.  il  f«at 

donc  que  les  résultats  rapportes,  dass  le»  n°'  39>  et  ^o. 

',  .        d*«  d*i5      ,        '  •      i 

soient  identiques  ;  l'équation    .    ^    =  ,  à  laquelle 

tient  cette  circonstance ,  n'est  donc  que  rexpressiozi  de 
la  loi  de  continuité. 

Ayant  à  considérer  particulièrement  la  série 

+  etc.',-  '■     ■    •   '""•  ■•'-■• 

•  .:'j..;  •      '         .  .  .      .)  -  i 

qui  exprime  le  développement  de  la  valeur  de  z  , 
correspondante  k  x+h  et  kj4"* 7.  pour  abréger,  je  la 
représenterai  par  ^  ■  ■   '  r:    i    /.  > 

«  +^  A  -f  jib  +  i  (rh*  +  Qièhh + 1]^)  >+  etc. , 
en  posant     '  i       .  .    -     ...^   .       ►;         n     ' 

d*-^'  dy— ^'  di-^'*'  did^^'^'  ^V-^^ 
et  je  fer«i,i  observer  que  le  rapport  ^  „ 

détârminaiit  la.  direction  de  iWiV'  par  rapport  au:f  axe^ 
des  X  et  des  y ,  fait  connaître  cellq  du  plan  M^Mtjf^j 
mené  perpendiculairement  au  plan  ABC,  et  œupant 
suivant  ilîfiV.  la  sur  face;,  proposée.  ,         *   .     .. 

14s.  Il  suit  clés  considérftttbiisprécédentes,  éi  JeÔ0 
qui  a  été  dit  n"*  i36;  qaesi 'àta± oiik«pi4seîtte^l'é|imtio«i 
d'une  surface  courbe,  les  équ^6ïi»'âiSévitilt»elte&''j  ^ 


' 
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du      duàz au      du  dm 

âx       àz  àx  ày       dz  dy  ' 

appartiendront  respectivement  aux  deux  sections  QMm 
et  PMn  ;  la  coordonnée  y  n'entrera  dans  la  première 
que  comme  une  constante  arbitraire^  qui  détermine  la 
position  du  plan  coupant  :  il  en  sera  de  même  de  la 
coordonnée  or  dans  la  seconde.  On  ne  doit  pas  con- 
fondre le  Az  de  l'une  de  ces  équations  avec  celui  de 
l'autre ,  puisque  ces  deux  différentielles  ne  sont  que  par- 
tielles (i35). 

La  différentielle  totale ,  01;  l'ensemble  des  termes  du 
premier  ordre,  ayant  pour  expression 

^  ~  di^*  +  ^  ^ =-p^* + i^y^ 

dz  =  pdx  est  la  différentielle  de  l'ordonnée  de  la  sec- 
tion parallèle  au  plan  des  xz-,  semblablement  dz^=:qdy 
est  celle  de  Pordonnée  de  la  section  parallèle-  au  plan 
des  yz. 

Si  Ton  demandaii  la  différentielle  de  l'ordonnée  de  la 
section  faite  par  un  plan  quelconque  MMNN'  perpen- 
diculaire à  celui  des  xyy  l'équation  de  ce  plan,  de 
même  que  celle  de  sa  commune  section  HfN^j  étant  de 
la  forme  yz=^mx+fi  (T^P^*  *7Q>  établirait  une  dé- 
pendance entre  les  coordonnées  X  et  y]  il  ne  serait  plus 
permis  de  faire  varier  l'une  sans  l'autre,  et  z  ne  pour- 
rait changer  que  d'une  seule  manière-,  il  faudrait  alors 
employer  la  différentielle  totale  dzézpdx  +  qdy^  en 
observant  que  l'équation  du  plan  coupant  donnç 
dy  =  fitda; ,  d'où  il  suit 

dz=i{p  +  <iq)  dx. 

Cet  exemple  offre  l'explication  g^métrique  de  ce 
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qu'on  lit  dans  le  n*  ipj  relativement  à  Pemplet  desdîffi- 
rentîelles  totales.  En  supposant  toujours  npe  dépen- 
dance entre  les  deux  yariablesi  on  fixe  la  direction  dans 
laquelle  on  passe  d'un  point  à  un  autre  sur  la  surÊice 
proposée;  car  si  la  section  Afi^T  n'était  pas  Êiîte  par 
un  plan  perpendiculaire  à  celui  des  syy  eX,  qu'elle 
eAt  en  conséquence  sur  ce  dernier,  une  courbe  pour 
projection  j  la  droite  AfN'  serait  la  tangente  de  cette 
courbe  au  point  M^^  et  la  projection  de  la  droite  qui 
toucberait,  an  point  Mj  la  section  MN  faite  dans  la 
surface  proposée. 

146.  La  première  remarque  qui  s^  présente  y  àet^ 
que  la  limite  du  rapport 

dqnnant  la  tangente  trigonpmétrique  de  l'angle  que  fait, 
avec  sa  projection  M'N\  la  droite  qui  toucbe  au  point 
M  la  section  formée  dans  la  surface  par  le  plan 
M'MNN^  (58) ,  mesure  l'inclinaison  de  cette  section  par 
rapport  au  plan  d^sy^  et  indique  par  conséquent  la 
pente  de  la  surface,  dans  la  direction  MN.  Or,  pour 
passer  à  la  limite,  il  faut  substituer  aux  accroissemens 

NN'^MM'    et    M'N'=\/W^^+W^, 
les  diSérei|tielles  opirespondantçs 


Az*=z{p+aq)ix,    V'dx*+d;K*  =  d*V/i  +  «*(l45), 
d'oji  il  résultera  pour  la  limite  oherehée, 

Gela  posé, on  peut  demander  quelle  doit  être  la  si- 


tiiatioa  du  plan  ocmpni  J^'Âf^N'  pour  que  l'expression 
ci-desfua,  qui  Tarie  ayec  Tai^gle  N'Afm  dont  la  tan- 
gente =«;  soit  un  maximum.  Pour  résoudre  ce  problème. 
î\  fau(  différentier  cette  même  expression  par  rapport 
a  f,  let  égaler  le  résultat  à  zéro  (ipi))  on  trouTera 

-2 — ^--|-=:o,    d'où    jF— /?«=o,     •==-; 

'     '  dy 

et  si  l'on  n|et  pour«i  sa  Taleur  -|^,  on  forpuera  Véqi^* 

tion  difiereptielle 

qdx  — pàjf  =  o , 
qai,  conjointement  ayec  celle  de  la  surfeoe, 

à%=z  pAx  +  qdjr , 

fera  conni^itre  la  direction  dans  laqu^elle  doivent  se  suc- 
céder les  points  consécutifs  pour  descendre  du  point  M 
au  plan  des  xy  par  les  arcs  les  plus  inclinés ,  ou  la  ligne 
de  plus  grande  pente  qui  conduit  de  ce  point  au  plan 
des  xy.  Cette  ligne  qui;  généralement I  peracpnrbe,  se 
préfljfen^e  fpuvent  ^ans  les  arts  de  construction. 

1 47*  Venons  maintenant  aux  oscnlationa  des  surfaces  ; 
Gonoerons-en  deux  passant  par  un  même  point  ay^fit 
pour  coordonnées  x,  y,  s,  et  qnen  cbungeant  x  en 
*+*>  y  ea  j^+it,  Véqnation  de  la  première  sur&c^ 
donne 

z+^h  +  qk+{  (rA*+  ^hk  +  tk^)  +  etc. , 

e|  cpll^  dç  la  secoii^e 

leur  distance  pour  le  second  point  que  Fon  considère  « 
sera,  dans  le  sens  de  l'ordonnée  e. 
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+  etc. , 
série  qu'on  peut  rendre  couYergente ,  en  prenant  hetk 
irhs,  petits  y  et  qui  diminuera  de  plus  en  plus  de  valeur, 
lorsqu'elle  perdra  les  termes  de  sa  première,  de  sa  se- 
conde ,  etc. ,  lignes. 

En  raisonnant  ici  comme  on  l'a  fait  par  rapport  aux 
courbes  dans  le  n®  ^5 ,  on  se  convaincra  cpi'une  troi- 
sième surface  pour  laquelle  ces  termes  ne  disparaîtraient 
pas^  passerait  nécessairement  en  dehors  des  deux  autres, 
dans  tous  les  points  qui  environnent  leur  point  commun. 

Lorsqu'on  aura 

p  — P=io,      ^r— Q  =  o, 

les  deux  premières  surfaces  proposées  se  toucheront ,  et 
leur  contact  sera  du  premier  ordre;  il  sera  du  second, 
si  l'on  a  en  même  temps 

r^R=o,    fi  — iS  =  o,     ^— r=:o, 
et  ainsi  de  suite. 

i48.  Si  l'on  suppose  maintenant  que  l'équation  de  la 
seconde  surface  renferme  un  certain  nombre  de  cons- 
tantes indéterminées ,  on  pourra  disposer  de  ces  cons- 
tantes pour  anéantir  les  premiers  termes  de  la  dis- 
tance des  deux  surfaces,  et  établir  ainsi  entre  elles  le 
contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible,  c'est-à-dire, 
une  osculation. 

En  représentant  par  x',  y,  «',  les  coordonnées  de  la 
seconde  surface,  la  première  condition  à  établir,  c'est 
qu'en  changeant  dans  son  équation,  que  je  représenterai 
par  r'  =  o,  X   et  y  en  a? .et  j^,  on  en  tire . 
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afin  que  les  deux  surfaces   aiept  un  point  commun. 
Remplaçant  ensuite  les  lettres 

py  qj  ry  8,  /,  etc.,     Py  Ç,  R,  Sj   Ty  etc., 
par  les  coeflflciens  différentiels  qu'elles   désignent,  les 
conditions  posées  dans  le  n**  précédent  deviendront, 
pour  un  contact  du  premier  ordre, 

d5'_d^        ^^^ 

de  plus ,  pour  un  contact  du  second , 

dV_d«a  dV  __  d*^  *l_il!î 
d**~d**'  STdp'^dardy^  dy^dy*  ' 
et  ainsi  de  suite,  ce  qui  établit  que  les  différentielles 
partielles  du  ptemier  ordre,  puis  celles  du  second 
ordre,  etc.,  deFéqùation  V=:o,  sont  satisfaites  quand 
on  y  change  « ,  y',  x  et  leurs  différentielles ,  en  a? , 
y,  z  et  leurs  différentielles. 

i4g-  Appliquons  d'abQitd  ce  qui  précède  au  plan,  en 
prenant  pour  /^=o ,  l'équation 

z'  =,Ax'  +  By'  +  D  (  Trig.  176)  ; 
comme  il  n'y  a  ici  que  trois  constantes,  on  ne  peut  sa- 
tisfaire qu'aux  trois  conditions  du  contact  du  premier 
ordre.  La  première  donne 

J^z^Ax-^-ByJtB, 
et  les  deux  autres 

d/  _  da      d/  _  d« 

d7~^~S'   37^^-5^- 

En  vertu  de  celles-ci,  il  vient  d'abord 
dz   '        d« 

et  retranchant  cette  équation   de  celle   du  plan^  on 
Cale.  diff.  14 


obtient 

telle  est  l'équation  da  plan  tangenti  la  première  sor^ 
au  point  dont  les  coordotinées  sont  «^  y^Az, 

On  déterminerait  eiœore  ce  plan  par  la  condition 
qu'il  doit  contenir  les  tangentes  je  toutes  les  sec- 
tions qu'on  pourvait  faire  dans  lasuri&ce,  par  le  point 
M'y  car  ppur  ces  tangentes^  on  a 

d*=^(/>  +  «^)d^  (145), 
et,  foisqaW  fût  duy  z=z0Jlx,  l'éq^atipiidu  plan  donne 
Az'  =  Aix  +  My^  {A+  ^)Ax, 

résultat  qui  sepca  identique  avec  le  précédent,  quel  qne 
aoitm,  si  A=^Pf  et  B  =q. 

i5p.  L^j^^i^^oitç  perpendiculaire  au  plan  tangent,  me- 
née par  le  point  ob  il  touche  la  surface  .proposée ,  s'ap- 
pelle nomioUu»  et  se*  équations  sont^  d'après  celladn 
plan  tangent; 

y— ^+^(«-^)  =  o  (7V^.   182)  O. 
La  distance  du  point  considéré  sur  la. sur  face  courbe, 
à  un  point  quelconque  pris  sur  la  normale  ^  sera 

d'après  les  éqnittions  ci-d^^us;  et  si  Ton  fait  /=o,  le 
résultat  ._,.^«««..,..^ 


(^)  Kon»  les  retroaveroas  plus  Iaîd  (iSj) ,  par  une  considéra  tioii 
èe  m^xénium  tt  Ût  miaknum. 
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donnem  la  longneHr  da  la  partie  de  la  Bomak  eom- 
prise  entre  la  surface  proposée  et  le  plan  des  xy. 

i5i.  Le$  conditions  d'nn  contact  du  second  ordre 
étant  au  nombre  de  six  (i48)  ^  i^e  peuvent  ]^  toujourt 
être  remplies  par  la  sphère  ^  puisque  son  équation  géné- 
rale ne  renferme  que  quatre  constantes,  savoir^  les 
trois  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  {^rig.  184)  : 
dfle  ne  saurait  édiic  avoir  dans  tons  les  sens ,  la  même 
courbore  que  la  surfeoe  proposée.  Pour  meimrer  eette 
ei>iirbm*e7  il  faut  employer  deux  certes  osculateurs 
difiéreD^v^u'^vl®'*  ^  déterminés  le  preinier,  mais  aux* 
quek  Miooge  est  ensuite  parvemi  par  des  oonsidértftioos 
tràs  élégantes',  que  je  rais  exposer. 

On  a  TU,  dans  le  n^  80,  que  les  points  de  la  déve- 
loppée, ou  les  centres  de  courbure  d'une  courbe,  sont 
les  limites  des  intersections  des  normales^  étendons 
cette  définition  aux  surfaces,. en  cbercbant  les  lîihites 
des  intersections  de  leurs  normales  consécutives ,  et  - 
pour  osdft  r^renons  les  éfoaAioiis 

«  — ar  +  p(«^— fl)  =  o  (ot), 

trouvées  dans  le  n*  précéd.  Les  quantités  x,  y  ^  ^fPfÇf 
relatives  au  point  que  Ton  considère  sur  la  surface 
proposée,  sont  constantes  pour  la  même  normale,  m^siis 
elles  changent  de  valeur  lorsqu'on  passe  à  une  seconde 
norniale  ;  or,  oe  passage  pouvant  s'effeetuer  dans  une 
in£9#fti.de  dnreotioQs,  savoir,  du  poiat  dpnné  à  chacun 
des  pcmtis  caiTÎDonaDaBS)  iV^aut  fiiire  varier  64  même 
temps  x^  y  tBk  %\  et  puisque  l'on  ne  eberèhe  que  le 
poii^tdfnaterseetion  delà  pvemtÀpe>Qormale  avee  la  se- 
conde, on  regardera' coMÉhe  constantes,  les  60ordon* 
néei  /,  y  et  /,  affectées  k  ce  point. 

i4** 
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En  différentiant  ainsi  les  équations  (a)  et  {b)j  et 
posant 

Ap=ràx  +  8dy,    dq=8dx+tAy  (i44et44), 

on  trouvera 

—  d^— />»iir  -  pqdy  +  (/  —  «)  {rdx+sàjf)  —  o  (c), 
_  dy^q^Ay^pqdx  +  (/  —  Si)  («d«+  %)  =  0(^0- 
Maïs  les  équations  (a)  et  (ô)  donnant  les  valeurs  de 
:c'— *  et  de  y — J',  lorsque  celle  de  z—z  sera  connue,  il 
faut,  pour  que  la  question  proposée  ait  une  solution,  que 
les  deux  équations  (c)  et  (û?)  s'accordent  dans  la  détermi- 
nation de  cette  dernière  quantité,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

dx+p^dx+pqdy  _ d^  +  q^'dy+'^pqdx 
rdx+sdy  sdx  +  fdj^         V 

ce  qui  établit  une  relation  entre  dx  et  d^,  et  montre 
que  la  seconde  normale  ne  rencontre  la  première, 
qu'autant  que  le  point  d'où  elle  part  est  dans  la  di- 

dv 
rection  piarquée  par  la  valeur  de  ^.  Or,  en  faisant 

dj^  =  mdx, 
dans  l'équation  précédente,  et  ordonnant  par  rapport 
à  m,  on  obtient  le  résultat 

[(I  +  q^)8  —pqt]  m^  +  [(i  +  qy—(l  +/>')4'» 

—  tO  +/>">  — /'^'î  =  ^ W' 

qui  donne  pour  m  deux  valeurs  ;  il  n*y  a  donc;  en  géné- 
ral ,  à  chaque  point  d'une  surface,  que  deux  directions 
dans  lesquelles  deux  normales  consécutives  se  coupent, 
et  soient  par  conséquent  dans  le  même  plan. 

Un  simple  changement  de  coordonnées  suffit  pour 
mettre  en  évidence,  la  relation  que  ceç  directions  ont 
entre   elles,  sur  la    surface    proposée.   Il  est   visible 
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d'abord  qu'on  peut  faire  coïncider  le  plan  des  xy  ayec 
le  plan  tangent  au  point  que  l'on  considère,  et  placer^ 
l'origine  des  coordonnées  à  ce  point,  sans,  pour  cela, 
déranger  la  position  respective  de  la  surface  proposée, 
et  de  ses  normales  j  mais  alors  jf=  o ,  j'  =  o^,  «  =  o , 
et,  dans  l'équation  du  plan  tangent,  /  doit  être  nul 
quels  que  soient  J  et  y\  ce  qui  exige  que  /)  =  o, 
5^=0,  et  réduit  l'équation  {e)  à 

«7»*  +  (a— ^)  m — s  =  O  ,    ou    171*  +  ^ I»  —  1  =  o. 

•  )  s 

%XL  nommant  ni   et  wf  les  racines  de  celle-ci ,  on  a 
,,  ?i»'7»*+ I  =  o; 

et  comme  à  présent  toutes  les  droites  qui  touchent ,  au 
point  ilf,  fig»  37  ,1a  surface  proposée,  se  confondent  pic. 37. 
aTec  leur  projection  sur  le  plan  des  xy ,  m  el  ni*  re- 
présenteront les  tangentes  des  angles   que  font,  avec 
l'axe  des  x ,  les  droites  indiquant  les  directions  sur  lea-  » 

quelles  on  trouve  les  normales  qui  se  coupent  ;  ainsi , 
ces  directions  seront  perpendiculaires  entre  elles  (*). 

i5a.  On  voit  aussi  qu'en  menant  par  Taxe  des  %y  qui 
coïncide  à  présent  avec  la  normale  3/6f,  et  par  chacune 
des  tangentes  MN'  et  Mn\  correspondantes  aux  valeurs 
m'  et  m"^  des  plans ,  ils  couperont  la  surface  proposée 
suivant  deux  courbes,  dont  les  cercles  osculateurs  seront 
aussi  ceux  de  la  surface ,  puisqu'elles  auront  deux  nor- 
males communes  avec  cette  surface,  tandis  que  les 
autres  courbes  ne  sauraient  en  avoir  qu'une. 
,  C'est  par  les  rayons  de  ces  cercles  qu'on  mesure  les 

(*)  m  resterait  indelerminee  si  Ton  avait  en  outre  5=80,  r — ï=ïo, 
<x  qaî  a  lieu  pour  la  sphère ,  dont  toutes  \eg  normales  passeiit  par 
«on  centre,  que  l'on  suppose  ici  dans  l'axe  des  2. 


oonfbores  cb  k  surfdœ  proposée  ;  or,  Jcur  expression 
est  étidenunent  celle  de  k  distanoe 

entra  l'intersectiou  des  norm^W  et  le  point  qae  Voo 
considère  sur  cette  surface.  Par  la  substitution,  des  va* 
leijrsdejf— *Vetde  j'— y,  tirées  des  équations  (a) 
et  {b)f  on  trouye 

oi  il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  pour  z — /,  sa  yaleur 
tirée  de  Pune  des  équations  (c)  et  (d)  ;  mais  on  aririve 
à  une  yaleur  indépendante  àetn,ea éliminant  d'abord 

■jr-  de  laeft  deux  équations,  ce  ^pa  donne 

posant  ensuite 

(«— .  /)  V/ 1  +/>»+^»= ^,  d*où  «'-« 


puis  substituant  cette  yaleur  de  %' —  «,  dans  réqùatîon 
précédente  I  faisant  disparaître  les  dénominateurs  et 
ordonnant  par  rapport  à  ^,  on  obtient 

équation  dont  les  racines  exprimeront  le^  rayons  if» 
deux  cercles  osculateurs. 

Les  yaleurs  de  m  y  données  en  fonction  des,  y,  z, 
changeant  ayec  ces  yariables,  pour  chaque  point  delà 
surface  proposée ,  il  en  résulte  les  équations  difléren- 
tieUes 

d^  =  m'dx  ,    dy  =  m^dx , 


(f^détarmiaetit  «ur  le  pi«  de.  syy  *"»«''^^       ^ 
^t  pitr  le  péâBt  Af  ./*y.  36,  «t  ,«i  «at  h^  pro,«4«^.  ,.«.36. 
de  JL  ,rfiï  fiitor  iâT«  «n-  b  aurfaee,  p-w  ren- 
contrer des  normale»  qiw  se  eOiipent. 

Gfaaqnc  poi«l  ilf  de  la  Surface  proposée  se  trouve  sw 
deardlJcourto.;  cdle  ,,«1  répond  à  Uï>li«  V^ite 
des  valeurs  de  J^^  ««  U  /%«  déplmgrand»  courbare. 
l'aulSe  estfe  &n«  dt  mmuér* coarbure.  ,     .     , 

Quand  les  vatevsd.  ^«t  le  «4i»*.yne,  le.  d««» 
cottrbuns  de  la  «irfaee  «Wt  teumées  dansk  même 
sei»,  et  en  sens  eontiaire ,  «  ces  Takws  sotot  de  signe» 
différent.  „,       ..  „ 

Ertfin,  «  l'on éKm«e  x,y,*Am,  entre  léq««*^'» 
d*  la  snriaee  prop«éB,  et  le.  équation»  (i>»  («>*  W; 
(*)*  (i5ï),  on  »«r».  I»'!*»  coordonnées  *,  y,», 
l'équation  de  la  surface  qui  est  le  lieu  de  tous  ^^^^^"^  ' 
de  courbure  de  k  propesée,  et  qui,  en  goaéral,  sera 
composée  de  deux  nappes,  dont  l'une  cont^dra  tous 
les  centres  de  la  plus  grande  courbure,  et  1  autre  ceui 
de  la  plus  petite  (*). 
Des  points  singuliers  des  surfaces   courbes, 

des  maximums  e<  minimtims  des  fonctions 

db  pàisieuri  variables. 

i5l  Les  surfaces  courbes  offrent,  dans  leur  cours, 
non-seulement  des"  points  singuliers  en  nombre  limité  et 
distincts,  mais  ces  points  y  forment  aussi  quelquefois 
des  suites  continues ,  qu'on  pourrait  nommer  ligr^»  ^ 
singulières;  les  uns  et  les  autres  correspondent  à  des 
valeurs  particulières  des  coefficiens  différentiels^deFor- 

n  Onjrouvera,  à  la  page  58o  du  1«  Tol.da  Traité  in-4<>ila 
Coraiule  pour  déterminer  par  ce»  courbure.,  celle  d'une  section 
fiàte  Sxb.»  la  surface,  par  un  plan  quelconque. 
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donnée  de*  la  surface,  analogues  a  celles  qui  nous  ont 
conduit  à  la  détermination  des  points  singuliers  des 
courbes.  Mais  pour  se  faire  une  idée  de  la  forme  d'une 
surface ,  il  ne  suffit  pas  d'en  chercher  des  points  isolés  ; 
il  faut ,  comme  pour  la  construire  >  imaginer  un  en- 
semble de  sections  faites  par  des  plans  ou  des  surfaces 
assujetties  à  une  loi  constante  et  déterminée. 

C'est  ainsi  qu'on  peut  reconnaître  en  quel  point  d'une 
surface  j^  son  ordonnée  est  un  maximum  ou  uu  mini- 
mum, c'est-à-dire  ;  plus  grande  ou  plus  petite  que  toutes 
celles  qui  l'entourent  immédiatement,-  dans  quelque 
direction  qu'on  les  prenne  j  car  il  doit  y  avoir  alors 
un  m,aximaim  ou  un  minimum  sur  toutes  les  sections 
que  forment  I  dans  la  surface  proposée,  les  divers  plans 
passant  par  cette  ordonnée.  Or,  en  posant  pour  l'une 
de  ces  sections 

dj'ss^dx, 

le  coefficient  différentiel  de  %  considéré  comme  l'or- 
donnée do  cette  section ,  sera  exprimé  par 

l/djr^  +  dj^'*        V/i+*t*  ^ 

et  devra  être  nul  ou  infini  (loi),   indépendamment 
d'aucune  valeur  de  «,  pour  qu'il  y  ait  muxim^um  ou 
minimum^  quelle  que  soit  la  situatiou  du  plan  coupant. 
Les  conditions  du  premier  cas  seront  donc 


/>  =  o, 

q  =  o 

àz 

<1z 

3^  =  *»' 

ç=» 

OU 

et  par  leur  moyen,  on  déterminera  les  abscisses  da 
point  cherché;  mais,  comme  dans  les  courbes;  on  ne 
pourra  pas  conclure  de  ces  seules  conditions,  qu'il  y 
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ait  maximum  ou  minimum  :  tout  ce  qu'il  s'ensuit  né- 
cessairement ^  cPest  que  le  plan  tangent  est  parallèle  à 
celui  desâfj^,  puisque  son  équation  se  réduit  alors  k 
/— «  =  o  (149). 

Si  la   surface  proposée  est  la  sphère  donnée  par 
Féquation  ^ 

**  +  y  +  ^*=a% 


on  aura 

X 

d'oii 

x—o,      y=o; 

et  l'on  verra, 

par  l'expression 

«=V/a«— *•  — :kS 

que  toutes  les  valeurs  de  z  qui  répondent  à  des  abscisses 
différentes  de  zéro,  sont  ^a. 

154.  En  n'ayant  égard  qu'à  la  marche  des  valeurs  de 
l'ordonnée  z ,  on  rencontre  aussi  des  maximum^  et  des 
minimums  qui  rendent  infinis  les  coefficiens  différentiels 
p  et  ^  ;  en  voici  un  exemple. 

Si  dans  l'équation 

on  fait  X  e\  y  nuls ,  on  aura  ji  =  6  ,  et  àh$  qu'on  pren« 

dra  X  et  y  différens  de  zéro ,  on  rendra  «  >  i.  Cette 

valeur  est  donc  bien  un  minimum;  mais  en  supposant 

aussi  X  et  y  nuls  dans  les  expressions 

nx                              2y 
/>  = r>     q= — —^ Ty 

on  trouve  |.  Pour  en  connaître  la  vraie  valeur ,  il  faut 
d'abord  poser  y=imx,  ce  qui  les  change  en 


é 
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et  montre  qu'elles  sont  téelbtiieiit  veSctàmi^  kir^e 
X  =  o  et  que  m  est  assignable ,  d'où  il  résulte  y±st'^. 
A  la  vérité  j  si  Ton  cherche  la  forme  de  cette 
partie  de  la  surface,  on  reconnaîtra  sans  peine  qae  le 
point  qui  répond  à  «= o ,  j^=?  o ,  est  une  espèce  de  bec 
ou  de  rebroussement,  au-ddà  duquel  la  surface  ne 
s'étend  pas,  et  semblable  à  celui  que  produirait  la 
pic.i4*  courbe  EM ^fig,  i4i  en  tournant  autour  de  la  ligne 
PM.  On  verra  aussi  quep  et  ^  se  présentent  soùs  là 
forme  f,  parce  que  la  position  du  plan  tangent  à  ce 
point  est  indéterminée  >  puisque  tout  plan  qui  passe 
par  l'axe  des  «,  touche  et  coupe  la  surface» 

11  existe  aussi,  dans  les  stirfkces  courbeà,  des  suitéé  dé 
points  y  ou  des  lignes  dans  lesquelles  elles  retournent  sur 
elles-mêmes,  qui  sont  nommées  arêtes  de  rehroussementj 
et  dont  on  verra  bientôt  un  exemple;  d'autres  lignes 
oix  les  courbures  changent  de  côté;  celles-ci  sont  des 
lignes  d'inflexion  j  qui  peuvent  se  reconnaître  par  le 
changement  de  signe  des  rayons  de  courbure;  mais  toos 
ces  détails  sortant  des  limites  quô  j'ai  dû  me  prescrire, 
je  vais  passer  à  la  recherche  purement  analytique  des 
maximums  et  des  minimums  des  fonctions  de  deux  va- 
riables. 

i55.  Il  est  évident  que  la  différence 

u'-u=î[x^h,  y  +  k)^i{x,y), 

entre  deux  valeurs  successives  d'une  foiïciion,  lorsque 
les  accroissemens  demeurent  très  petits,  mais  sont 
d'ailleurs  quelconques  ,  doit  rester,  toujours  positive  si 


\ 
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la  première  yalenr  de  i^  est  un  minimum,  ou  iiëgati?» 
dans  le  cas  contraire. 

Pour  examiner  les  coiiM|uenoes  de  cette  ecmditîota^ 
il  faut  en  général  dé'f  elopper  la  di£E^enoe  îndtqaée  ci- 
deiSBs ,  sniTant  les  puissances  ascendantes  des  ^nantîtes 
helti}  mais  en  nous  bornant  ici  au  cas  oji  les  oeeflb» 
cîeu9  différentiels  ne  deviennent  (Mis  in&^  ^  no«ij  pMir^ 
nms-fairû  usagede  la  série  du  n^  4^  f  ^  V^^^  abréger , 
nons  désignerons  par 

B^  C,  £>,  Ey  F,  eta, 

les  foncAilons 

au      du       à*u        d^u        d*i« 
ai'    dP'     d?'    3555;*     cp'  "^ 

Posant  ensuite,  i&= «A  ^  il  viendra 
m'  —  uz=^{B  +  Cm) 

+  etc. , 

série  dans  laquelle  le  terme  affecté  de  la  première  puis- 
sance de  h ,  pourra  deyenir  supérieur  à  la  somme  de 
tous  les  autres  ;  et  comme  il  changerait  de  signe  en 
même  temps  que  h,  il  faudra  qu'il  s'évanouisse  lors  du 
maximum  ou  du  minimum ,  ce  qui  fournit  Féquation 

qai^  devant  subsister  dans  toutes  les  relations  de  k  avec 
à,  doit  se  vérifier  indépendamment  de  «  :  on  aura  donc 

t>  ^  dw  du 

B  =  o,     Czno,    ou     jj=o^    dy~^' 
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ainsi  qu'on  l'a  déduit  des  considérations  géométriques 
(i53). 

Ces  conditions  étant  remplies  par  les  i^aleurs  de  x  et 
de  j^  déterminées  en  conséquence,  il  faut  encore  que  les 
coe£Eiciens  D,  E  et  F,  ne  s'éi^anouissent  pas  en  même 
temps ,  et  de  plus ,  que  le  signe  de  la  quantité  qui  forme 
la  seconde  ligne  du  développement  ci-dessus ,  soit  in- 
dépendant des  valeurs  de  «.  En  donnant  à  cette  ligne 
la  forme 

on  voit  que  son  signe  restera  le  même  si  le  polynôme 

n'en  change  pour  aucune  valeur  de«;  et  c'est  ce  qui 
arrivera ,  si ,  étant  égalé  à  zéro ,  il  n'admet  pour  «  qne 
des  valeurs  imaginaires  ou  des  valeurs  égales  :  or^  ces 
valeurs  ^  exprimées  en  général  par 


—  E±.y/E^  —  FD 

-  = Y ' 

seront  imaginaires  lorsque  E*  <  FD ,  et  égales  si 
JB*  =  FD. 

Sans  ces  conditions ,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  mL 
nimum;  et  comme  elles  exigent  d'abord  que  F  et  D 
aient  le  même  signe,  lorsqu'elles  seront  remplies,  celui 
de  la  quantité  (a)  ne  dépendra  plus  que  du  signe  du 
coefficient/*;  on  aura  donc  un  minimum  s'il  est  positif, 
et  un  maximum  s'il  est  négatif. 

Euler,  dans  ses  InaUtutiones  Calculi  differentialis , 
n'indique  qu'une  seule  condition ,  savoir ,  que  D  etF 
soient  de  même  signe;   Lagrange   montra  le  premier 
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qu'elle  n'était  pas  suffisante  y  et  donna  sur  ce  sujet  une 
théorie  a  laquelle  il  ne  manquait  plus  que  l'examen  du 
cas  où  E^:=^FD ,  discuté  depuis  par  M.  Français  (*). 

Si  les  coefficiens  du  second  ordre  s'anéantissaient  en 
même  temps  que  ceux  du  premier  ^  il  n'y  aurait  maxi» 
mum  ou  minimum  qu'autant  que  les  coefficiens  du 
troisième  ordre  disparaîtraient  aussi  ^  et  que  les  termes 
du  qpiatrième  formeraient  une  quantité  dont  le  signe 
ne  dépendrait  aucunement  de  et ,  c'est-à-dire^  que  le 
polynôme  en  a  y  qui  monterait  alors  au  4*  degré  y  étant 
considéré  comme  une  équation  de  c6  degré,  n'aurait 
que  des  racines  imaginaires  ou  des  racines  égales. 

i56.  Pour  exemple  analytique,  j'ai  choisi  la  ques- 
tion suiTantie ,  analogue  à  celle  du  n®  io3.  Parttiger  la 
quantité  a  en  trois  parties ^  x,  y,  a — x — y,  teUes 
que  le  produit  x^'y'Ca— x — ^y)''  S9it  un  maximum* 

On  a  alors 

—  =  :ç"»->j^»(a— 4?— j^)^-*[7na— ?njc— w»^— j[>ar}  =  o, 

-yY^^ina — nx-^ny-^py)  =  o; 

les  facteurs  m^'-^^m^'^my^px  et  na-^nx^^ny-^py , 
étant  égalés  à  zéro  ,  fournissent  les  équations 

m{à—x-^y)^px  =  o,     n{a  —  x-^y)'^py  —  Oy 

qui,  par  l'élimination  de  a  —  * — y  y  conduisent  à 

,,  ,  nx 

mpy  —  npx  =  e ,     d  ou     v  =  — ^  j 

TU»  . 

(*)  Voyez  le  Traiié  in-40,  Ille  vol. ,  page  63i. 


€t  l'oQ  tvouwe  «Dsuite 

ma  na  pa 

m+»H-p    "       m+n+p  m+nri^p 

Pour  5aTûir  i^i  ces  T^^leurs  appartiennent  eai  eSet  h  ud 
maximum  j  on  Ici  aubstUoera  dans  les  expressions  g4* 
n^AJles  4e 

l'if     -^      l''* 
dor*'    d«dj^'    dy"*' 

en  £iiaamt>  pour  abréger,  7»-4-i»«f-p=?9  on'<»mTapa 

z,«_c„+rt(=)-(^y  (^'-, 

'=-  =F(T)""(7r'(?r'' 

Les  quantités!^  et  F  sont  toutes  deux  négatives,  et  Pon 
s'assurera  sans  peine  qu'elles  remplissent  la  condition 
E^^DFy  lorsque  les  exposans  m,n,p,  sont  po$itî&; 
ainsi  on  a  obtenu  le  maximum  demandé. 

157.  Comme  application  gé<^métrique.^  }a  pcendrai 
la  détesminalion  de  la  plus  courte  distance  entre  un 
plan  et  un  ppint  donnés. 

Soient  x,  y  y%  y  les  coordonnées  du  plan,  qui  fioxvt 
les  inconnues  du  problème  ,  x\  y  ^  z,  celles  du  point 
qui  sont  données  ;  la  distance  entre  le  point  et  îe  plan 
sera  ^piT^nçe  par 

u  =  V{x-  xy  +  iy-  yr  +  (^-  «')% 

qui  devra  être  considéré  comme  une  fonction  des  deux 
variables  x  et  y  ,  à  cause  de  la  t  dépendance  qu'éta- 
blit entre  celleB<*cr  et  TordoBnée  s,  Téquation  dû  plap 
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donoé.  Si  on  la  représente  par  is,=:  jix -^  By '^D ^ 
que  l'on  différentie  u  dans  cette  hypothèse  (i 36), on  aura 
dz  =  ^âx  +  Bàf/'f  et  supprîmaot   ies  dénominateurs 

des  T^lçi^rs  4e  T"  ®*  ^®  T"  '  ^°  trouvera 

*— ^'^r(«— ^0^  =  0,     J^— /  +  («— 0^=o^ 
4ifuatîoas  ^ui  sont  précisément  oelles  de  la  perpea» 
^ulair^  au  plan  donné* 

S'il  touche^  au  point  doat  les  coordonnées  soat  x^  y^  m, 
cme  surface  courbe  pour  laquelle  àz^  :^  pdx  -^  qdy  y 
comme  alors  ji=pf  B^=q,  les  équations  cir dessus 
derieudront  celles  de  la  normale  à  cette  surface  iiSo). 

Be  ^application  du  Calcul  différentiel  aux 
courbes  à  double  courbure  y  et  des  surfaces 

développahles. 

• 

i58.  On  sait  ÇTrig'  igS)  qtie  deux  équations  pri- 
mitives entre  trois  Tarîahles>  se  i»présente|it  par  uae 
ligne  considérée  dauj^  l'espace ,  tandis  qu'une  seule 
équation  entre  trois  variables  appartient  à  une  surface. 
Lorsqu'on  yeut  appliquer  le  Calcul  différentiel  aux 
courbes  à  double  courbure^  on  peut  les  regarder 
comme  les  limites  de  polygones  doi9.t  trois  côtés  con- 
S(|cntifs  ne  sauraient  être  dans  le  même  plan.  I,e  pro- 
longement de  l'un  de  ces  côtés  donne  la  tansente  de 
mime  que  dans  les  courbes  planes. 

Ainsi  la  tangente  MT  de  la  courbe  MX^fig.  38,  fig.38^ 
est  la  droite  qui  pjasse  par  les  points  ^ont  les  cooi^ 
données  sont 

»>  yy  *}     *  +  ^*»     y  +  ^yy     «+d«^ 

et  Ton  aura  pour  1^  équations    <te  ses   projections 


sur  les  plans  des  x^  et  des  xz , 

qui  appartîenneBtèvidettittieM  iitt-x  ligues  3fT'et  M'T'j 
tangentes  aux  proj.ections  M'Xl.  et  M"X"  de  la  courbe 
proposée  (68).  Iliie  reste  plus  qu'à  mettre  dans  ces  éqva- 
«mi*V 9.t^Viék^'hê^'ii<ioteièii)àèes^f^j  et  ;^^'  Wiil^à  # 
HfreéMèlie^V  1^9 Vs^urs  itfees  des  équations  des  prôj- 
jections  de  la  courKe  proposée.       ■  *   >  ^ 

(  i5$*  Deux  tangentes  consécutives  Til/  et  tm,  déter- 
minent le  plan  qui  passe  par  deux  côtés  consécutift, 
et  qu'on  nomme  plan  OGCuûueur*  On  peut  trourer  son 
équation  en  le  r^ardantcomme  passant  par  trois  points 
çpnsécutifs  de  la  courbe  proposée  :  soit  donc 

z'=Ax'+By+D 
son  équation;  il  faudra  qu'on  ait  d'abord 

z=^Jx+Bjr  +  D, 
puisqu'il  doit  contenir  le  point  dont  lès  coordonnées 
sont  Xf  ^  et  z'^  et  pour  que  les  deux  points  suiya^ 
s*y  trouvent  aussi ,  il  faudra  de  plus  que  la  diÇérentielle 
premiëfè  et  la  différentielle  seconde  de  son  équationo 
aient  lieu  en  mébe'  temps  que  celles  des  équations  de 
la  copriie  péopobée.  '     '    ■ 

^  OnpouiTf^t  prendre  une  de^  diSBérentieUes  dx,  iy^ 
ou  iz  pour  constante  (i33);  mais  il  sera  plus  symé^ 
trique  de  les  traiter  toutes  comme  variables  en  même 
temptf,  et  il  viendra 

di;:=^djr+^d^,       ,     ' 
d*a=^d**+W^, 
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dfoh  l'on  tirera 

^  _  izà^yr-àyd^x  _  ixd*s  —  dzà*x 

pais  retranchant  Péqnation 

z=Jx  +  B:y  +  D, 

z'=jéx'+By4-D, 
mettant  ensuite  poar  A  et  B  leors  Taleors^  faisant 
disparaître  les  dénominateurs  ^  et  panant  toua  les 
termes  dans  un  seul  membre^  on  trouTera 

{J—x){AyA*%^izà*y)  +  Cr'— j.)  (d«d**  -irf**) 

+  {%  —  s)  (dxd V  —  dj^d'*)  =  o, 
résultat  remarquable  par  sa  forme. 

En  y  substituant  pour  /deux  quelconques  des  trois 
coordonnées  *,  JK>'«>  leurs  yaleurs  tirées  des  équations 
de  la  courbe  proposée,  on  aura  l'équation  du  plan  os- 
culateur ,  particularisée  par  la  coordoi^née  restante. 

Ici  s'offre  l'occasion  de  vérifier  ce  qu'on  lit  à  la  fin 
du  n*  iZ2\  car,  si  en  regardant  d'abord  ^  et  «  comme 
des  fonctions  de  x,  on  fait 
dj=pdar,     d>=5rdar%      i%=p'ix,     d««==/di*, 

et  qu'ensuite^  on  suppose  les  trois  yariables  fonctions 
d'une  quatrième  /,  on  aura  par  le  n*  i3i, 

d  >•=  qàx^  +pd*« ,        d*«  =  ^y*»  +/>'d?â?, 
yaleurs  dont  la  substitution  dans  l'équation  du  plan  os- 
cnlateur,  faisant  disparaître  d'ar ,  conduit  au  même  ré- 
sultat que  si  Ton  eÂt  fait  djp  constant 

i6o.  On  observera  en  passant,  que  la  différentielle 
de  l'arc  de  la  courbe  a  pour  expression 

»/d»*+dj^*+d^. 
Cale,  diff,  i5 


!^a6  nuiTJi  iLÈMotTAmm 

puisque  cest  celle  de  k  distance  des  poi&tB  (dont  les 
cordonnées  r6speçtî?es  sont 

xj  y^  »,  *  +  d*,  J'  +  dy,  «H-d«. 
i6i.  La  série  des  tangentes  d'une  courbe  à  double 
courbure:  ou^  ce  qui  revient  au  mêipe^  la  suite  de  $6^- 
plans  osculateurs^  lorsqu^on  les  mène  par  des  points 
peu  éloignés  y  forme  un  poljèdre  composé  de  plans 
angulaires  ^  accolés  les  uns  fiux  autres  par  un  i^t^ 
commun ,  et  qui  peuvent  se  ramener  au  même  plan  ou 
se  développer,  en  les  faisant  tourner  autour  de  ce  côté: 
ri6.3Q.  ^^^^  ^  ^^  représenta  la  %ure  Sg.  Si,  pour  plus  ck 
simplicité;  l'on  n'y  considère  en  premier  lieu  que  les 
lignes  tirées  en  plein ,  on  verra  bien  comment  les  cotés 
du  polygone  MM^M^M^  etc.,  prolongés  dans  le  même 
«ens,  forment  les  angles 

TM,T,,   T.M^T^,  T^MsTs,  TzMJ"^,  etc., 

situés  d'abord  dans  des  plans  différens,  et  qui  se  ra- 
mènent s^r  un  seul,  en  tournant  autour  deb  lignes 

M.T^y        M^Ta,        MzT^,.       etc. 

Considérant  eneoite  leurs  prolongemens  dans  le  sens 
opposé,  parties  qui  sont  ponctuées  /  et  qui  croisent  la 
.direction  des  autres ,  en  passant  soit  au-dessus ,  soîl  ati- 
«dessottft,  on  en  Toit  naitire  une  seconde  nappe  du  po- 
lyèdre, laquelle  rencontre  la  première  suivant  les  côtés 
du  polygone,  qui  devient  ainsi  une  ligne  d^  rebrous- 
sement  sur  ce  polyèdre. 

Il  est  bon  d'observer  que  chaque  côté  de  ce  polygone 
peut  être  envisagé  comme  l'intersection  de  deux  faces 
contiguës  du  polyëdi^e,  et  chacun  de  ses  angles ,  comme 
celle  de  trois  faces  consécutives  du  même  polyèdre. 

Gela  posé,  si  l'on  oonçoit  que  les  points  pris  ^ur  la 
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«oarbe^prbpoiéei  pour  Ibrmef  te  polygone  |  se  rap- 
prochent de  plus  en  plos,  le  polyëdne  tendra  sans  eesse 
vers  un  corps  continu,  qui  en  sera  la  limite,  comme 
les  cylindres  et  les  cônes  sont  celles  des  prismes  et  del 
pyramides ,  et  sa  ligne  de  rebronssement  se  changera 
dans  la  courbe  pr<^posée,  q8i  est  aussi  nommée  Varèta 
ditrebrouasemeni  de  la  surface  formée  par  ses  tangentes. 
Telle  est  l'origitie  la  plus  simple  des  surfaces  dérelop- 
pables,  annoncées  dans  le  n*  i43. 

Lorsqu'on  a  les  équations  de  la  courbe  proposée  , 
celle  de  la  snrfkce  de  ses  tangentes  s'obtient  facilement; 
car,  si  dans  les  équations  dé  la  tangente, 


y-:r=è(^- 


d« 


•«), 


,'-,  =  g(,'-,)(,58), 

on  change  Xy  y^  z,  en  m,  fi,  y,  afin  de  pouvoir  supprimer 
les  accens  affectés  aux  coordonnées  courantes  de  .cette 
droite,  et  qu'on  représente  par 

^~*W,  ^=*'(-)/  y=4(-),  J=4'(-). 

les  équations  des  projections  de  la  courbe  proposée , 
et  leurs  diSerentielles ,  en  sorte  qile  les  équations  de  m 
tangente  deviennent 

cette  droite  n'est  plus  particularisée  que  par  la  valeur 
de  «.  Si  donc  on  élimine  « ,  ce  qui  est  toufoors  possible 
quand  les  fonctions  ^  et  4  ^^^^  connues,  l'équation' ré*- 
sultante  f^n  x,  y  el^  a,  appartiendra  i  l'ensemUedeâ 

i5». 


1 


tangentesjdelâ  courbe  proposée,  etterdpor&ltiséqnent 
jl'éqvation  de.U  snrfacs  ^u'élksionneat. 

11  est  ,évi4ent  qu'oa  pourra  recDnnaitre"paF  cette 
équation ,  si  la  courbe  donnée  est  plane  ou  k  double 
courbure,  puisque  dans  Ife  premier  cas,  la  surface  dont 
q^,i;ifl^^'^%^rl^.ierar«8^planyet'dàiM^l0  èe^  ^ 

surface  courbe.  ;  •  mv  'ny  "  '^  "'    ■  '    '"''l  ■'  •  '  ■''^^' 

Quand  lç|  fyKPKes  d€i3<:&uq|ions  ^  et  4  ne  sont  pas 
données ^4'4>Viioa|iQii  ;»nç  if^t  tfèffecfiier  ^u'én  diffé- 
rentiant ,  et  Fon  parrient  alors  au  caractère  général  des 
Surfaces  développaMei.'  Il  huX  d'abord  observer  q/aé 
l'équation  (a) ,  établissant  une  relation  entre  4P,*  j«  e^^tf, 
làk^otr^qoe  ià  dernière  de  ces  quantités  est  une  fonction 
des' deux*  autres;  je  différentie  donfc  sous  ce  point  de 
Tue,  et  successivement  par  rapporta  x  et  par  irapp^rt 
i  y,  les  équations  (a)  et  (^).  Pour  abréger,  je  pose' 

•près  les  réductions,  U. vient'   ' 

o=f'(-)+(,-f)-v(-),  ,  ;.,.,;^, 

mettant  alors  dans  les  TaJeurs  de  p  et  de  ^.|  <  cdldsTde 
(«—ce)*'  et  de  (*—*)<*%. tîréesdes deux  premières éqiia» 
tiens I  petq  seront. exprimés  jeu  «  seulement,  jpar  dsi 
fonctions  arbilcaires  de  cette  quantité  :  on  aUra  doac  ' 

ir  désignant  une  fonction  dépendante  de  ^  et  de  4  ^ 
ans^i  arbitraire  que  ceilet-ci.  > 

•  ttUtnteaaiat,  fi  Fou  farit,  comme  dans  le  n^  i5r. 
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qu'on  dîiFérentie  suocessÎTenotent  par  rap)port  à  jp  et 
par  rapport  à  j^,  Péquatîoti  j[>2=:««(y),oti  obtiendra 

et  .éliminant  U  fenoticm.  v',  on  atti^^^êBin  l'éqnatloB 
différentielle  partielle  du  second  ordre  '    '- 

^ùt  exprima  ^ic^Vaotère^n^rd  des  J^nr^Cf»  dévelqp»^ 
paWes;  déco^errpa^^  ..^      1. 1     j^j  .     .    .^.;,  1 

ïl  faut'd'abord  reni^rquer^que,Téqiia|iq|i.  (/}  j^ 
ii^  iSn  àe  réduit  au  premier  dcgré.>  lorsqu'on  y.  £aift 
ri— «'=±=6,,  ce  qui  montre  que.l/QS  surfaces  dévelop^ 
pabtes  n'ont  qu'une  seule  courbure ,  e|  qu'i  proprement 
parler,  l'une  des  deux  valeurs  de  J"  devient  infinie  dans 
oe  cas.^  Xau  ^ne  de^^ourbuf e  jf«»^'  i^^fapp^rte ,  est 
préciisement  une  des  tangentes  génératrices  |<:elle  qui 
passe  par  le  point  que  l'ini'MtotisiiMré^-  '  '  •  «'^  • 
Le  plan  qui  tPUche  la  coiirbe  à  Qe|>Qinty  passe  par 
la  mém^  droite ,  à  tous  les  j)oints  de  laipielle  s'étend  le 
contact  entre  lé  plan  et  la  sprÊice  proposée^  ce  qui  est 
aisé  à  voir^  puisque  ce  plan  n'est  autre  .que  la  limite 
des  plans  menés  par  deux  tangentes  consécutives. 

.;<Àte  propriété^  parfîculîèr^  aux  surfaces  dévelop-, 
pables  et  résultant  de  ce  qu'elles  sont  composées  de 
îigpaes  drofîtes  qui  se  loupent  deux  k  deux  ^  les  distingue 
de  toutes  les  autres  surfaces ,  sur  lesquelles  le  contact 
avec  un  plan  n'a  lieu^  en  général  ^  que  dans  un  seul 
point. 

1^2.  Mener  une  normale  à  une  Cûnrfaeconndérée 
dans  l'espace  I  est  un  .problème  iadétermioé)  'oar  il 
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éxhXe  un  ikombre  infini  de  droites  qui^  ptssftot  pat  le 
point  donnée  sont  en  même  temps  perpendiculaires  à  la 
tangente  :  l'ensemble  de  ces  droites  forme  un  plan  per- 
pendiculaire à  cette  tangente ,  et  qui  se  nomme  plan 
normal.  En  donnant  aux  équations  de  la  tangente  (i5$) 
la  forme  .      ,  . 

on  Tpit  que  l'équation  du  plan  normal  est 
(/_,)^+(y_^)^  +  /_,  =  o     {Trig,  162), 

0U 

(*'— *)d;r+(y—:r)  dr +  («'-«)  d^===P    (0.... 

Considérons  maintenant  le  plan  normal  pour  le  poiiU 
consécutif^  il  est  évident  qa^il  coupera  œhii  qu'on  Tiftal 
Ae. déterminer,  et  que ,  sur  dette  intersection ,  les  ooor» 
données  »,  y,  s',  n'auront  pas  yarié,  quoique  ^  ma 
devenu  x  +  dx]  on  aura  donc  alors 

*'(«:— :t)d**+(y—j.)d>+(/-;f)d««-d«*  =  o  (2), 

§n  posant  pour  abréger, 

d:^  +  d:y»*hd**  =  dl*, 

etle  système  des  équations  (i')et(2)  exprimera  la  droite 
dont  il  s'agit.  Si  on  le  combine  avec  les  équations  de  la 
courbe  proposée,  pour  éliminer  x,  j  et  « ,  il  restera  une 
seule  équation  appartenante  à  la  surface  qui  est  la  liqiite 
des  intersections  successives  des  plans  normaux,  comme 
la  développée  des  courbes  planes  est  celle  des  intersec- 
tions consécutives  de  leurs  normales  (80). 

Cette  surface  est  évidemment  développable  ;  car, 
ainsi. que  càh  des  tangentes,  elle  est  composée  de 


ViIgHé  droite»;  qQi.«6|0Oupeot  deai.  à  deii:(r  Puisque  ^rtî 
roo  substitue  un. polygone  à  U  courbe  proposée ,  l'in-^ 
tcrsection  du  pi^emîer  plaa  norioAl  ^y^  le  second  y  e| 
celle  du  second  ai(ee  le  troiaièii^ ,  seront  toutes  deiu^. 
dans  le  second,  et  aiati  de  proche  en  proche*. 

C'est  ce  qua  l'analyse  prouve  aussi  \  car  si  l'on  change 
xen  it  comme  pUns  le  n^  précéd.i  qu'o»  fasse  dm  cons- 
tant »  et  qu'on  supprime  les  aceens,  les  équations  (i) 
et  (a)  deTÎendront 

LK-K»)]*''(-)+[«-4'(-)m-)r  „  ,... 

-i-^'(«)«-4''W  /~     ^^' 

la  seconde  étant  la  différentielle  de  la  première  par 
rapport  km,  montre  qu'on  peut  différentier  celle-ci 
par  rapport  à  «  et  j^  sans  faire  yarier  m ,  puisque  les 
termes  qui  résulteraient  de  cette  fonction  >  seraient  nuls 
en  Terta  de  la  seconde  équation.  La  première  don- 
stera  donc  seulement 

i+/>^'W  =  o,     ^'w  +  ^.^'w-o,    . 

d'où  il  faut  conclure   comme  dans  le  n°  cité>  que 

/>=«-(?)(*)•      

(*)  Si,  dans  rcqaatioo  (iQ ,  ou  change  xenz,feax,zeaf, 
et  qu'on  fasse 

«+#(*)#'(-)++(-)+»  =  !*, 
on  ponrra  poser  *' 

♦»=-•».    4'(«)  =  -y(m), 

et  il  'Rendra 

Ces  équations ,  qui  dërÎTenl  de  celle  da  plan  ,  s  =r  j4x  •+•  By  -f»  m , 
dans  laquelle  on  a  rendu  deux  des  constantes ,  Ibnctions  de  la 
'troisième,  appaitieaneot  à  la  suite  des  incsrseciions  d^an  plan  ^à- 
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i63.  Noos  sommes  iBi»i»teiUM:it^  étal  de  détermjner 
les  courbures,  on  JUvionSf  d'une  courbe  k  double  cour* 
bure.  La  première ,  fseUe  qui  sttbûsterait  encore  quand 
on  df^Telopperait  la  surface  de  ses  tangentes  ou  de  ses 
plans  osciâiafeurs,  est'cellç  du  cercle  qui  est  la  limite  de 
tous  lès  ierélès'passaut  par  trois  points  cipnsécuiifs  de 
cette  courbe,  et  contenu  par  conséquent  datis  lé  plan 
oscu1a|^i>rS0D  céttlrc^  q|fti  Jsjsi^ridfenEinieitt  Vînteri^ction 
de  ce  plan  aTcc  les  ^eu^i  plans  normaux,  cons^utiff^ 
sera  dopné  en  joignant  Féquation  du  n"  i,59  ,.^a  sy$-:  . 
terne  des  équations  (i)  et  (a]^  du  n"  précédent.       .. 

Au  moyen  de  ces  équations^  on  déteirminera  les  ya^ 
leurs  de  * 

^^^,  y^y,  y— «^, 

pour  les  substituer  dans  l'expression 

qui  sera  celle  du  rayon  cbercbé,  que  je  représentei^ai 
par  II. 

Si  l'on  pose  d'abord  pour  atrègfr,    .. 

•  \  \ 

sujettî  à  se  monvoir  d'anè  manière  qnelcoiiqac  ^ftns  Pespace;  tel  est 
renoncé  le  plus  concis  de  la  formation  des  surfaces  développables. 

En  joignant  aox  ëqnations  (|*5  et  (a")  la  difiîérentielle  de  la  se- 
conde, pnse  seulement  pat  rapport  à  m,  afin  dépasser  an  point 
commun  à  deux  intersections  successives  des  plans  gëii^ratears , 
on  aura  ppur  ce  poinir» 

et  si  l'on  élimine  m  entre  les  écpiations  (i"),  fp,")  e<  (3"),  -ou  obtien- 
dra Parète  de  rebroussement  de  la  surface  développable  (161). 

La  famille  des- surfaces  développai)] es   ne  renferme  pas  toutes 
celles  qui  sont  engendrées  par  le  mouTcmcnt  d'une  droite  j  il  y  ^ 
en  outre  Its  surfaces  gauches  ou  réglées:  Hfoyez,  sur  ce  sujet,  le 
.  Traité  iti-4<>,  1. 1 ,  page.6ci6,  a  t.  III ,  page  660. 


eo  mdiquant  cbacune  de  ces  expressions  par  la  lettre 
qui  ne  s'y  trouve  point,  l'équation  du  plan  oacular 
tem*  (iSg)  deviendra  \  . 

tt  en  la  combinant  avec  '  celte  Au  premier  plan  nor- 
mXt ,  n"  précédent,  on  ep  tirera  d*abord  les  valeurs  d^ 
x-^x  et  de  y-^yèa  d — «,  qu'on  mettra  dansj'équa- 
fîon  du  second  planf  ndtmal ,  qui  donnera  , 

oi  •  - 

B  =  (ras— .Za^yîd**  +<2d*—  Xlz^^y 

+  (xay— rd*)d»«, 

■    ~' ,  (^d*  — Xd«)ds*  ■ 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  u*,  «M 
trouvera 

,     r(Xdy-Fd*)'+(.'7d*— Xda)»+(irda— 2dy)*]d«« 

«  = ^ ^ 

€ela  fait,  on  s^assurera  aisément  que 

X^x  +  Ydy  +  Zâz  =  o ,  ^ 

et  en  ajoutant  le  quarré  de  cetle  expression  au  premier 
facteur  du  numérateur  de  u^,  on  aura 


u^  r=  ^ — ' — , 

On  verra  aussi,  en  développant  la  valeur  de  />,  qu'elle 
se  réduit  à  X^-^Y^  +  Z*:  on  obtiendra  donc  pour 
dernier  résultat 

,_  d/ 

L'intersection  de  deux  plans  normaux  consécutifs, 
étant  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  qui  passe  par 
les  trois  points  pris  sur  la  courbe  proposée ,  en  est  Taxe , 
et  cbaciin  de  ses  points  peut  servir  a  décrire  le  cercle , 
en  prenant  pour  rayon  la  distance  de  ce  point  à  ceux 
du  cercle;  mais  parmi  tous  ces  rayons,  on  distingue 
sous  le  nom  de  rayon  de  courbure  absolu  j  celui  qai 
est  dans  le  plan  mémo  du  cercle.;  et  que  nous  yenotis 
de  trouver. 

Les  valeurs  de  x%  y  et  /,  feront  connaître  la  position 
du  centre  de  courbure  ;  et  en  éliminaat  x,  y  et  2,  on 
obtiendra  les  équations  de  la  courbe  formée  par 
tous  ces  centres;  mais  cette  courbe  n'est  point  la  dé- 
veloppée de  la  proposée,  lorsque  celle-ci  n'est  pas 
plane  (*). 

La  formule  précédente  donnant ,  comme  cas  partîca- 
lîer ,  la  courbure  de  l'intersection  d'une  surface  et  d'un 
plan  quelconque ,  se  rattacbe  à  ce  qu'on  a  vu  sur  la 
courbure  des  surfaces  (iSi).  Je* me  bornerai  ici  au  cas 
ou  le  plan  coupant  passe  par  la  normale  à  la  surface 
proposée*,  je  prendrai  le  plan  tangent  pour  celui  desjfj', 
et  pour  origine  des  coordonnées  le  point  ou  Ton  cherche 

la  courbure.  Par  cette  hypothèse  on  a  da  =  o  et  aussi 

• 

(*)  ^oyez  pages  6a5  et  63o  du  I«»  vol.  da  Traii<^  in-4». 


d»^  =  o,  à  cause  que  le  plan  coupant  étant  perpendi* 
culaire  sur  le  plan  tangent,  l'intersection  du  premier 
atec  la  sarface ,  se  projette  en  ligne  droite  sur  le  second» 
Faisant  ensuite  dx  constant  ^  il  en  résulte 

Z=»o,  r=— d*d*s,      Jt=d^d%  d**e=d*M-dj^i 

mais  si  l'on  pose  en  général  iz  =  pdx '^  qij^ ,  on  en 
déduira  j  dans  l'hypothèse  actuelle  » 

d*«  =  dipès  +  qiy)  =  ipâx  +  d<;d^ 
t=  (r  +  %8m  +  tm^)dx^f 

suÎTant  la  notation  du  n®  iSi ,  oh.  d^=zinâx\  et  de 
U  résulte 

I  +  m* 
r  -f-  as/»  +  im* 

Cette  expression  dépendant  de  m  \  change  de  valeur 
aTeo  la  direction  du  plan  coupant^  et  peut,  en  consé- 
(^uence,  être  susceptihle  de  masimfim  ou  ^e  minimum. 
En  galant  à  zéro  sa  différentielle  relative  à  m^  on 
trouve 

(r  +  2«;7^-f*  tm^Jm  —  (i  •+•  /»')(«  +  tm)  -=  o , 

ce  qui  se  réduit  à  * 

8m*  -}"  (^"*"  ^)^  —  s  =  o  ; 
ainsi  les  valeurs  de  m  sont  ici  les  mêmes  qu'au  n**  i5i. 
De  plus,  l'éliraination  de  m  conduirait  entre  w,  r,  «,  t, 
k  ce  que  deviendrait  l'équation  {f)  (i52)  ,  si  on  y 
faisait  /?=o ,  q=:^o ,  J^=rM,  en  sorte  que  les  deux  valeurs 
de  t  appartiennent  aux  sections  normales  de  plus 
grande  et  de  moindre  courbure. 


i64»  La  seconde  courbure,  ou  la  seconde  flexion  des 
courbes  qui  ne  sont  pas  planes,  est  la  courbure  des 
surfaces  développables  formées  .par  leurs  tangentes  ,  et 
indiquée  par  les  angles  compris  entre  les  plans  oscula- 
teprS|  cop^m^  lempMBtère  flex f>n  l'eàl  pfir  lesanglés 
CRft^pf îi  elit^e  kftrs  tatigëntes.  6f,  les  drôitî^  qui  sont 
les  intersections  des  plans  normaux,  étant  perpen- 
diculaires^ aux  plan»  opcuUt^tt^  )  |;aniprcnen|  éâtre 
elles  lemèm^  angle  que  ces  derniers  ;  de'plus ,  comme 
elles  forment,  par  leurs  rencontres ,  Parète  de  rebrous- 
sement  '^^  la  .wrfpffit  iiii  |iliii'iiff  ii'n"MMniV^l^^«  sont 
aussi  les  tangentes  de  cette  arête  ,  qui  font ,  par  consé- 
quent, entre  elles  des  anglçf  ^^^  9  cew^  des  plans  oscu« 
lateurs  correspondans;  àifisî  la  seconde  flexion  de  la 
courbe  proposée  est  égale  à  la  première  flexion  de 
V arête  de  rebroiiqssgment  tfes  plans  norrlkdwff.  Cette  re- 
lation remarquée  par  M.  Fourîerj  est  réciproque  entre 
les  deux  courbes ,  puisque  les  tangentes  de  la  propos^ 
comprennent  évidemment  entré  elfes  des  angles  égaux 
à  ceux  que  forment  ^es  plans  ndriiiaù^;  qui  sont  les 
plans  osculateurs  de  l'arête  de  rebroussement  delà  sur- 
face déyeloppable  qu'ils  cQmpcipi^t*  '    '    >  *    < 

Ce  serait  ici  le  lieu  ije  parler ^eiîfiwiU  àinglilieFS  que 
peiiTient  présentçr  les  courbes  a^i^ouble  ocoirbire  ;rmaîs' 
cette  discussion  me  mèi^ç^ît  trop,  loîn^  jè'ïpecbntenr*' 
teraî  de  faire  ob&ervçr  qu'elles  .3 sont  ^uscqrtîtfa»   dei 
deux  sortes  d'inflexions  :  l'une  qui  se  rapporte. a  Jcai*' 
prèn^icre  courbure,  se  manifeste  cœnttie  dans  les  coijtrbes 
planes,  par  le  changement  de  s^e  de.  leur  rayon  de  ' 
courbure    absolu  ;   l'autre,    par  celui    du  rayon  de 
courbure  de  la  surface  de  leurs  tangentes,  ou  de  Farète 
de  rebroussement  de  la  surface  de  leurs  pbns  normaux. 
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SECONDE  PARTIE. 

CALCUL    INTÉGRAL. 

De  Vintégration  des  fonctions  rationnelles 
dune  seulç  varUible* 

i65.  Le  Calcul  intégral  est  rinversfi  da  Calcvl 
différéntid;  il  a  |ifOixr  but  de  remonter  des  coefficieu» 
différentiela' tftix  fonctions  dont  ilis  dérivent  L'expo- 
sition des  principes  de  ee  Calcul  présente  des  divi- 
sions analogues  4  celles  qu'ofiRre  fe  Calcul  différentiel. 
Il  peut  arriver  que  la  oompositioii  des  coefficiens  diffé- 
rentiels de  la  fonction  cherchée ,  soit  donnée  immédia- 
toment  par  les  variables  indépendantes ,  ou  qu'on  ait 
seulement  une  équation  entre  quelques-uns  de  ces 
ooéfficiens  et  une  ou  plusieurs  des  variables  :  le  pre- 
mier cas  étant  le  plus  simple;  c'est  celui  ([u'il  convient 
de  traiter  d'abord. 
Cale»  intégr. 
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Lorsque  le  coefficient  diiFérentiei  du  premier  ordre 
d^une  fonction  de  x ,  est  donné  en  «,  on  a 

^  =  X,    ou     dj^  =  Xd*; 

la  fonction  cherchée  est  donc  celle  dont  la  différentielle 
est  XAx ,  et  on  l'indique  comme  ci-dessous  : 

y=fXdx, 
la  caractéristique/  étant  Tinyerse  de  la  ogractéristique 

d  (*). 

Gela  posé  y  les  diverses  formes  que  peut  avoir  la  fonc- 
tion donnée  X  se  classent  ainâi  qu'il  suit  :  fonctions 
rationnelles  y 

Jx^  +  ^*»+  CxP+. ...  =  U, 
Jx''  +JBx'^Cx^+....  _  U 

fonctions  irrationnelles  j 


fonctions  transcendantes , 

f(î7,ir),  £iU,  sin^),  etc. 
166.  On  voit  d'abord  que  pour  effectuer  l'intégra- 
le) Cenz  qui  ont  écrit  les  premiers  sur  le  Caleul  intégral,  onr 
«mploye  la  lettre/  comme Fiaitiale  du  mot  fomme,  parce  qae, 
suivant  les  idées  de  Leibnitz,  les  différentielles  représentant  les 
accroissemens  infiniment  petits  des  variables  (6; ,  il  s^ensnit  qu^one 
variable  quelconque  est  la  somme  du  nombre  iafini  d^accroissemens 
qu'elle  a  reçn«  depuis  son  origine  jusqu'au  moment  où  on  la  con- 
sidère; et  c'est  pour  eela  qu'on  a  donné  k  la  fonction  que  j'ai  ap« 
pelée  primiiwe  f  le  nom  d'//ite^ra/e ,  comme  étant  le  résultat  de 
l'agrégation  de  toutes  les  différentielles  :  on  verra  plus  loin  qu'elle 
est,  en  tonte  rigueur,  la  limite  de  leurs  sommes:  ces  dénomi- 
nations étant  bien  entendues,  on  peut  se  servir  indifféremment  de 
l'une  ou  de  l'autre. 
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iion^  il  faut  renterser  les  rëgfes  qui  ont  senri  à  différen- 
lier  ;  or^  par  Ii^  première  de  ces  règles^  on  a 

et  si  l'on  intëgre  lapremier  membre,  en  y  supprimant 
la  caractéristique  d,  on  trouve 

t*  +  ^^ — ^  = /(<ï«*  +  d^-^^)> 
ce  qui  revient  à 

fdu  -^fàv'^fAw  :s=:f(du  +  d^'  -^  du/)  , 
d'oii   il   résulte  que 

/tPd*+  Qdx-^Rdx)  —  fPdx  +fQdx  —fRdx ,'  ^ 

c'est-à-dire  que  l'intégrale  de  la  somme  i^pl^siéur^ 
Jbncùions  différentieUes  j  est  égale  à  la  sommé  desinté" 
grales  de  chacune  de  ces  fondions. 

De  même,  d.aa=adu  (ii)  donne  au'=:faéuj  et 
par  cOQséqueÀt  fadu'=±afduy  d'où  faXdx=zafXdx  :  l'on 
f^ut  donc  faire  sortir  du  signe/  la  constante  ù*' 

167.  La'difierentièlle  deJj^  +  B  étant  77»-<^«"»~*dar, 

on  en  conclura  que  l'mtégrale  de  ax^dsù  est      -  ■  ^  B\ 

car  en  comparant  û**d*  avec  mAx^'^^dx,  on  a 

w  ^       a  a 

m — tt=:»,    et     mAr=a,    ou     ^a=  — = — -— , 

m     n  +  i 

Il  résulte  de  cet  exemple,  que  lorsque 


,»4-i 


ax' 
dy^ax^ix,      y=z——  +  B, 

d'est- à— dire,  que  pour  intégrer  la  différentielle  monôme 
ax"(/x  ,  il  faut  augmenter  V exposant  de  la  variable  d*un0 
unité  j  puis  diviser  par  le  nouvel  exposant  et  par  du. 

La  constante  B  est  demeurée  arbitraire^  comme  on 
devait  s'y  attendre  {7). 


a4o  TZÀiri  iuhamAm 

i68.  Ayant  d'aller  plus  loin,  il  est  à  propos  d'exa- 
miner un  cas  partîpuliery  dans  lequel  la  règle  ci-de«QS 
est  en  défaut;  Vest  œlai  où  »=-->  i.  Il  Tient  alors 

mais  si  l'on  fsAÎt  attention  que 

iy  =  a*"**djp  =  — •  =  od.l*  (29) , 
on  reconnaîtra  bientôt  que 

et  que  l'exception  que  présente  ici  la  règle  du  n*  pré- 
cédent ,  tient  à  l'impossibilité  d'exprimer  la  transcen- 
dante Lr  en  un  nombre  fini  de  termes  algébriques. 

Néanmoins^  un  simple  changement  de  forme  dans  la 
constante  B ,  suffît  pour  rattacber  ce  cas  particulier  à  la 

formule  générale  ;  car  si  l'on  écrit ; —  +  B  wk 

"  n^  i 

lieu  de  ^ ,  ce  qui  est  permis,  puisque  cettie  constante 
est  arbitraire  9  la  formule  générale  est  alors  \ 

et  derient  |  qnand  »  =  — -  i  :  mais  si  l'on  7  applique 
le  procédé  du  n**  95,  en  prenant  7»  pour  variable;  on 
obtiendra  la  Traie  Taleur 

y  =  a]x  +  B, 

la  même  que  ci-dessus. 

169.  L'expression 

dy  =  ax"*dx  -h  bx'^dx  —  cxPdx 

qui  représente  une  différentielle  rationnelle  et  entière^ 
quelconque  d'ailleurs,  conduit  à 
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rr.  :       ;  fljJ»-*-»         ^X»"»-^        CW'-^»  .  .  ^ 

diaprés  les  règles  des  n**  i66  et  167. 

Je  n'ajoute  qu'une  consti^nte  ^i^Mtraire;  car  il  est  aisé 
de  Toir  que  si  l'on  eu  ajoutait  une  pour  chaque  monomei 
elles  n'équiyaudraient  toioCes  cÉurâdilei  qb'ii  UDé/^senle^, 
qui  serait  j%a^e  à  Içur  somtoe. 

170.  Si  Ton  avait  djK*=(a*-f- i)"*djf,  <m  déye-* 
lopperait  la  puissance  in(SqpéèVr«i4rMi0iiitiiglNnr|ftU 
chaque  monôme  qi^Kté^lM^Udf  cette  opération;  mais 
0  est  bon  d'ebservep  qu'on  peut  arriver  au  résultat  sans 
effectuer  le  4éveloppement.  H  suffit  diç  faire  ax^b:=zz\ 

Ce  imi  d<mn€?  Jt=2t--^— /d*^-^;-  sobstitnant  dans  IW»» 
.'        .  ^;  ^ 

«""dz 
'pres8ton'dédj^,oii  trouve  d^=-J ,  et  par  conséquent 

*].;.   *'    ~b«+»'  »       ...  ,   .      ■ 

v=  -r ; — -  +i9.  Mettant  pour  z  sa  valeur,  on  aura 

/donc ,  lorsque .  \       '' 

d:K=(«+^rda.,    J-°^.  a(J+i)    +^' 

Pour  dj^=(ajf»+ ^)'***'"M«,  la  transformation 
réussît  ehcore;  car  en  posant  ax^'^'br^z,  il  eh  ré^ 
'8Ùltè'^^«*-'dir=i=diï,  d^ôl  î  '  ■       'V      r    ' 

ce  qui  donne,  lorsque 

¥71.  Je  passe  aux  fonctions  frectiotinaires^  et  pour 
commencer  par  le  cas  le  plus  simple,  je  suppose  qu'on 
Cale,  intègr.  16         . 
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aitdv=;^ -rr^.  Eb  fki^ût  <£ir4-6=s,  cm  troave 

{ax+b)"  ^ 

a     '  ~  a  *  ^ 

et  pur  oonrfquieiit 

^^  =  — SS^v—' 

idéTelopiMmt  la  puissanoe  (â(— ^)"*,  multipliant  le  ré- 
sultat par  cU,  et  divisant  après  par  s",  on  aura  une  suite 
*de  monoiÀes  à  intégrer. 

Prenons  ponr  exemple  le  cas  o&  m  =  3  et  n  =  2; 
il  viendra 

en  appli4}uant  à  chacun  de  ces  monômes  la  règle  géné- 
rale (167)  ,  il  en  résultera 

^ = j*  G  ~  ^^  "•"  ^*'''  ■*"  ^*"G  "^  ^' 

On  remettra  ensuite  pour  «  sa  ralear,  et  l'on  aura  enfin ,  \ 
lorsque 

•  _    Jx''âx 

On  construirait  sans  peiné  la  formule  générale;  et 
si  l'on  àyait  ^ 

_  j4x^àx'\-Bj^dx+  Cx^dx 

^^~    .  {ax  +  b)'^  ' 

on  récrirait  comme  il  suit , 

_    Ax^'dx           BxPdx            Cx^dx 
^^  '^Xax  +br'^\ax  +  è)*»  "^  (a*  +  6)« ' 


^uis  on^pérenitsar  diaqiiéléfÉiieeti  partionlier^  comme 
je  TÎens^de  le  faire  sbi'  le  j^i^ihiè^. 

1^2.  Les  différestielles  fradionnàireis  et  rationnelles 
sont  en  général  de  la  fornu» 

,  ,        .         ,  .        uàst 

que,  pour  abréger,  je  représenterai  par  — =:-.  Il  faut 

d'abord  observer  que  l'exposant  de  x  dans  Iç  numéra- 
teur peut  être  supposé  moindre  que  dans  le  dénomi-» 
nateur  ;  car  si  cela  n'était  pas ,  en  diTisant  U  par  ^,  et 
nommant  Q  le  qucH;ient  de  cette  division  et  ti  le  reste , 

a  yîenirah  J--^—fQdx+J-~',  mais  Q  étant 

unei  fonction  rationisieUe  «t  entière,  fQdx  s'obtien- 
drait par  l'application  immédiate  de  la  règle  dw  n°  167, 

et  il  né  resterait  plus  à  trouver  que  /  — =p- ,  dans  la- 

/  quelle  la  fonction  R  est,  par  rapport  à  x,  d'un  degré 
moins   élevé  que  la  fonction  F".  La  forme  la   plus 

générale  que  puisse  avoir  la  fraction  — ^,  siéra  donc 

La  méthode  généiale  pomr  ÎÉitégrer  liés  différentielles 
exprimée  par  des  ifractions  rationnelles,  consiste  à 
les  décomposer  en  d'autres  dont  les  dénominateurs 
soient  plus  simples,  qu'on  désigne  sous  le  nom  Aefrac* 
tions  pco'^UèSj  et  qu'on  obtient  bomme  il  suit 

En  égalant  à  zéro  le  dénomtéatéur  ide  la  fraction 
proposée,  on  formera  réquatton 

jr«  4.  Â'x^-'  +  ZîV— -f  T'— o, 

16.. 
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et  concerant  qu'on  ait  déterminé  les  diverses  riacines  âe 
cette  équation ,  on  les  représentera  par 

a ,    a',    a",    cPy    etc. , 

en  supposant  qu'elles  soient  toutes  inhales;  par  ce 
-moyen,  le  premier  membre  de  l'équation  ci-dessus,  ou 
le  dénominateur  .4e  la  fraction  proposée,  sera  mis  sous 
la  forme  d'un  produit  de  n  facteurs 

jf  — a,    *  —  a',    «—a*',    «— rf*,    etc. 

€ela  fait,  on  regardera  la  fraction  proposée  comme 
la  sommé  des  fractions 

h'&x  N'àx         iTào! 

r=^'      *— a''      x^a"'    ^^'''' 

ayant  pour  dénominateurs  les  facteurs  du  dénominateur 
de  la  proposée,  et  pour  numérateurs  des  constantes  in- 
déterminées. 

Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  la  différentielle 
il  intégrer  soit 

(^x*-hBx+C)ix 

«t  qu'on  ait  trouvé 

En  réduisant  au  même  dénominateur  les  fractions 
Mx       N'dx       N'âx 
jp— a'    JF— a"     x  —  a"' 

et  en  les  ajoutant  il  viendra 
mx^a')(x-^'')+NXx^^Xx^a'')+ir(x'^)i:^^')  , 

lé^dénominateur  sera  le  même  que  celui  de  la  proposée, 
et  le  numérateur  sera  nécessaîremèut  une^  fonction  du 


itegré  inférieur  à  celui  du  numérateur^  c^est-à-dire ,  du 
second  degré.  En  développant^  on  a  en  effet 

Cette  fonction  étant  comparée  avefc  le  numérateur  âe 
la   fraction  proposée ,  donne  les  trois  équations 

-     —  JVCa'+a'^  -^N^a  +  a") ^ N"{a  +  a')  =rz B y 
Na'a^  +  N'aa'  +  JTaa'^Cy 

qui  ne  sont  que  du  premier  degré ,  par  rapport  aux 
indéterminées  iV ,  JV'  et  iV" . 

Pour  les  résoudre^  il  suffît  de  multiplier  la  première 
par  a^f  la  seconde  par  a  ^  et  d'ajouter  les  produits 
a?ec  la  troisième ;•  on  troure  de  cette  manière^ 

Aà'  +Ba+  C=5  J» [a*  —  (a'  +  ar)a+  aV]. 

d'après  les  lois  de  la  composition  des  équations,  et  par 
conséquent , 

ou  le  numérateur  est  ce  qu^  devient  celui  de  la  fraction' 
^proposée  j  quand  on  y  chfingesen  a>  et  le  dénondnc^ 
teur^  le  produit  des  différences  entre  la  racine  a  et  tgutee^ 
les  autres. 

Suivant  cette  loi,  on  aura,  sans  calcul, 

^     —(à^a){,a'—ay     ^     —JS^^a^a'—ay 
et  il  ne  serait  pas  difficile  de  s'assurer  qu'elle  convient' 
au  cas  général  ;  mais  nous  y  parviendrons  bientôt  en^^^ 
core  plus  facilement. 
Cela  ^posé,  puisque. 


on  fera  d  abord  x — a  =  a ,  et  1  on  aura .  = » 

x-^  a  z 

dont  l'intégrale  e$%  Nlsi,  Q^  iV;i<^— ri^}* i^^tjpouifêvft  db 

même  qiie 

«t  l'oD  aura  par  conséquent 

J  x'-h^'x'^W+C 
=  m{x—a)+N''li»—^)  -f  N%x^a*)  -fcoiut. 

1 73.  L'intégration  des  fractienà  rationnelles  n'a  donc 
ai^OiiMie  difficulté,  lorsqi^'^iUes-sdnt  décomposées  comme 
on  YÎent  de  le  Tpîr ,  en  i'ractions  partielles ,  dont  le$ 
dénominateurs  sont  des  binômes  du  premier  ij^éf 
mais  cette  forme  n'est  passible  que  pour  les  facteurs 
qui  sont  simples  dans  Iç  dénominateur  de  la  fraction 
proposée.  En  e£Fet,  la  supposition  de  a'=af  ()^s 
l'exemple  du  n^  ptécédent,  rend  infinies  les  valeurs  de 
N,  Ff,  et  cela,  tient  à  ce  que,  dans  Fensemble  des 
factions  partielles 

^ 1 3=  — s — 

X  —  ^       X  —  a         ar  -s-  a 

la  somme  des  tBdét6rminéesiV4^N'secompor(«filxx)mmç 
u|ie  sn^ffie,  U  w  #'ei^  jtiTQuve  plus  un  nç^nbre  suffisant. 

On  o|>ne  ^  f^%  i^jOçuTénient ,  n%  «ub^t^mt  k  ces 
deux  fractions^  qui  n'en  font  plw  f^^W^ ,.  \%  ^r 
vante, 
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«t  en  la  réduÂsani  au  même  dénomûiatBiir  a?ec  la  dfsr- 
nfèrç,  — — 5,  on  obtient  encore  un  nombre  d'équa- 

tion»  égal  à  celui  des  inconnues  N,  iV'  et  M. 

L'intégration  de  la  nouTelle  fraetion  n  offre  d'àilleors 
aucune  difficulté,  puis<|u*en  fais^mt  * — £ir=«,  on 
retombe  siur  des  monômes,  comme  dans  le  dernier 
exemple  du  n*  171 ,  dont  oeliri*ci  n'est  quNm  cas  par- 
ticulier. 

En  général,  si  le  dénominateur  f^  de  la  Inaction ^ 
proposée  contenait  le  facteur  (:p— a)"^,  il  fiiudraiè 
prendre  pour  ce  facteur ,  une  fraction  partielle  de  la. 
forme 

:         -  •     ix-a)^  '' 

^^'o^  iptégrerait  ep,  posant 

^ — a  =  i5,      d*ou      4r=a  +  »,      dAr=dz, 
If  ais  ]p  r^^ltat  de  cptte  $|ibstitution ,  étant  de  la  formai- 

^ , 

FCTten^  à 

îjifdg    1^  Mtàz      M^Az  Jfm-idg 

et  montre  qu  pu  peut  substilner  à  la  première  fraction  y. 
]#»  spîvantef 

C«  — ^?* "?"(*— «)"*^' "*"(«— a)— "♦""^    x—a    ' 
dont  les  numérateurs  sont  des  constantes,  et  qui  s'in- 
tègrent aussi  par  le  procédé  du  n**  1^1. 
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174*  Cettç  dernière  forme  et  celle  qui  répond  diu^ 
facteurs  inégaux  (172)  >  sont  les  plus  simples  dans  les- 
quelles on  puisse  décomposer  les  fractions  rationoelles 
à  intégrer ,  et  donnent  lieu  à  une  opération'  subsidiaire 
qui  se  divise  en  deux,  parties.  La  première ,  qui  con- 
siste à  déterminer  les  facteurs  du  dénominateur  ^  dé- 
pend, comme  nous  Payons  déjà  dit,  de  U  résolution  de 
Véqi^ation  /^=?  o  (172)  ;  la  seconde  partie^qui  est  la  dé- 
termination des  numérateurs  des  fractious  partielles , 
s'effectue  par  plusieurs  procédés,  dont  yoici  le.  plus 
élémentaire. 

Ayant  mis  à  part  un  facteur  simple  x-^a  du  déno- 
minateur, on  pose 

Û        N        r 

r=(,-a)Q    et    -  =  __+-, 

P  étant  une  fonction  de  jp,  proyenant  de  la  réduction 

au  même  dénominateur  de  toutes  les  fractions  autres 

N 

que  ,  qui  entrent  d^ns;  la  proposée  ;  ce  sera  par 

X  —  a 

conséquent  une  fonction  entière  par  rapport  à  x.  Mais 

en  réduisant  au  même  dénominateur,  les  deux  membres 

de  la  dernière  équation  posée  ci-dessus,  on  aura 

U=NQ+{x  —  a)P,    d'oi      P=^'2^^; 

et  puisque  P  est  une. fonction  entière  de  x,  il  faudra 
que  U —  NQ  soit  divisible  par  x — a ,  ce  qui  ne  peut 
ayoir  lieu ,  suivant  le  tbéorème  fondamental  de  la  com- 
position des  équations,  à  moins  que  le  polynôme 
U  —  JVQ  ne  s'évanouisse  lorsqu'on  y  change  x  en  eu 

Si  donc  on  désigne  par  u  et  par  ^  ce  que  deviennent 
V  et  Q,  apriès  cette  substitution  qui  ne  change  rien  ^ 
Nf  puisque  c'est  une  constante-,  on  aura 
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u  —  JV^  =  o ,    et     A  =  - , 

expression  dont  la  yaleur  sera  toujours  finie;  car  son 
numérateur  et  sou  dénominateur  ne  sauraient  devenir 
nuls;  puisque  la  fraction  étant  réduite  à  sa  plus  simple 
expression ,  le  facteur  x  —  a  ne  fera  point  partie  de  U ^ 
et  n^entrera  pas  non  plus  dans  Q ,  puisqu'il  ne  se  trouve 
qu'une  fois  dans  F'i  il  sera  donc  toujours  possible  d'ob- 
'  tenir  la  fraction  partielle  correspondante  à  un  facteur 
de  cette  sorte. 

Si  Pon  met  au  lien  de  17  ce  qu'il  représente  (172)  , 
et  qu^on  obserye  que. 

Q  ={x  —  a')  (*—  a")  («  —  a*)  etc. , 
on  obtient 

^_  u  _  ^g— '  +  ^a'^+  Ca^^. .  .+y 
—  q—   (a— ^)(a— a")(q-r-a*)etc.     ' 
expression  qui  rentre  dans  la  loi  annoncée  plus  haut  (i  7a). 

175.  Voyons  maii^teuant  comment  on  peut  trouve^» 
los  numérateurs  des  fractions  partielles  qui  répondent 
ai|x  factevirs  égaux.  Soit  ^=  Q  (^**  a)*"  %  posons 

(173),  forme  que  la  détennination  des  inconnues  va  jus- 
tifier. £n  réduisant  au  même  dénominateur,  il  viendra 
Z^==Q[N+i^l(i-^)+^•»(«--a)^.•+/\^^.,(*--a)--']+^ 

et  comme  P  doit  ctre  une  fonction  entière,  il  faudra  que 
le  numérateur  de  son  expression  soit  divisible  yn  îoU  de 
suite  par  r-— a  :  ce  tiumératenr  s'évanouira  donc  Ipr&r 


qu'où  y  changera  ^  en  a.  On  toU  d'abord  qu  it  se* 
réduit  dans  ce  cas  à  U —  QiV;  mais  pour  que  U-^  QN. 
soit  dii(isib)p  par  x^^a^  il  faut^en  coQ9erTa^t  lesmêipes. 
dé^omîna^iai^s   que  dap»  le  n"*  précédent ,  qu'on  ait 

u  —  qNz=io  ou  iV=-, 
■■  9 

Cette  valeur  changera    V —  QN  en    U (>, 

qui,  se  diiâsfint  alors  par  x— 49^1  sera  4e  la  fôripe 
l/i(x — a),  I7i  désignant  le  quotient  ;  et  là  suppressioii  du 
facteur  «-r-a»  dans  les  deux  termes  àt  P,  donnera 

Maintenant  pour  obtenir  iV, ,  on  fera  «— a  -a:  ©•>  et  S» 
nommant.. U) y  ce  qus  devient,  ^^i»  par  le  change- 
ment de  a?  en  a,  on  aura  «/— .^]\ri=  o ,  ou  A^i  =  — . 

î 
Mettant  ensuite  au  lieu  de  iV,  sa  Valeur  dans  17,—  Ç^i, 

il  en  résultera  la  quantité  ^i-rr^  Q,  qui,  s'évanouia- 

sant  lorsque  * — ar=o,  sera  divisible  par  x — a,  et. 
par  conséquent  P  se  réduira  à 

p  ^ U^-Q[r\\+N3{x^a).^'.  :^NmUx--ar-^'] 

I7a  représentant  le  quojtient  d^  la  division  de  K— — -Ç 

p^r  X'-^cu  £fi  9pntin)2ant  ]a  x(|Ai9p  nq^ation  «  qn  tipnr 

vera  encore  u^, — ûriVa  =  o ,  d'où  A^»"=  ~  ,  et  ainsi  des 

autres^  sans  toinli^r  jamais  s^f  des  yalears  infini^ 
^^6.  Le  Calcul  dîfierentîel  facilite  beaneeup  les  opét 


r 


ntians  précédentes*  En  effet*  si  l'on  diffiârentie  «noces - 
siyement  n —  i  fois  l'équation 


17  =  Ç  [iV+  A^,(*  —  a)  +  N^ix  —  a)^ 

etq^'oii  fasae  ensuite  s — a=so,  dans  cette  équation 
çt  d^Bfi  celles  qu'on  en  auri^  déduites ,  il  viendra 

i^U=  Nd^Q^^Nrd'i)dx  +  6N^dÇdx^+eN^Qàx\ 
etc. , 

équations  qui  déterinîi|eu|:  chacune  des  inconnues  iV, 
Nxj  N^y  eic,  parcelles  qui  la  précèdent  ;  bien  eotenda 
qu'après  les  différentiations ,  il  faudra  changer  x  en  a. 
Le  moyen  le  plus  simple  pour  obtenir  la  valeur  de  Qy 
dans  ce  cas,  est  de  diviser  P^  par  {x — a)**  j  cependant 
on  peut  y  parvenir  par  la  différentiation  ;  car,  puisqu'on 
a  ^=zQ(x — ày*,  en  dififérentiant  un  nombre  m  de  fois 
chacun  des  membres  dece%|e  équation,  et  faisant  ensuite 
4F  —  a  =0 ,  on  trouvera  d!^V^=^m{m — i) . . ,» ..i .  Çd*" 

(5,) ,  «t  p«r  conséquent  ^  =  ^^^  "^,«- 

On  parviendra  à  l'expression  ^es  différentielles  de  Q 
dans  l'hypothèse  de*— a  ==  o,  en  prenant  successive- 
ment celles  de  if  ordre  /u-h  i ,  m  +  2,  etc. ,  de  l'équation 
/^=Ç(«— a)"*;  car  il  est  aisé  de  voir,  d'après  la  remarque 
du  n®  5 j,  que  dans  ce  cas  ,^  d"*"*"*/^—  d""*** .  Ç(af  -t^-  qf)*, 
par  ejLeiftpIe,  sp  réduis  à  (wrlr  0/^-  •  .î**  i.dQd*'"'*"*. 
Il  suit  de  là,  qu'on  pourra  exprinter  les  indéterminées 
Nm  fiftf  N^tf^XCfk  l'aide  ^4iffiw^tii^ksdmaH»i:'. 
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pateor  Z7  et  de  celles  du  dénominateur  V  de  la^  frac- 
tion proposée  (*). 

177.  Le  fond  du  calcul  ne  changerait  pas^  quand 
même  quelque^runesdes.  racines  cky  a\  a'^^.etc*  ^  ne  se- 
raient pas  réelles  \  les  imaginaires  qui  s'introduiraient 
alors. dans  les  numérateurs  des  fractions  partielles^  dis- 
paraîtoaient  pai>  des.  réductionsau  même  dénominâtear  \ 
mais  il  est  peut-être  plus  simple  d'éviter  ces  formes, 
en  ne  décomposant  le  dénominateur  V  qu'en  facteurs 
réels;  ce  qui  est  toujours  possible,  parce  que  les  facteurs 
imaginaires  d'un,  poljnome  quelconque  >  se  groupent 
deux  à  de^x  en  facteurs,  réels  du  second  degré.  (  Cowr< 
f  liment  des  Elémena  d^ Algèbre^ 

Ces  facteurs  peuvent  en  général  être  représentés  par 

et  pour  obtenir  les  fractions  partielles  correspondantes,, 
il  ne,    faut  que  modifier  très  peu  les    procédés  des, 
n®»  174  et  175, 
Dans  le  cas  d'un  facteur  simple  ,  on  pose 
'  V _         Mx-hN  F 

^"*'«.*— an* +  •» +  iô*"'"  Q  ' 
d'«ù  l'on  tire 

p^  U-QjMx  +  N) 

et  raisonnant  comme  dans  le  n\  174,  puisque  P  doife 

(*)  Voyez  le  Traité  în-4S  t,  II,  page  19 }  voy,  ans«,  dans  les  Acta^ 
ac^d.  Petropolitanœ f  an,  1780,  par*  i*,  p.  3a,  comment  Euler, 
au  moyeçk  d'un  développement  analogue  à  celtii  de  u'  dans  le  n»  ga , 
deternoiine  les  numcrateoirs  det  fractions  partielles ,  lesquels  sont  les 

coeffictcns  des  puissances  négatirés  de  h ,  quand  on  change  P  en  rx^ 
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"teuiours  être  une  fopclion  entière  dexy  il  faut  que  la 

quantité  U-^Q^Mx  +  N),  soit  divisible  par 

X*  —  2«iar+ «*  +  fi*  '  elle  doit  donc  renfermer  au  nombre 
de  ses  facteurs ,  ceux  de  ce  dernier ,  et  s'évanouir 
par  conséquent  danâ  les  mêmes  circonstances.  Mais  les 
racines  de  x^—2m  +  •* -f-/S«=  o,  sont 

x^u  +  fiV^,     x=z^—fi^^, 

valeurs  qui,  substituées  successivement  dans.  .•••.•• 
V —  Q  (3/^+ A') ,  doivent  faire  évanouir  celte  quantité. 
Soient  donc  u±ii^  ^ — i ,  et  j'  ±:  ^'  l/ — i ,  ce  que  de- 
viennent Z7  et  Q,  après  cette  substitution;  on  aura 

u±ai  v/HT— (yd=^'  l/i:ï)[il/(«H=)8  »/=T)+  JV]  =0  (*  j  ^ 

équation  double,  à  cause  du  signe  di  dont  sont  affectés 
plusieurs  de  ses  termes ,  et  qui  est  équivalente  à  celles 
qu'on  formerait ,  en  égalant  séparément  à  zéro  la  par- 
tie réelle  et  la  partie  imaginaire.  D'après  cette  consi- 
dération, on  aura 

u  —  (jTct  —  qf)M —  yJV=  o , 

u—  (y'«  +  qfi)M—q'N=  o, 
équations  qui  donneront  les  valeurs  de  M  et  de  JV. 

178.  Si  le  facteur  9^  \ — a«Mf  +  i»*4"/^%  que,  pour 
abréger,  je  représenterai  par  /t,  se  trouve  plusieurs 
fois  dans  le  dénominateur  /^,  et  qu'on  ait 

Vz=.  Q{x*  —  2«x  +  «»  +/3*)"»  =  QR^^ 
on  prendra  da%s  ce  cas  (i  76) , 

Mx  +  N     M.xA-N,     M^x  +  N^  P     . 

R^       "*"       /i"-*       "^"    /jm-i.        +  Q> 

(*)  En  d  cTeloppam  les  puîâsances  f*+/S  V^^)"  et  (<t— )8  \/~y», 
on  vcnraque  le*  ezpressioD$  telJcs  que  ^ar«»-f-JÎjf»—  Crf-f  etc., 
doiyent  cd  efiet  prendre  Ja  forme  supposée. 
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rédviMiit  «d  même  «iénominateiir  ^  et  tûraBt  la  iraleof 
de  Py  H  Tiendra 

En  rabonnatit  dans  œ  cas  comme  di^s  le»  préoédeo^ 
on  oondura  qne  le  numérateur  de  cette  expression  doit 
s'évanouir  par  la  supposition  de  jp  =  «t  ±:  ^  |/ — i ,  quî 
rend  aussi  it  =  o  ;  et  gardant  les  mêmes  dénominations 
que  ci' dessus ,  on  aura  y  après  cette  opération , 

ce  qui  donnera ,  peur  déterminer  M  ei  N ,  le&  mènes 
équations  que  dans  le  n^  précédent.  Ayant  trouyé  les 
Valeurs  de  ces  quantités,  on  -les  substituera  dans  le 
numérateur  de  P',  et  les  termes  U — Q(il/x+2V)  deve- 
nant dÎTisibles  parU,  ou  a;*— 2*jp  +  **  +  i^*,  l'expres- 
sion entière  le  deviendra  aussi.  Nommant  donc  27,,  le 
quotientde  Z7— .Ç(ilf*+JVr)  par  at*— 2-j«+«e»+iSS 
on  sera  conduit  %. 

En  remettant  9  dans  ce  nouveau,  numérateur  »  pourx;  les 
valeurs  «:±y3l/-^i  ^  puis  égalant  le  résultat  à  aère,  Mt 
et  Ni  serons  déterminées  comme  l'ont  été  plus 
haut  M  et  N,  et  l'on  continuera  d'qpérer  de  la  même 
manière,  pour  parvenir  aux  valeurs  des  lettres  Mt^ 
N^y  Mi,  Nsf  etc. 

1 79.  Ce  cas  est  parfaitement  analogue  à  celui  qu'on  a 
traité  dans  len®  175^  et  le  Calcul  différentiel  s'applique 
de  la  mèiue  manière^  à  l'un  et  à  l'autre,  au  mpyen  de 
l'équation   . 
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+PR'', 
et  de  ses  différentielles^  dans  lesquelles^  josqu'à  l'ordre 
m — I  înclasiTement;  celles  du  terme  P^"*  s'évanouissent 
lorsqu'on  fait  i2=o.  On  obtiendra  de  cette  manière  les 
équations 

etc. , 

chacune  desquelles  deviendra  double,  lorsqu'on  mettra 
pour  x^les  valeurs  dont  il  est  susceptible  en  vertu  de 
l'équation  J8  =  o ,  ou  «•  -—  !Xixx  +  a*  +  /S^  =  o.  En 
égalant  séparément  à  zéro,  la  partie  réelle  et  la  partie 
kns^naire,  on  obtiendra  un  noÉabrç  «ttffîsant  dMquà'^ 
tions^  pour  déterminer  M^  Ny  M^^  iVi,'ete. 
Il  £aut  encore  remarquer  que  de 

on  tirera 

à'V^.qà'.R»,  d'oi    <?  =  ^, 

lorsqu'on  supposera 

R  ou  «•-*2tfàf-|-#''+^*  =  0. 

On  trouvera  dQ,  A*Qy  etc. ,  dans  la  même  hypothèse , 
en  prenant  les  différentielles  des  ordres  m+ 1,  m+2,  etc. 
de  l'équation 

et  supprimant  ensuite  les  termes  que  cette  hypothèse 
rend  nuls. 

180.  Pour  intégrer  la  fraction 
{Mx  +  N)à:i! 


1 


^66  '  ÎHAlTi   ELiMBNtAIRË 

50I1  observera  que  .      ^' 

ar»  —  2«ar  + ««  +  ^«  =  (x— #)*  + /8^^ 

/on  fera 

»  —  «  =  «, 
et  il  viendra 

en.  posant 

Mais 

iMz  +  N')dz        Atzàz     .     N'dz 


la  praoïiëre  partie  du  secoïkl  membre  de  Féquation 
ci-deasus  est  iat^rable;  car,  en  faisant  z*+fi^=zuj 

on  a  xdz  =  — ,  ce  qui  donne 

J    a'  +  A        V    w  2  • 

Quant  à  la  seconde  partie ,  si  Ton  j  fait  z=^u,  on  h 
change  en  > 

I^dz  _N'  du 

mais  on  a  vu,  n*  36,  que  -- — r  est  la  différentielle  dé 
Parc  dont  la  tang  =  u  i  donc 

7 

=  —  arcftang  =-'J+cArt»fc 
En  renaissant  ces  deux  résultats,  on  obtiendra  ' 


JV       au  N'  -■  NI, 

■J  .^^^  =  y  arc  (tang  =  «)  +  cowfc 


DE  CALCUL  iii'»fco]u&.  a57 

Il  est  bon  de  remarquer  que  l'arc  dont  la  tangente  eft  -^ 

%  fi 

a  pour  sinus       :    — j  pour  cosinus  ?  ■=  (T'r^.  ag)  ; 

car  cette  considération  offre  le  moyen  de  présenter  l'in« 
té^ale  proposée  sous  plusieurs  formes ,  en  désignant 
l'arc  par  son  sinus  ou  par  son  cosinus. 
Lorsqu'on  remet  pour  z  sa  Taleury  on  trouve 

(Mx+N)ûx 


h 


M\  V/**~2**4^*4/8*+^!!±^arc(tang  =")  +  con$t. 
Venons  maintenant  à  la  différentielle 

on  fera  d'abord  «— -«ssis  et  Mm+N^^lT'y  parce 
moyen  on  n  aura  plus  a  trouver  que  I  ^"   , 

qui  peut  s'écrire  ainsi: 

La  première  partie  est  intégrable  immédiatement; 
et  cela  se  Toit  en  faisant  s^-^fi^ssiu,  puisqu'on  a 


d'où  l'on  tire 


,        du 
zdz  =  ' —  » 
a  ' 


J   («•  +  /B*)~  ~  a  y  M*  "^  a(i— m)* 
Ca/c.  inUgr»  17 


QuAiit  à  la  seconde  parlie,  elle  est  ocmprise  dans 
une  classe  de  formules  dont  nous  nous  occuperons 
bientôt ,  et  au  moyen  des<juelles  on  ramène  son  înlé- 

dis 
gralîon  a  celle  de  la  formule  /  ,  .  g^v^^i  (  200  )  ,  oi 

l'exposant  du  dénomînatçivr  es^  moin^  d'une  unité^ 

et  ainsi  de  suite"  jusqu'à  J^jqt^ ,  déjà  obtenue. 

Enrapprocbattt  les  résaltata  précédéns,  oq  reniq^ 
quera  sans  doute  que  les  différentielles  qui  se  pré- 
sentent sous  la  forme  de  fractions  rationnelles,  peuvent 
toujours  s'intégret,  soitalgébriqtwmeiit ,  soit  par  le 
moyen  des  logarithmes  on  des  arcs  de  perde. 

>&i.  Je  vais  donner  maintenant  ^ne  application  4e  œ 
qui  précède.  Spit  la  fraction  '      > 

les  facteurs  de  son  dénominateur  sont  faciles  à  décoa* 
yrir  i  car  il  peut  se  çppltr^  sous  1%  £prifie      .  , 

x^:fi+.x^  —  x—l)  =  x'Çx  +  i)(^—  I). 
Lefacteuraf^  —  i,  se  décompose  ^n  *•  —  let  x^-^-i, 
ou  X — I,  ar+i   et  **•+•!  :  on  a  donc 

et  par  conséquent  1^  fraction  proposée  ^t  décompo- 
sable  couune  il  suit  (172,   î??).: 

Jâx  Bàx  Cdx 

^_,  +  (;f  +  ,)*+*+i 
Ddx      Eàx      Fax  ^   CGx  +  Il)àK 


En  réduisant  au  même  déntminataur>  et  comparant  le 

résultat  avec    ^         — -r — 3 ,    on    déterminerait  les 

numérateurs  inconnus  ;  mais  je  yais  faire  usage  des  autres 
procédés  indiqués  ci-dessus. 
Bout  oela^  je  oensidàre  séparément  les  quatre  bt^w» 

x  —  Xy    (or+OS    «3    et    **  +  !, 

qû  forment  le  dénominateur  de-  la  fracticm  proposée. 

Au  premier  répond  une  fraction  de  la  forme  — -r^  \ 

lesr  quantités  ,U^  i   et  Q==.À?3(^  -f-  i)*(jf»  rf- 1),  lors- 
qu'on j  fait  07=::  X I  donnent  u-=i  i,  g  =  8  :  on  a  donc 

(174)  iVssgy  et  pour  la  première  fraotion  partielle 
I      I 

J'observerai  qu'on  aurait  trouvé   immédiatement  la 

valeur  de  ^ ,  en  difPérenttant  ledéneminatciir, 

j^^x''^:^"^:^,  et  faiaant  ensuite  «=  i  (176).    . 

Au  facteur  Qç-^iy  répondent  deux  fractions  par- 
tielles de  la  forme 

ajant  alors  Q=«^(*— !)(**;+•  i),  je  fois  *4-'i=o, 

d'oii«:=;-^i>a3s4>et  --==7:  ainsi  la  seconde  frac- 
1?       4 

tion  partielle  est  7  ^     1  .\«* 

Mettant  dans  17  —  iVQ,  au  lieu  de  JV .  sa  va- 
leur ^,  pour  obtenîi'  l'expression  de  (7,  (lyS),  j'ai 

17.. 


^Qo  TtLÂlTi  iliiBCENTAIRX  ^ 

.      ^•=''T+T • Wf^ 

— *5+2*4— 3*'+4**— 4*+4        ' 

•     =— -J  -> 

*  '      i8     o        •  ' 

d'oh  il  Vient  -  ===  7g=8  '  *^^  *  ^^^  P^^  ^  trbisièçje 

.  .  11    9      ï 

fraction  partielle  |  ^  ,   ^> 

Pour  appliquer  ici  le  Calcul  difiérentiel^on  former^t 
(l'jB)  ïéquàtion 

1  =  Qgi+  N,(x  +  03  +  i^  (*+ 1)% 

qu'îl  sttfGrâît  de  différentlcir  une  fol«î  et  pOMÉif  *- 
sttite  «=.^1,,  il  viendrait 

Q  étant  sfi-^sfi  +  x^  —  À  la  première  de  ces  équa- 
tions donnerait JV=  y,  et  la  seoonde  iir.=|. 
Le  facteur  x^  fournit  les  trois  fractions  pàrtielfcs 

qu'on  détermine  au  moyen  de  Téquation 

et  de  ses  différentielles  première  et  i  tm^tmAé,  Ëà  ob- 
servant que  Qr^a^  +  x^-'X  —  i,  et  fabant  *=o, 
dans  Q,   dQ  et  d*Q,  on  ©blient        i- 

jv=— I,    JV,=  i,  ^2V.=— I 

ona  donc  — ;J +  -;  —  -. 


■3 


a?^    •   ar*       « 


Il  ne  reste  plus  à  trouver  que  la  fraction  partielle 


DX  ÇÀXCUJjVUTàavLAXi,  261^ 

oorrespondante  au  facteur  x^-^-i ,  et  dont  la  forme 
est        "^- .  On.ppurraît la condure en  retrancliBiit  de 

la  proposée  toutes  les  précédentes;  maïs  je  vais  y  par- 
venir directement  par  les  formules  dû  n^  177.  On  a 
d'abord  (2=*^(âr—i)(«+iy=Ar« +  **  —  *♦—*' 5 
^îs  le'fetdteur  «*£f  t,  étant  égalé  à  «érw,  donnq 

s=:±V/— I,  ms=zo,  /9=i  j#  d'où  l'on  tire 

:fTfcïV'^=~^=*=^*^~F»  ,"=*>  et  i«'  =  o; 
les  équations  qui  déterminent  iRf  et  JV .  deyionp^pt 

et  PoA..troi]|vp  par  conséqu&it  ilf  t=  iV  =  —  ;J. 

Voilà  donc  la  fraction  propdsée>  -s*  ,■  *  *■       f  *  h^, 
décomposée  dans  les  suivantes  : 

I     âx  i       dx  9     àx 

d*       d«       dar^      i  (jc4'  ï)djp 

L'intégration  de  chacune  de  celles-ci  ne  présente  au^ 
cune  d^culté,  et  l'on  obtiendra  pour  résultat 


—  5 1  (**+i)  —  7  arc  (tang  =  *)  +  cojis^. 
»  4 

La  réunion  de  tous  les  termes  algébriques  produira  la 
fraction    T"^   7"  n    >  e*^  celle  des  termes   logaritli- 


2^  TiikItÈ  ÈiàtÊtS^AIRÈ 

îtiiqnes  donnera 

iK*-0+èK*+0+l(Ar+i)— |l(^*+0-k 

...        =J'(?SM^). 

on  aura  donc 

'4-1  r^ '  j~^arc1[tang=i=jf)4-<ïû'»«^« 

De  ^intégration  des  fonctions  irratioTmelles. 

182.  Les  fonctions  îrratîonnelles  doivent  être  regar- 
dées comme  intégrées,  toutes  les  foîs  que,  par  qùetqae 
transformation,  on  lesja  rendues  rationnelles ,  ou  du ' 
moins  lorsqu'on  les  a  ramenées  à  une  suite  de  monômes 
irrationnels  ;  car  alors  on  peut  y  appliquer  immédiate^ 
ment  les  règles  précédentes. 

c.  ..                      1    (i  +  l/i  — K?)da?     ,,     _,,. 
Soit  pour  exemple  ^ — r-=^ 5-^^ — —  :  u  esl^^éfi- 

déni  iqa'en  faisant  3r=rs*,  toutes  leé  extractions  indiquée» 

^^   /     X     .1,         €«5d»{i+*3~«4)     •;  Jl 
s'effectuent ,  et  l'on  a ^ — p-- ^  ;  divisant  par 

I  +  jK^j  il  yient 

— 6j  sf^àz^^z^dz — sMz+s^dz-^z^dz+ds*^   ^  '•  V 

dont  ^intégrale   est  :  . .       ;     ^ 

et  remettant  pour  z  sa  Talcur  t/jp,  on  ^obtient 


•       +  6  arc  (tai]g=:^  V'  «  )  +  const,. 

1 83;  La  première  espèce  de  fonctions  irrationnelles 
dont  je  Tais  m'occaper  est  celle  qui  ne  renferme  que 
le  radical  l/-^+-ff4f+^*%ft  qmî  ne  saurait  ayoîr  qua 
l'une  oji  l'autre  des  formes  Xdx  ^jÉ  +  £x  +  Car*,  et 

■  _         —         — /^  étant  une  fonction  rationnelle  de 
^u^  +  Bx+Cx* 

X.  Il  faut  d'abord  remarquer  que  l'une  de  ces  formes 

l^entre  dans  l'autre }  car  l'on  peut  écrire  ki  première 

ainsi  qu'il  suit; 

\/A+Bx-hCx*y<  \/A^-Bx  +  Cx^ 


Xix- 


l/A  +  Bx+Cx* 

_^J[(A+Èx+Cs^)àx 


X/J+Bx+Cx" 

'  et  le  numérateur  du  résultat  est  alors  une  fonction 
rationnelle.  ^^        ' 

Ayant  d'indiquer  les  moyens  de  rendre  rationnelle , 

par  rapport  à  x ,  l'expression  %^A  +  Bx+  Cx* ,  je 
mettrai  la  quantité  A  +  Bx+  Cx*,  sous  la  forme 


<^+§*+4 


et  faisant  pour  abréger 


C=y»,     ^^.,     ^=M, 


il  ea  ré»nltera  {/A  +  Bs^Cx^=v\/M+fix^x\ 
Cela  posé,  si  l'on  prend 

V/«  +  /8* +  *»  =  «  —  *, 


a64  VBAàiiLàMSHTAnii 

en  éleraiit  au  qaftrré,  il  viendra  «+/8«=s*-*-2USy  ce 

^» — et 

qui  d<Hniera  x  =  — - — .,  d'où  * 


a(<i4-igg+g')dg  . 
{fi  +  au)» 


Par  le  moyen  de  ces  valeurs ,  on  changera  la  dtffé- 

Xdx  *" 

rentielle   -  .         . en  une  autre  de  la  forme  Zd«, 

Z  étant  une  fonction  rationnelle  de  jip  ,  et  réelle  tifnt 
que  C  sera  positif 5  mais  si  C  était  négatif^  y  deyien* 
drait  imaginaire  »  et  la  transformée  pourrait  le  devenir 

aussi^  ♦ 

Dans  ce  cas  ^  on  aurait  ^ji  +  j5x  —  Cx* ,  et  faisant 

C=y*,    ^  =  «,    'c  =  ^> 

il  viendrait  y  V/«-l-/3ar—x*.  La  quantité  x^'-^fix — «| 
peut  toujours  se  décomposer  en  facteurs' réels  du  pre- 
mier degré-,  si  on  les  représente  par* — a  et  *  — a', 
il  est  évident  que 

^+/Sar  —  *»=— (4P*— /3x— «)  =  («— a)(a'—jp).     , 

Faisant  ensuite  V/(x  — -  a)  (a'—  x)  =  (  Jt  —  a  )« ,  éle- 
vant au  quarré  les  deux  membres  de  cette  équation ji 
elle  deviendra  divisible  par  x  —  a,  et  l'on  aurar... 
«' — ar  =  («  —  a)z*,  d'oà  l'on  tirera* 

valeurs  qui  rendront  «mcore  rationnelle  la  différenjtielle 
proposée. 


% 


184.  Je  prend?  d'sdbord  pour  exemple  la  ^ffétentielle 
•^  la  ]^remièrç  des   traniibnAationf 


dx 


y'A  +  Bx  +  Cx^ 

précédentes  donnera  r..^     — r ,  . dtont  Tîntégrale   est 

-l(i8+25î)  +  coTii»^.' Remettant  pour   z  sa  valeur 

x+i/u+fix+1?;  et  pour -II,  /5  et  y    fes  quantités 
qu'ils  représentent,  il  viendra 

,.^ c  L\/ c\2{/ c  (        ^-J 

+  const. ,  ■ 
résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme 

'  pour  réunir  ensuite,  avec  la  constante  arbitraire^  le 

1,2 
terme  constant  —7=  1  — -=• 

Vc  \/c 

dx  *' 

i85.  Soit  pour  second  exemple  "";>4i-^=„  ,  ■  .    ;  en 

faisant  usage  de  la  dernière  transformation  du  n®  i83, 
on  aura  ■■     ,  . — r ,  dont  l'intégrale  est 

■  '■  3 

arc  (tang.=  z}  +  const. 

Substituant  au  lieu  de  «,  sa  valeur     y  .  . —  ,    tîfée 

V  *—  a 

de   VéquÉtion  t 


266  ttLÈVtà  iîÂMxsTAtn 

et  mettant   ^C  pour^y^  on  olAîendr|t 

a  «t  a'  étant  les  racines  dé  l'éqqàtion  ' 

'      '      ,      B  J 

Si   l'on    prend    -^  ==  C*;=  i   et  ^  ==  o  /  '  la   âiffé^  ' , 
rentielle  proposée   devient ,  âans  ce  cas  particulier, 

y  ,    —  ,  et  la  formule  précédente  donne  liour  son 
V^i— ^*    ■  *_ -     *tf 

intégrale  -^  2,arQ(tang  zs  *     .,JZL-)-4-cong^.^  cara 

et  '4^  étant  >alors  les  raoiftes  «de  x^— *- 1  sso,  il  fii^ 
prendre  a  =  —  i  et  àT  =  i ,  pour  ne  pas  tomber  dans 
l'imaginaire.     -      .*  -  a 

Je  vais  montrer  que  ce  résiiltat  revient  à  Aurc  dont 

le  sinus =âp,  et  dont  op  sait  ^e    ■  exprime  la 

différentielle  (36).  Pour  cela,  je  rappellerai  que    « 

d^o&  il  suit  que  Parc  double  de  celui  qui  est.  indiqué 

dans  la  formule  précédente  a  pour  tanjgente^-^ , 

et  que  par  conséquent   il  est  le  complément  de  Parc 

dont— r==^  serait  la  tangente  et  x  le  sinus  {Trig.  9). 
|/ 1— ** 

I^ommant  donc  $  ce  dernier  y  on  aura  -" 


h 


ix  w  . 

==#  —  -  +  const. , 


1/1— :»•  ^ 


€t  oam^re&ant  l'arc  -^  -  déns  la  constante  arbitraire^ 
il  Tiendra  /  — ^  =  «  +  consU 

En  général  /  dans  tous  les  cas  où  l'on  obtient  deux 
intégrales  diverses  en  apparence /pour  la  même  diffé- 
rentielle ,  la  différence  ne  peut  porter  que  sur  la  cons* 
tante  arbitraire;  car  si  deux  fonctions  ^et  X  sont 
tdfes  que  iX=AFy  ou  dX— dr=d(X— ^)  =o, 
il  faut  nécessairement  que  X — ^==  const: 

i86.  On  peut  ramener  immédiatement  la  différen- 
tielle ^      .         =  —  —    à    celle 
yA  +  Bx  —  Cst^^       y\/a  +  fix  —  x^ 

A 

d'un  arc  de  cercle;  car  en  faisant  d'abord  âP  -«^  -;=3  2. 

on  aura  —  .  '- ^  posant  ensuite  «+ii8*=^ 

et  ff  =7£i^;  on  trouvera  —  ,  dont  l'intégrale  est 

- •  arcrsin  =  » )  4-  cons& 
y 

-  -    ^  âx 

187.  I/intégrationde  la  formule —r=:^  peut  aussi 

s'effectuer  au  moyen  des  logarithmes^  et  conduit  alors,  par 
des  expressions  imaginaires  /à  une  relation  très  remar- 
quable entre  Tare,  le  sinus  et  le  cosinus. 

-  djc 

En  comparant  cette  formule  avec  j=r= , 

^  \/A+Bx+Cx^ 

on  trouve  A=  i,  B=z  o,  0=  —  1,  et  l'intégrale  gêné- 
raie  devient  (184) 

V—i 


368  Tt^lTtisâujmT/kJBM: 

Si  ToA  représente. par  g Farc.dont       «44,>^ t^t^lt^MBy 

y  I  — x^ 
rentîelle ,  on  aura  dopo 

y—i  , 

Mais  si  l'on  yçut  que  cet  arc  soit  nul  en  mém^temps^qoe 
Xf  il  faut  supprimer  la  constante  arbitraire  ;  car,  en  fai- 
sant x^rzo  ^  le  second  membre  se  réduit  à  cette  cons- 
tante, k  cause .  que  1  i.;=s  o  (^). 

Gela  posé,  en  observant  que  x  étant  le  simisje 
Tare  «,  ^|/i— **^en  est  le  cosinus  ^  l'équation  ci- 
dessus  deviendra 

«  V/^^  =  ï  (cos  2  4"V — l'sin  z)} 
et  si  l'on  suppose  z  négatif,  comme 

sin  (—  *)  =  -^  sin  z ,'    cos  (— ^  z)  =  cos  £, 

■  ■   .    ij.  >    I        .j   j      H (i^rj" 

(*)  Il  peat  n^étve  pa#  hiatik  de  ;nontrer  que  cette' iot^a^ 
s*obtieiit  immédiatement  ea  posaiot 

4^oii  il  «oit  .  .   ^_^  .      * 

pois  en  differentianty  «et  divisant  par  3, 

0=  (««-jrV^^)d«  — tddfV!^, 

à'oh  Ton  concla(      «  . 

àx         __      àt 

et  par  conséqaent 


on  AQffW  encore  *  ^ 

—  «V^ — i=:l(oo8« — V^— isini)^ 

en  sorte  qve   *  .  *  , 

±:  « v/— I  =  1  (cos«  tt  t/— I  sin  «). 

Prenant  dans  civique  membre ,  an  lieu  deti  loga« 
rithmes^  les  nombres  correspondans  ^  il  Tiendra 

«=^*^~*  =  cos«  i  V^^^tîn  «, 

équation  qui  peut  se  vérifier  en  y  substituant  au  lieu  de 
Pèxpbnentièlley  du  cdMnus  et  du  sinus  ^  leurs  dérelop- 
pemèns  tirés  des  n***  27  et  87. 

Si  Ton  considère  à  part  les  équations 

^^""'cpcos^  +  V/ — 1  sin*,  ) 

^-•*^-'=:s CQS  « -^  y/— I  tint,      .     . 
pour  les  i^oâter>  on  en  tirera     ■ 

eos*  = j ) 

et  en  retranchant  la  secon<le  de  la  première,  il  en  ri* 
sultera 

sin  «= ' : . 

Ces'  expressions  pe  sont  au  fond  que  de  purs  sym- 
boles algébriques^  représentant ,  sons  une  forme  abré- 
gée ,  les  séries  du  n^  87;  mais  quoiqu'on  ne  puisse  leur 
assigner  de  valeur  sous  aucune  forme  finie,  ils  ne  8*en 
prêtent  pas  moins  au  calcul  avec  la  plus  grande  facili^, 
et  inanifestent  toutes  les  propriétés  dont  jouissent  les 
lignes  trigonométriques  qu'ils  expriment. 

En  mettant  n%  an  lieu  de  z,  dans  l'équation 


2<jo  rtuari  kuiMWTAinfi 

«^»^' =  co»«  d:  V^^  sîn  2, 
elle  devient 

«^^■••^""*  =:  cos  nz  ±  V^— I  sinns.; 
;nais  on  a  aU9si 

donc 

(cos«  ±1^^^-^  sîn^)"  î=  cosniJihK  — 1  sînns. 

Ces  équations  conduisent  à  des  résultats  très  impw- 
tans  {*)  j  ici  je  m'arrêterai  sur  ,  Tusage  qu'on  en 
peut  faire  pour  découvrir  les  facteurs  de  la  foDCtiob 
«■  ^z  a",  parce  que  cette  recherche  est  nécessaire  dans 

l'intégration  de  la  formule -. 

i88.  La  fonction  *"qpa"  se  transforme  en  a*(j'*3pi)> 
lorsqu'on  fait  x  =  0^4  et^^ppur  en  connaitre  les  facteurs, 
il  suffît  de  résoudre  l'équation 

qui  revient  à 

^»  =  ±:i. 
L'expression  

y  =  cqsz.'i^  V/— I  sinis 

satisfait  à  cette  <k[U&tion,  par  une  détermiiiation  très 
siihple  de  l'arc  s;  car  Ton  a 

j^»î=:^s«-l-V^ — ii8in;5)"=cos7MJ  +  ï/':— isin/ii)* 

et  comme,  en  désignant  par  w  la  demî«^ciroonférence  > 

et  par  m  un  nombre  entier  quelconque,  il  vient 

,,  ■        t.. _■  -    ■  "  •    ,     - 

(*)  Voytx  la  noie  B ,  à  la  fin  «le  l^ouvtage. 


.«îelon  que  m  est  un  nombre  pair  ou  impair  ^  on  n'aaira 
qu'à  supposer  tw  =  »»«■,  pour  obteitir  ^"=:ri:i. 

Afin  de.  distinguer  plu»  particuUërement  le  cas  ouïe 
nombre  m  est  pair^  de  celui  où  il  est  impair^  on  écrit 
pour  le  premier  2m  au  lieu  de  m,  et  pour  le  second 
21»  -4»  1 9  et  rom  fait 

na  =  2/iMr,     et     iw  =  (2/»  +  i)jr. 

Dân^  la  première  hjpotbëse>  41  vient  ;-  '^ 

et  dans  la  seconde, 

18g.  Au  moyen  du  iMombtse  indéterminé  nsy  ou  ^tiept 
par  ce  qui  précède  toutes  les  yalemrs  ^dont  y  est. sus- 
ceptible^ car  la  première  expr^siou;  en  j  fttisant, 

nvsBiQ^      donn0^=i9         '  '      ' 

m=ii  y  ^z=cos— +  y  — ism — ;     • 


m=s2, 


^z=cos  ^ 

K=rCOS-^*— f^l^/(      *  '*' 


n 


/rr=»— 2,  ^=:|flDs^ 2^+^/ — ism^ -^i-; 

'  (a/i — 2)3r  ,  ^  / .   (271— 2)5r '' 

m^n-^i ,        ,,,.  vy=CQs:    ^    ~-f  V^— xsm ^-, 

I®.  Passé  ce  terme,  on  ne  retrouve  plus  de  nouTelles 
-valeurs  >  mai^  seuleipei^t  les  prépédentes,  qui  refiennent 
dans  le'  même  ordre.  En  effet,  si  l'on  suppose  n  =r  m, 
il  vient  seulement  ^  2=  cos  2»-  ;=  1 ,  et  l'on  retombe  sur 


an2  TRAiTi-éiàmaÊi^^tàXBM 

.     .  .    ^  . 

la  première  valeuir,  qui  seTeproduira  tontes'  les  fois 
qu'on  preDdi:a'poiir  rn  uiunultiple  de  n.  Faisant  %iiBiiift 
m  =  A-f- 1  >  il  Tient  l'arc  •  ' 
'  (2ji  +  2)5r  ,   air 

^ — z — -=^'+ir' 

n  7k 

dont  le  cosinus  et  le  sinus  sont  les  mêmes  que  ceux  de 
l'arc  —  {Trig,  22),  ce  qui  ramène  à  la  deuxième  va- 
leur,  et  ainsi  des  autres. 

2^.  Le  tableau  ci-dessus  semble  ne  présenter  qu'âne 
seule  valeur  réelle^  la  première^  mais  on  en  troBTe  une 
seconda  lorsque  n  est  pair  y  parce  qu'on  passe  alors  par  > 

>»  =  -,  qui  donne    ;y=C08îr+ V^ — isin^r^r — i. 

3**.  Les  valeurs  imaginaires  du  même  tableau  se 
grpupent  deux  à  deux,  savoir ,. la  dernière  avec  la 
première,  l'avant-dernière  avec  la  seconde,  et  ainjside 
suite,  parce  que 

(2» — 2>r                 2flr    (21» — 4V  4«*      X 

1 ^saw  — — ,  i^ J^=s2jr-— 3-    etc., 

et  qu^or  génial 

oos(2ir — a)=:cosa,  sîn(2îrr-a)=>— sina  {Trig.  ,29).'* 

Ainsi ,  quand  n  est  un  nombre,  impair  yti —  i  étant  pair, 
toutes  les  racines  imaginaires  depuis    m  =  i   jusqu'à 

m  =:  7»  —  I ,  se  réunissent  en couples  de  la  fonne 

y  =  cos ±  Y  —I  sm  — - , 

où  il   suffit  d'étendre  les  valeurs  de  m  jusqu'à 

-^-  / 


i 


>    Qaftîid'»  ^t  ttn  n^ombre  yiaîr,  il  ae  forme  aeulevient 

' couples  7pârcd  (Jtte  la  racine  c(uî  répond  à  -,  et  qui 

est  réelle,  occupe  le  milieu  de  celles  qvA'  sont  imagi- 
naires. " 

On  arrive  à  des  conséquences  semblables  pour  Féoiià* 
'tîoû\y"+i  =  0,  oi  '  •    '     , 

y  =  cos -r'^+  K  — I  sm '—^  , 

formale  dans  laquelle 

«»=ro ,     donne  jv=cos  -*  -|-  y/ — i 

7îj=  I ,  ^=cos — +  y  — i  sin —  ; 

n  n 


n 


mrr/i — ï  ,  ^=cosi ^  +  y^  i  sm  ^ i-. 

'.•.'••  •»        .  •'      -»f      . 

Au-delà  de  ce  termCj  <$n  ne  fetrouTe  plus  que  les 
mêmes  valeurs,  comme  dans  le  cas  pî-écédeat^  et  pa^ 
là.mèaierttbon.  Il  ne. peut  y  eaaVQÎr  unexéellequ^sî 
nest  impaire,  et  alors  ellerépoiici.ji  ' 

w  = qui  donne  j'saieosjr-h  K-^isin»=s-^i, 

Comme  elle  occupe-le  milieu  cfu  tableau ,  les  racines 
imaginaires  i|ui' en  sont  égalefi*0nt  éloignées,  se  réu- 

ni8$çht  en  ^ couples  de  laî  forme 

•^       r     •   '  •  •"  ■  •    .  . 

(2/11+  !>.  J^r:çi^n^^\ 

Ca/c.  intègr*  18 


OÙ   il  suffit  de  pousser   le^    valeurs    de  m   jusqu'à 
m  ^  ^~    .  Il  faut  aller  jusqu'i  /»  =  -   ^uand  n  est 

paire,  parce  qu'il  n'y  ^  plu^  que  des  racines  iinaginaires. 

Si  Ton  trouvait  quelque  difficulté  à  comprendre  ces 
énoncés ,  on  les  édaircirait  sur4e-champj  en  donnant 
à   n  des  valeurs  particulières. 

190.  Il  est  facile  de  déduire  de  ce  qui  précède,  les 
facteurs  réels  des  quantités  ^"  qp  i. 

D*abord  ht  formule . 

2/rair    .   ^  / .     277Wr 

y  tr:  C05 3:  y  *— I  sm 

donne  pour  facteur  du  premier  degré  de  la  quantité 
j^"  —  1 ,  les  deux  expressions  imaginaires 


(. 


/  2mr\      .  y: —  .    am»- 

[^j^  —  cos -— j  —  V/— I  sm -~, 

.    277l^\     ,    ^  y—    .     2/IIir 

j  —  cos  -^—  J  +  V  — I  sm— —  ; 


et  en  les  multipliant  y  on  obtient  l'expression 

/— 2ycos— -  +  i,  . 

qui  comprend  tons  les  fRûtevir»  réels  du  nmaà  degri 
On  trouve  de  Aiéme  que  les  Êac^ieurs  du  seqond  degné 
de  la  quantité  j^"  + 1 ,  sont 

■                    (21»+  i)sr   . 
j,«  —  2^  cos— ^  +  I. 

Il  faut  okwrreisqm  c^  formules  con^preim^t  au^i 
les  facteurs  réels  du  premier  degré >  mais  ils  s'y  pré- 
sentent comme  doubles  ;  car  si  Ton  falj  m=±o  dans  la 
pren^iëre^  ^W  devient 


et  si  »  était  paire,  en  prenant  /7i=- ,  on  trouyerait  encore 

résultat  que  donne  aussi  la  seconde  formule  lorsque  n 
est  impaire ,    et  qu'on  y    fait    m  =    ■    >■   ., 

191.  Les  fonction»  de  la  forme  **•  —  apjr*  +  q 
peuvent  être  traitées  comme  çell^  qui  ne  rçnflerinent 
qae  deux  termes. En  les  résolvant  à  la  manière  des  équa- 
tions du  second  degré ,  on  en  tirera  les  facteurs 

qui  seront  réels ,  tant  que  p*^  surpassera  q,  et  auxquels 
ou  donnera,  la  forme 

en  prenant  successivement  pour  a'  les  valeurs  de 

abstraction  faite  de  leurs  signes  :  ce  cas  rentre  donc 
dans  les  précédens. 

Lorsqu^on  aura'/^'<^^j  on  fera  /»=«•,  y=^*",  ap=iSy, 
et  il  i^ienârfli    ju  ....  5 

>-.-    \       ---^.    ;.    ....      / 

mais  la  conditîon/>*<<^  01^  «**"  ^/S*"  donnant  «*<</•■, 

la  quantité  —  sera  une  fraction ,  et  pourra  par  consé?- 

quent  être  prise  pour  un  cosinus.  Soit  donc  ^  l'arc  cor-* 
respondant  ;  la  fonction  proposée  détiendra 

et  il  ne  s'agira  plus  que  dé' résoudre ''Féquati A»  **  :> 

y^ 2j^*COS^+I  =:Ô,-W^/-  ix    -, 

18.. 


«^^6  vtLAvià  idkÊtasuTAimE 

On  en  tire  d'abord 

j^»=co8*dtV^ — I  sin^j 
puis  prenant 

y  =  cos  z  ±: \/ — I  sîn« , 
il  vient  (187) 

>    r  -    j'*:^«c»n«  ±:V^-^i  sian*, 

let  en  comparant  avec  l'autre  valeur  de  y^,  on  obtient 
cos  n%  =  cos  <r ,         sin  nz  =:  sin  ^. 

On  satisfait  en  général  à  ces  relations  ^  en  supposant 
ns=  2msr  4-^>  ^  étant  un  nombre  entier  quelconque, 
"puisque 

cos(2/fiir4-^)  =C08  J!",         sin(2mir  +  ^)  =  sin^: 

on  aura  donc 


s: 


n  n  '         n 

>  '  '  .  .  .  '  ', 

et  les  facteurs  du  premier  degré  de;  la  fonction 
seront  par  conséquent  compris  dans  la  forgeBmlê 

j — )^^  ": —  y — ^*'^ — r 

Si  Ton  avait  je*"  -h^a/?*"  4"  y  ^===  o  /  ôû!  ferait  encone 
—  =  cos/";, mais *^n  prendrait  ^ 

^*-       ..."  •    vr.     >  ;;    '^    ..Miîvv       :         .. 

puisque  cos  (a-  —  ^J^=;2.-4rpos^;oiLytend'ait  ensuite 

oos  JAC  asrqpçt»-^/)  ,».\  ,sin  a«  ==  ,$iil  (sr  —  ^)  ^ 
et  par  conséquent     t      t  . .  «  '•    .  _.  " 


9»  cALcm.  indtaB^&t  oi'}']; 

Z3te  T intégration  des  différentielles  binômes. 

192.  Ces  différentielles  sont  réprésentées  par  la  for- 
mule 

l 

dont  on  ne  diminue  point  la  généralité,  en  supposant: 

qj^ie  m  et  n  soient  des  nombres  entiers. 

1  i  £      ' 

Si  Ton  ayait,  par  exemple,  x^dx(a+  hx^y ,  on  ferait 

t- 
x-=^,  d'où  il  résulterait  Ga^d^Ca+^'af^)»''.    On    peut, 
aussi  regarder  n  comme  essentiellement  positive,  parce 

qu^  dans  le  cas  oà  Von  aurait  jt'""'*djp(a  +  hx'^'y  ,  on 
supposerait  a? =i,  et  il  viendrait  —  a^'^'dzCa  +  i«")'« 

La  formule  je"*""*dar(ajp'  +  **")S  revient  encorç  à  la. 

précédente ,  en  divisant  par  x\  sous  la  pçirenthè?«;  car 

on  obtient 

^  ff  *  f 

yi^-'&x\x\a  +  6*"-')]?=  a?***"  T"^'da:  (a  +  hx^'-y. 

p 
Pour  ^chercher  dans  quela^eat  x^^^ix^a^bx'')^  peut 
devenir  rationnelle,  on  fait  a+6a*=«',en  sorte  que, 

f I,.  ,„  .       I       .Mil..  ,- 

(*)  Les  foriiHiUs  des  n**  190  et  191  conûenneot  implicitement 
J«s  théorèmes  de  Cotes  et.de  Mowre,  et  remplacent  avec  avantage 
ces  théorèmes ,  qai  ne  sont  plus  maintenant  qa^un  objet  d«  pare  ca- 
riositéj  je  n*ai  pas  (sra  ps^r  cette  raison  dq^oi^  les  inservur,  tçi  s  onJb%, 
trouve  dans  le  Traité  in'4^>  *'  ^»  P^ë®  '^^* 


(a +i«*)*  ==«'';  puis  on  trouve 

et  la  différentielle  proposée  cLevenant  par  là 

on  Toit  alors  qu'elle  sera  rationnelle  toutes  les  fois  que  — 

sera  un  nombre  entier. 

t 
L'expression  «*d*(a  +  ix')^  satisfait  à  cette  condi-^. 

tion^  puisque  mz=Q,  ^^^=3,  — =3,  et  se  transforme  en 


h'^H-r)'- 


f 

La  différentielle  o^^^Axla-^-h:^  est  stksceptible  d'une 
autre  forme ,  en  rendant  négatif  l'exposant  de  x  dans 
la  parenthèse,  ou  en  divisant  par  ^  la  quantité 
a  +  hx^  \  il  vieût  ainsi 

x^-'dx  (a  +  bx')1  =  x'^'*"T  "'d^Ca*-"  +  b)^. 

Cela  fai^i  si  l'on  change  n  en  -^n,  a  en  b,  b  en  a,  m 

np 
en  /n  +  —  dans  la  traaaformée  en  «.  obtenue  plus  haut, 

on  eu  déduira  l'expression 

— *— C-i 
il»— ^\     ■    9 


72a  \    a    / 


qui  sera  rationnelle  «i  ^4*^  «**  *»"  nombre  entier. 
^  n      q 


DB  ÛÂïXSVh  îHTàatMU  37^ 

€elà  rerient  k  faire  imiilédiatèment 

tranaformatlon  employée  par  Euler. 

C'est-  à-  ce  cas  que  se  rapporte   la  différentielle*  . 

pour  laquelle 

m 5-     p I       w  ,  /> 6^^ 

193.  Puisqu'il  m'est  pas  possible  d'intégrer  en  gé* 

néral  la  formule  yV^^'dxC A +^^)S  ^**^^fl**  •«  P>*^- 
sente  d'abord  est  de  chercher  à  la  réduire  aux  cas  les. 
plus  simples  qu'elfe  peut  renfermer. 

On  y  parvient  assez  facilement,  au  moyen  deVin' 
iégration  par  parties,  procédé  fécond  qui  sert  à  ramener 
une  intégrale  k.  une  autre.  Il  se  tire  de  l'iiil6((ration  de$« 
deu&  membl*te  de  l'équation 

qui  conduit  à 

Ui^  =r  fudi^  +jMa  I     d'oi^.   fuàv  =  i**^  —  fpdu. 

On  yoit  par  là  que  si^  dans  la  différentielle  Xdx,  la 
fonction  X  peut  se  décomposer  en  deux  fa^ïteurst  P  et 
Q,  et  que  l'on  sache  intégrer  la  différentielle  Qdx,  ett 
nommant  f'  son  intégrale ,  et  faisait  u^P ,  On  aura 

fPQdxz=zPi,^pdP, 
oe   qui  ramène  la  di£Bcillté  k  intégrer  /VilA  - 


194*  Pour  abrégc^r  un. peu  les  résultats^  ddiis  l'apgll- 

cation  de  ce  qui  précè&e  à  la  formule  je""*"*d«(a+6jc")*, 

j'écrirai  p  au  lieu  de^ ,  et  il  faudra  supposer  que  p  est 

un  nombre  fractionnaire  quelconque  :  on  aura  alors  la 
formule 

x^'ix  (a  +  hx'^y. 

Parmi  les  diyerses  manierez  de  décomposer  cette. 
différentielle  en  facteurs ,  je  choisis  celle  qui  tend  à 
dîmii^uer  Texposant  de  *  hors  de  la  parenthèse»  et  qui 
s'opère  en  écrivant  ainsi , 

/x«— .a»-'da:(a +y^x»)P , 
la  formule,  proposée.  Ç^r  cç  moyen^  le  facteur. .... 
jt;«-»d4e(a  +  ôjr")?  est  int^grabje,  quel  que  soitp  (170)  : 
en  représentant  donc  ce  facteur  par  df^  ^  on  a 

d^où  il  résulte 

(jH'i)nb         '   (p+i)nb''  s.    «^         '       > 

or 

/ar"*-»-»dar(ûf+è*»)'^*= 

fi^;^'ax(a+bx^)P(a+bx^)= 

JOfuatlaDjt  cetter  dernière  valeur  dans  l'équation  précé- 
dente, et  r^Si^mhlaqt  les  teirmes  affçctéç  de  l'intégrale 
/*'"-'di(a  +  if»)P,  il  vient 

■    »■   I  p     ■     I  tijin  I    ■ééI«-.  H  .,  ,  I.  ».    f  I  II        i      *>.<»!.  Il         I   11    I      • 


à'oit  r<m  tire  (^ fii/^^àx^a  +  bx^)P= 

b{pn-i'm) 

Il  est  aîsé  de  Toir  que  puisqu'on  peut  ramener,  par 
celte  formule,  rîntégralion  de  yi'"^'dar(a+^^")'  à 
celle  de  fx^^*''^dx{a  +  bx^y  ^  011  ramènera  aussi 
cette  dernière  à  celle  de  /'**"""""*djp(a  +  bx*y\  en 
ëeriviunt  m*— j»  à  la  place  de  m  dans  l'équation  (^;  puis 
changeant  encore  m  en  m-^^n  dans  cette  même  équa* 
tion^  elle  fera  connaître  /ar"*'"'"^'dx(a  +  ôjp*y ,  au 
moyen  de  /a;'""^""''djf(a  +  bx^y.,  et  ainsi  de  suite. 

£n  général,  un  nombre  r  de  réductions  conduit 
à  fx^~'^'^'~'dx{a+bx'y ,   et  la  dernière  formule  est 

x'^-rnç^+bx^y-^'-^  a(jn—rT^f9^''''^-'Ax{a  +  bx^y 
b^pn-^-m — (r — i)/»l 

Il  est  évident,  par  cette  formule,  que  si  m  est 
Ua  multiple  de  71,  l'intégration  de  la  différentielle 
a?"*""'djF (a  +  A*" y  s'effectuera  algébriquement,  puis- 
qa' alors  l'anéantissement  du  coefficient  m— r/i  fera 
ilisparaître  la  dernière  intégrale  fx^':"^^^dx(a  -J-  bx^y* 
Ce  résultat  s'accorde  avec  celui  du,  n®   19^2. 

195.  On  peut  obtenir  '  aussi  une  réduction  par  la- 
quelle l'exposant  de  la  parenthèse  soit  diminué  de 
l'unité;  pour  cela,  il  suffît  d'observer  que 

fi^-.'dxia+bx^y  =  fx^^-'àxia  +  bx^yÇa  +  A:s») 
^afx'^-'dxÇa+bx'y"  +  h/x'^'^-^-^dx^n  +  bx^y-^' , 

et  que  Ja  formnljB  (v^),  çn  y  changeant  m  en  m^n^ 
et  p  en  p  —  i ,  donne 


i' 


2B^-  TBAlri  iLtMENTAlBE 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédeate, 
on  aura  (5)* /a;'"~*dar(a  +  i*")''  = 

Avec  €ett«  formule  >  on  ôtera  sucoessÎTeAient  du 
nombre  p  toutes  les  unités  qu'il  peut  contenir,  «im-. 
plifîcatiôn  qui^  jointe  a  celle  que  pjrocnre  la  formule 
(/rf),fera  dépendre  l'intégrale 

/a?«-»d:?(^+iar»)P     de    fx'^-'^-^&x{a  +  bx'')f-'y 

m  étant  le  plus  grand  multiple  de/»  contenu  dans  m— i, 
et  8  le^plùs  grand  nombre  entier  contenu  dans  j9. 

5 

L'intégrale  fx^dxÇa  +  bx^y ,  par  exemple,  sera  rar 
inenée  successiyemient,  par  la  formule  (^,  à. 

fx^dx^a  ^  bx^^,       fxixia  +  ix^)*  ; 

S. 
pu is  la  formule(J5)  fera  dépendre /ida;(a -f» bs^y  de 

fxdx{a  +ix''y  ,  et  cellc-câ  de  Jfiûdx{a  +  bs^y  * 
196.  Il  est  évident  que  si  m  et  p  étaient  négatifs^ 
les  formules  (A)  et  (^B)  ne  rempliraient  pas  le  but 
pour  lequel  elles  ont  été  construites  :  elles  augmente- 
raient alors  les  exposans  de  x.  liors  de  la  parenthèse^, 
et  celui  de  la  parenthèse;  mais  en  les  renversant;  on. 
en  trouve  qui  s'aj^pliqtient  aUK  cas  dbnt  il  s'agît. 
On  tire  de(^;^ 

^'"-«(g  4.  bx*)P^''^b{m  +  np)fx'*'-'ix{u  +  baf'y 
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et  mettant  -^  m  «4*  »  au  lieu  de  m^  il  tient  (C) 

/ar-"-»d«(a  +  **»y  = 


a/n 


formule  qui  diminue  les  exposans  liors  delà  parentliëse. 
Pour  renverser  la  formule  (^)  ,  on  prend 

/x—»d*(a +&*»)'-•  s= 

pna  ' 

puis  on  écrit  -^/>  + 1  au  lieu  de  jo,  et  il  vient  {p) 

/*'"-*d*(a+ijc")-''s= 

formule  qui  atteint  le  but  proposé. 

Les  formules  (^A)y  (j5),  (C),  (2?),  deviennent  illu- 
soires ,  lorsque  leur  dénominateur  s'évanouit  Cela  «r^ 
i'ive  pour  la  formule  (^A)^  par  exemple,  quand  7îi=3 — np  : 
mais  dans  tous  les  cas  de  cette  espèce ,  la  différentielle 
proposée  peut  se  ramener  à  un  monôme  >  ou  bien  à  une 
fraction  rationnelle  (*). 

— ^=r:z=. ,  m  étant  un  nombre  entier  po- 

sitif^  la  formule  (A),  en  y  faisant a=i,  i= — ï ,  71=2, 
p=z — î,    doiitie 


(*)  ^o/e*  I«  Traite  in-40,  t,  II,  page  4»* 


2^4  TRAITA  iu&MEMTlUIG 

et  mettant  «»  au  lieu  de  m  «- 1 ,  il  vUsai 

Si  l'on  donne  successivement  a  m  différentes  valeurs  ,  ^ 
en  commençant  par  les  nombres  impairs,  on  aura 

/ =  —  V^  I — **  +  const, 

etc. 

On  tirera  de  là 

/'   xdx  / , 

-— =  =—  y  I  — s^  +  co7i«f. , 

etc.  -, 

la  loi  de  ces  valeurs  est  évidente. 

Passant  aux  valeurs  paires  de  ttk  ,  et  supposant  nvzz^i^ 
w=4,  771=6,  etc.->  on  trouve 


/x^Ax    _    .  »    3./ i   ,  3  r   x^dx 
V/i— ar»        .   4  4^ Vi— «* 

etc.  :         '  *      1    ' 

Dans  oe  cas^  toutes  les  intégrales  proposées  dépen- 
dront de 

/'    àx  -  .  - 

-— :::=^=:;  =  are{ain=jc)  +  oomt.  (36)  , 
V^i — X*  , 

et  en  représentant  par  A  Tare  indiqué ,  on  aura 

I  — fc=  T^  A  +  const , 
J   l/i— a:V 

/jT^dar  1  '    >^^- — ^    .    ï    ^   .       .... 

j/,_jp*       V4  ^2.4  y»^  a.4    ^ 

/"^^^^  f^  5  i  1-5  „  ,  1.3.5   \,/-^-r  ,  1.3.5  .  , 

etc.       -    '      '■  '  |-  ;      -"■•  .  -  ... 

198.  Je  vais  chercher  maintenant  ié)s  formules  qui 
rép(*.iderit  aux  cas  cÀ  /Tfrest  négat'ÎTe.  On  a  alors  ^  par     / 
la  formule  {€)  (19e), 

/y~""'djf 3c-"V^r^jF      m^i  /*x^'*^'djf 
i/7^*~      .,     ^  f^  J    \/T^^' 

et  enécrîvant  r-/n,a*;t  lieu  de — /w  — i,-il  yieot 

/*      dj;     ..    _         ^^1— Jg*    ',   ?/^-ra  /^r      dar      ^ 


a86  ^n^rrà  iLbvmtAiBE 

On  ne  peut  pas  supposer  m=^,  pu isqiH^ cette  yaleor 
rend  le  dénominateur  nul;  il  faut  donc  cliercberiz/irior» 

rîntégrale  de  *■  '«-^ -.    Oq   la  trouTera  fkcîlçment 

xyi — X* 

d'après  ce  qui  a  é^é  dit  n^  192  ^  oji  fera  t — x^=:a>*,  d'oa 

il  résultera 

y  x — «* 
et  par  conséquent 

d*  —  d« 


xV  \ 

équation  dont  1c  second  men^)re  a  pour  intégrale 

remettant  au  lieu  dé  s  sa  valeur ,  on.  aura 


"     ■  '  ' '  -^    -r    • 

multipliant  par   i  +  V^i— a;%  les  deux  termes  *  de  la 
fraction  cçn^prise  sous  le  signe  1^  où  obtiendra 

on  aura  donc  enfin 

Maintenant;!    si     Ton     suppose    d'abord    »•  =  3, 
m.  =  5,  etc.  ^   il  yiendra 


an  cjiuvx.  iNTionAt'-  a^7 


r    dx       __ _  V^t—s*     3  r_à»__ 

etc. 

Faisapt  ensuite  ot  =  2,    w=r4,  ii»=:6,   etc.,   on 
trouTcra 


k 


4-  co/wt. , 


etc. 

Dec^dQQx  suites  d'^ttationsyCin  tirera,  comme  dans 
le  n®  précédent,  une  classe  de  formules  intégfées  par 
logarithmes,  et  une  autre  classe  qui  sera  algébrique. 

19^  La  différentielle  j:"'"*d«{aar'4"^*")'>  se  rame- 
nant à  la  forme a;'""*''"^*d*(a+èar""'^)''  (192),  est  suscep- 
tible des  mêmes  réductions  que  celle-ci.  J'en  donnerai 

,     1,  «♦dx 

pour  exemple  1  expression  —  -  qui  se  présente 

dans  la  Mécanique.  On  a  d'abord 


/; 


— y3p^-îd^^2c~*)^j 
la  formule  {A)  (194)9  en  y  faisant 


1 


288  THAîri  iLiunxTAiBM 

donne 

et  si  Von  ôbserre  que 

puis  qu'on  fasse  rentrer  }es  puissances  fractionnaires 
de  X  sous  les  parenthèses ,  qu'on  changera  ensuite  en 
radicaux ,  on   aura  la  formule  ^ 


r      x^àx  .    ^ 


V/: 

,  y^-»t/gcx  — ar*/    (2y— i)c   r_*^*_ 

200.  Les  trois  eiemples  précédens  se  fapportehtaux 
formules  (>^)  et  (C)  ;  on  tire  des  résultats  non  moins 
utiles  de  la  fornvole  {D)  (196)  ^  puisqu'elle  sert  à 
intégrer  la  différentielle 

qui  a  été  mise  de  coté  dans  les,  fractions  rationnelles 
(i8o)j  car  si  l'on  fait 

x=z,     a==/3%     b^:siy,    m=:i,     »=2,    p=i», 

la  formule  (D)  devient 

.     .     /d^(^*  +  i^r"  = 

(2/l»-i2)i8»  ,  ' 

d'où  il  résulte  ' 


1 


n 
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.      a/i> — 3    /*        dg 

La  rédaction  indiquée  dans  cette  formule  s'arrête  à 
9  car  si  Fpn  feisait  tH  =  i ,  le  ditiseur  ^m  -^  2 


devenant  nul ,  le  second  membre  serait  in€ni.  Il  est 
aisé  de  Toir  que  cette  circonstance  est  du  même  genre 
que  celle  du  n®  168,  puisque  si  Ton  pouvait  passer  de 
i7t=  i.y  à  m=s=Oy  on  tomberait  sur  l'intégrale /dis  t=  s , 

et  l'on  aurait  algébriquement  l'intégrale  /  -^  ,  qui 

est  nécessairement  transcendante  (i8o). 

De  Vintégration  par  les  séries. 

201.  L'intégrale  fXdx,  s'obtient  facilement  lors- 
qu'on a  développé  la  fonction  X  en  série  1  parce  qu'on 
n'a  plus  à  intégrer  que  des  monômes ,  auxquels  s'i^ 
plique  immédiatement  la  règle  du  n^  167.  En  effet',  soit 

si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation 
par  dx  y  et  qu'on  intègre  séparément  chaque  terme  du 
second;  on  trouvera 

pLix= — i r^— ; ; -r—4-etc.-fco/w^. 

Lorsqu'on  rencontrera  dans  le  développement  de  X 
un  terme  de  la  forme  —  ,il  en  résultera  dans  l'int^ale, 
le  terme  Jlx  (168). 

202.  La  fonction  la  plus  simple  qu'on  puifse  réduire 
Cale,  intégr,  iq 


en  sériej,  e&t,  — JT"?  ay»«^  p^»^  4évelqjppemci>i 


/-^  =  -— — .  +  #1— 7^  +  etc.  +  ^i^..î 
J^  +  x       a       fia*       oa^       4^*  "^  » 

mai»  on  sait  tfaîllears  ^ue  /  — —  a=lCa+*)  +co/w<.î 
xm  aujra  donc 

Pour  trouver  ce  qu  exprime  la  constante^  îî  n*y  a  qu'à 
faire  x^o;  il  yient,^  dans  cette  supposition,  l^=co7Mt) 
et  par  conséquent 

r^ltat;  çpjjifonç^  à  celui  du  a*»*  1^9^ 

Soit  lai  diffiêmntirfle  -;-p-j,  qui ^po*v«mi  ss-mettrc 
àx 
sous  la  forme j,  appartient  à,L'w(v4pAt,  kt»» 

gente''=  -  (36):  en  rédtiisant  -^^--^  en  série,  on  ob- 
tiendra 

et  Pintégvatioii  do»Qiei«.  cnsuita. 


Si  Ton  veut  tîrer  de  cette  équation  la  valeur  du  plut 

petit  de«  arc»  dcint  la  tangente  «st  ^,  il  faudm  luppri- 

mo-  h  constante  arbitraire,  puisque  Tare  cherclié  dit 
nul,  lorsque  ar  =o,  et  Ton  aura 

arc('tangs=;;^'\«=î_Jïl    i.:ïl_*'     .     , 
\      ^      aj       a       3a»^5aû       ^7  +  «*^-» 

résultat  («nforme  à  ceïui  du  h**  35, 
En  opérant  de  même  sur  ——^ ,  on  trouve 

Ja»-4*«*      (itt^-Oa»       (^^.^^  i)a»« 

2o3.  Le  but  de  l'intégration  par  les  série»  étant  d» 
se  procurer  des  valeur»  approchées  des  int^alw  qu'on 
nepeutobtenir  rigoureusement,  il  est  important  tfavoiir 
plusieurs  séries  pour  exprimer  la  même  intégrale,  afin 
de  choisir  cellq  que  rend  convergente  la  valeur  par- 
ticulière qu'on  se  propose  de  donner  h  x.  Les  séries 
qui  procèdent  suivant  ks  puissances  positives  dç  x 
dont  les  exposans  vont  an  croissant ,  ou  les  néries  as- 
^cndara^s.  ne  convergent,  en  général,  que  dans  le  cas  o& 
la  variable  ;»  demeure  très  petite;  tandis  que  ceilas 
q»i  proc«Jent  par  des  puissances  négatives  de  jr,  ou 
Iw  ^érm  «I^mvMfmte^  convspgent  d'autel^  pWmie 
octte  VJiffi^bl»  est  plus  grand».  ^ 

19-. 


%^1 


fRAITJB  ifJhfSMTAIRl 


Pour  parvenir  à  une  série  de  cette  espèce,  dans 
l'exemple  ci-dessus,  il  faudrait  changer  l'ordre  des 
termes  du  binôme  a"  +  ap",  ou  mettre  jr  à  la  place 

de  a  dans  le  développement  de     n\_''n 5  ^^  aurait 

1  *  ■ 
1  I  a»    ,   a"       a?* 


H-I5;;  — riii  +  etc.. 


et ,  après    avoir    multiplié  par    x'^àx  et   intégré,  3 
viendrait 

jF"dar  I 


/; 


^B— m— 1 


o» g' 

"^  (2»  —  771  —  1  y»-»-»  (37*—  771  —  I )^=^=^* 

+  etc.  +  comt. 
Cette  série    serait  illusoire,   si  quelqu'un  de  ses  dé- 
nominateurs, compris  dans  la  forme  in — ttï— i,s*éva- 
^  nouissail,  ce  qui  arriverait  si  771+1  était  un  multiple 
de  n\  dans  ce  cas,  la  différentielle  développée contien- 

Ax 
drait  un  terme  de  la  forme  aC«-0«  —  ,  dont  l'intégrale 

serait  ôC'-O^ljc. 

Si  l'on  fait,  dans  le  résultat  ci-dessus,  77»  =  0, 71=2 
et  a  =  I,  il  devient 

mais  quoique  l'expression  -— j—;  *oit  la  différentielle 

de  l'arc  dont  la  tangente  est  Xy  il  n'en  faut  pas  condure 
que  la  série  précédente  soit  le  développement  de  cet 
arc ,  puisqu'elle  donne  l'infini  lorsque  ar  =  0.  La 
considération  de  la  constante,  arbitraire  lèvera  cette 
difficulté,  si  l'on  fait  attention  que  pour  connaître  k 
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vraie  Talear  d'une  s^rîe^  il  faat  toujours  partir  du  cas. 
où  elle  est  conyergente.  Or  la  série 

l'est  d^àutant  plus,  que  xest  plus  grand,  et  elle  s'éva- 
nouit lorsque  x  est  infini  :  à  cette  limite ,  Péquation 

arc  (tang  =ar)  :5=—  -j+^— g-^  +  etc.  +  const. , , 

se  change  en  arc  de  I^=  -=  €»««*»,  et  substituant  cette  - 
valeur  de  la  constante,  on  obtient- 

arc(tang=  ,)=^_i  +  ^,  -^  +  etc. 

On  pourrait  intégrer  aussi   là  fonction  rationnelle 

-jjr-(i72),  en  développant  en.  série- l'expression  -p} 

mais  ce  moyen  ne  conduirait  qu'à  des  résultats  fort' 
compliqués  et  rarement  convergens;  d'ailleurs  ces  cal- 
culs soi|i  ta  peu  près  in  utiles,,  puisqu'on  sait  ramener  cette- 
différentielle  aux  logarithmes  et  aux  arcs  de  cercles,  doot 
on  obtient  les  valeurs  par  les  tables  trigonométriques. 

2.04.  La  formule  f:^^'dx{a  +  bx^y    est    facile    à 

intégrer  par  le  développement  de  la  quanti  té  (a+bx^yi 
en  série ,. et  il  vient  pour  résultat 

fx^-'àxia+bx^y^Jl^+EÈ.!^ 


^^  TRAITA  ^LiMml£â,^MM 

S  j  Too  vajulait  obtenir  une  série  deioeiidâttle  {pte*  m^ 
port  kxfil  faudrait  donner  à  la  différmitiellê  ^tùpo^èe 


«+f-. 


la   forme  ar"    '  "  d*  (è  +  «r-"")^>  et  après  avoir  dé- 

yeloppé  (&  +  «Mr-»)^  multiplié  le  résaltAt  pâ*»*"*  ♦  ^'às 
«t  intégré^  on  «uraît 


qb  mq+{p—q)n  i .  2gr*è*  ''ï3^+(p — 2,q')n 

Tant  que  les  quantités  a  et  b  seront  positives  toutes 
deul,  ou  que  ^  sera  un  nombre  impair,  on  pourra 
s«  servir  indifféremment  de  cette  série  ou  dé  la  pré- 
cédente; n(iais  lorsque  q  sera  pair^  la  première  formale 

âetiendfÀ  imaginaire  par  le  facteur  aî,  si  aP  est  néga- 
tif^ et  la  m^e  cboie  arrivera  à  la  seconde,  si  ^ 
m.  négÀtif. 

ao5.  Soit     ■  ,  expression  qui  est  la  différen- 

tielle  de  l'arc  dont  le  sinus  =:  x  (36)  ;  on  aura 

1  -  .  t   o  .  1.3  .  ,  1.3. S  -  ,  1.3.5.7  s   >     ^ 

y/^_a;*  a         a. 4        2.4. b        2.4.6.8 

et  de  là 
•  /*    dA-  .  I  Ar^+i. 3  j;5      1.3.5-^7 

J^l»^^  a  3      2.4  5l      2.4.07 

|ln  supprimant  la  constante  >  la  série  s'anéantira;  lors- 


qpate  «^so;  elle  donnera  par  conséquent  la  Tklear  du 
pluà  petit  des  arcs  dont  le  sinus  =zxi  comme  dans  le 
a»  38. 

Yoici  encore  quelques  résultats  faciles  à  obtenir,, 
d'après  ce  qui  pc^eède  >  mais  qu'il  «st  bcm  de  cennaitre. 

:  =  — 7= —  ;    faisant    l/»  =  «,. 


M  A    *y^ :.  I  kiais  par  fo  série  précédente  >  it  Tient 

/qAu  /    ,  lu^  .    1.3  tt*  ,4. 3. Si*'  .     k    \  . 

,_»à^*- — *^  11/        ip\* 


a 
or 


donc 


«  -  - 

/d*l/aa»— x*=(r*  ---  5 — ^-7 — 7-T 

■^  \3  a5,aa     i.47.4di» 


I.I.3     2**         ^   \     .- 
jj-etc.)V/a 


•^    ■  \3      a5.!*a      a. 4^74? 

Ï.I.3     *5  ^  \        . —    , 

~  5^:4:6^8;?  ~  ^^'^V^  ^^^"^  "^ '^'"'"^ 


— donne .  après  la  réduction  de  i/i+x^ 

en  série,  et  Tîntégration , 

/dx  is?  ,  1.3*5      i.3.5jir'    ,     , 

y/l+a;»  2    3  2.45  2.4.67 

-f-  const, 
.^    r    Ax      ^.       I         ij3  r.3.5 

rj  v7^^~      ^^.^""2.4.47"  2.4.6.&? 

—  etc.  +  cojviU 

Cette  série ,  qui  renferme  la  transcendante  \x ,  est  d'au* 
tant  plus  convergente  que  x  est  plus  grande;  on  peut  en 
obtenir  une  autre  entièrement  algébrique ,  et  d'autan^ 
plus  convergente  que  x  diffère  moins  de  l'unité.  Pour 
,  cela,  U  faut  faire  a?  =  i  +  w,  ce  qui  donne 

J  {/x^—1    J  X/^uJ^u"       {/iJ  \        2/   ' 

développant' r  I  +- J    i  multipliant  chaque  terme  par 

i.        -      - 
u  '^du,  et  intégt^nt,  on  trouye 

J  x/^H+i? 

I    /       è     .   I  2M^     ,    1.3  2M*         1.3.5  2W*    ,  \    , 

— 4  2m' 5 7^-7 7-^  —Q+eta)  + confia 

^/^  23.2     2.45.4      2.4.67.8'        /       , 

=(  I 7, tjT/ riz — 5+ etc.  ]y!iu+const,\ 

\      2.3.2     2.4.5.4     2.4.6.7.8  '        y^         ' 

et  puisque  ^trs^^-i—  1 ,  Içs  termes  de   cette  série  sont 
d'autant  plus  petits  que  x  —  1  est  peu  considérable. 

ao6.  L'utilité  de  la  réduction  des  différentielles  çn 


série ,  étant  seulement  de  les  transformer  dans  une  suite 
de  termes  dont  chacun  soit  intégràble  en  particulier, 
il  n'est  pas  toujours  nécessaire  que  les  termes,  de  ces 
séries  soient  des  monômes. 
Si  l'on  a^  par  exemple, 

et  que  e  soit  une  quantité  fort  petite,  le  déreloppement 
de  yi —  e*x*  donne  une  série  très  couTergente,  parce 
que  dans  la  différentielle  proposée  x*  est  toujours  <C  i , 
à  cause  du  radical  yi — *•;  on  trouve 

2        ».4        2.4.6 

et  il  yient  à  intégrer  la  suite 

j  \/ijr^     2        2.4       2.4.6  y 

dont  chaque  terme  rentre  dans  la  formule  /  — -==1  « 

traitée  au  n^  197.  En  substituant  au  lieu  de 

/'    dx  f^  x^ix  p  x^Ax 

\es  expressions  données  dans  le  n®  cité,  il  çn  résultera 


p- 


ï/i— *" 


+  etc 4-  congt. 


•gft  taukjvà  tLÈamuTAtÊm 

OnlTAiterttit  4'iiii6aMmi^eiialvigii«lA<dilRfa«DtMfe 

l/O— ;r*Xa  +  J^)~  V/î^^    /«  +  ** 
en  réduisant  en  série  la  quantité 

ya+x 
et  quant  à  la  diSérentielle 
dx 
\/(2Cjê — jp*J  (A  -^^  *" 

qui  se  rencontre  dans  la  Mécanique^  le  déreloppe- 
ment  de 

iL"ïf     •    ^*  ,    i.Sjc*    ,    1.3.5  or'   .     ^    V 
ramènerait  à  Tintégration  de 

^  K2<?x — x* 

2?c  Vintégmtion  des  fonctions  logarithPniques. 
et  exponentielles. 

ttoj.  Soit  d'abord  la  différentielle  Pdar(la:)",  P 
étant  une  fonction  algébrique  de  x-,  l'intégration  par 
parties  fournit  le  moyen  de  la  simplifier  en  diminaant 
l'exposant  de  Ijp. 

En  effet,  si  dans  l'expresrion  générale/2"Pdjt,()n^ul 
intégrer  le  facteur  Pix,  et  qu'on  posé  en  cOnséqûeiice 

Pda?=di>,   'M  =  a*    et    ài=s/dx, 
la  lormule  fiidvz=^  »v  ^  fràu  (ig3)  d<nanQrâ 
/«'•Pd*  =  sV— n/i»-Wd*     (i). 


m  ckixmh  ft^nUftAii.  A99. 

yâoiM  où  la  difFérenUation  a  diaiîiLué  dhme  ti&îté 
l'exposant  de  ii,  si  toutefois  cet  exposant  est  positif. 

Le  contraire  aura  lieu  s'il  est  négatif^  aiors  il  faudra 
changer- la  manière  d'opérer ,  et  faire  tomber  Tintégra- 
tion  sur  le  fact^uf  tt%  ce  «[«i  s^  peut  en  observant  que 
Féquation 

âjt  =  zdx  donnant  djp  =  — r ,  on  a     /  — =-  = 

z'  '  J      z'' 

208.  Pour  la  différentielle  ar*daf(k)*,  on  pose 

»«d*  =  df^,    d'où    v^^ — , 
çt  1  équation  (i)  conduit  à 

Si  dans  cette  dernière  on  cliange  suc^^essitement  n 
en  n —  I ,  en  n  —  2,  etc.,  on  trouvera 

et*.  . 

£n  pour&uivant  ces  réductions,  on  ôtera  de  l'exposant 
7»,  s'il  est  fractionnaire,  toutes  les  unités  qu'il  contient; 
et  l'on  peut  aussi^par  leur  secours  construire  la  formule 
générale 


/^ 


i(l*)»-3  4.eUï. 


30O  TKÂTti   iLilflNTAI&S 

qui  se  terminera  toutes  leà  fois  que  n  sera  un  nombre 
entier  positif. 

En  prenant  7»==  r  et  »=2,  on  trouve 

/a:'"dxlx=  -r- —  llx—  — : —  >  4-  const , 

771+1    l  /7l+l| 

-f-  C07»<; 

Lorsque  77*  =  — -i.,  la  formule  ci-dessus  cesse  d'itré 
applicable  3  mais  en  faisant  Lr  =  z^^  on  a 


/ 


—  (IxV  =^fu*du  =  — ^ —  +  const. 


et  la  même  transformation  rendrait  algébrique  la  dif* 

dx 
férentîelle  —  U ,  dans  laquelle  Z7  désignerait  une  fonc- 
tion algébrique  de  Ix. 

liorsque  n  eft  négatif  ou  fractionnaire ,  la  série  se  pro- 
longe à  l'infini;  en  faisant  7^=— 5,  par  exemple,  il 
vient 

/x"»dx_ 
"i/Tx^ 

'[(Ix)^        2(77.+  i)(lx/       4('«+0'(l^r 

I 


1.3.5 
8(/n+i)3(lx)* 


309.  Pour  diminuer  l'exposant  de  Ix ,  lorsqu'il  est 
négatif,  il  faut  employer  la  formule  (2)  du  n*  207, 
avec  laquelle  on  trouve 
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/o^^dr^ x'"'^'  OT+i   rx'^êx 

(i^)«  —     -(n— i)(lx)*-«  +  »—  I J  (la:)»-'  ' 

et  répétant  cette  réduction,  en  changeanlj  n  enn«— i, 
en  n — 2^  etc.  9  on  obtiendra 

/x'"'dx_ J""^* (nt+Qx"*-*-' 
(  Ir)»  "•      («— i)(lx)— '       (»~i)C/*— 2)(ix)— 


(7i-i)(/»— 2)(/i~3)  (Ix)»-^ 

' t»— i)(/i — 2) ij      \x  ] 

en  supposant  que  n  soit  un  nombre  entier. 

Quand  7»  =  —  i,  la  formule  précédente  conduit  à 

/'  dr    1 , 

ICÏ^»— ~  Ô^— i)(lx)»-^ '*"'''''"^-' 

résultat  qui  devient  illusoire  lorsque  tï  =  i  ;  mais  la 
dilFérentielIe  —r-  f[^^  répond  à  ce  cas,  s'intègre  immé- 
diatement, en  faisant  Lr=K ,  puisqu'elle  se  transforme 
en  — ,  et  l'on  a  pour  son  intégrale  l(lx}  +con8t 


u 


210 


/ 


/jc^dj? 
— j ,  de  laquelle  dépend.... 

jc^^dx 

7T"\S?  qiiaï^d  ^  est  un  nombre  entier,  paraît  devoir 

constituer  une  transcendante  à  part.  On  la  ramène  à 
une  forme  plus  simple,  en  faisant  x'"'*"*=«j  car  il 

vient  alors  x^dxss — ■— ^,  Ix  = •— ,  et  par  con- 

7?»  +  i  m+i  ^ 

séquentj-j-=y  1^. 

On  trouvera  plus  bas  le  développement  en  série  de 


^o%  rzMJtrA  iiiitHMTAïui 

cette  derBièi^y  <|iiî  (e  rapporte  aussi  aux  fondioosex* 

ponentîallesy  ca  posant  ls£=»,  caàqiiî  donne  «=*", 

dz  =  e"cltt  et  /  y-  5»  1  . 

211.  Je  yaîs  m'occnper  matntepant  de  l'intégration 
des  fonctions  exponentielles  ]  ye  ferai  d'abord  remsr* 
quer  que  Téquation  d.a'sa'dxla  (^27)  donne 

a*dx  =  r-  d .  a*,     d'où     /Srtb:  =  ^ f-  conat 

la  ■'  la 

d.«f 
On  tire  aussi  de  ià  dx  =    ^     ;  par  ce  m^yen ,  la  dif- 

fi^entifille^da?de¥e»ant  — r^ — y  se  change  en  —p, 

lorsqu'on  fait  a' =  i»^  et  est  algébrique  par  rapport  à  u 
lorsque  F"  est  une  fonction  algébrique  de  a*.  On  trouve 

.    .              a^dT  du 

ainsi  que       .         — ?  = .-      :— » 

212.  Passons  à  la  formule  /â'a:"dx>de  laquelle  dé^ 
-jpend  fPa^dx ,  lorsque  P  est  une  fonction  rationnelle 
et  entière  de  x.  L'équation  (1)  du  n**  207  donna 

fa'x^dx  =ï=  -= p  /t*;?f »~'dvÇ  ; 

et  en  continuant  cette  réduction  de  n-— i  an—- 2,etc., 
on  parvient,  lorsque  n  est  un  nombre  entier  positif,  à 

•^  lal  la  ^   ,(la)» 

n(n— i)(/î— 2)       3  .»(»—»)...  lï    , 

(i^F^*  '••.••*--(i^— /  +  """' 

21 3.  Si  l'exposant  n  est  négatif  ^  l'application  de  la 
formule  (2)  du  n^  9uf>7»  conduit  à 


et  quand  Te^^pos^at  n  est  entier^  oa  obtient 
'*a*dx  a*  a*la 


/g*dx 


X*  (/l— l)X*"»  (71—1)^/1— 2)X*'^ 


(» —  ^)(/^F^2X« — 3)x"""^  (zir--i  )(tt-^a) ...  I  « 

(la)""' r^^àx 

(n — i)(/i — 2)..,iJ      X 


On  ne   saurait  pousser   la  rédaction  au-delà  de 
/  ;  car  roqu^tion 

/a'Ax a*'  la       /*«*dx 

X»    ~       (/*  — i)x«-»"^»-.iJ   ^^^^ 

ne  donne  rien^  torsque  7i=:i. 

On  retombe  encore  dans  cet  exemple  sur  la  trans- 

/a*dx 
~- ,  doot  fai  déjà  parH  n*  aïo  ;  et  si  Ton 

pouvait  obtenir  son  expression  ,  on  aurait  en  roéniç 
temps  F  intégrale  fa^x^dx,  pour  tous  les  cas  ou  ;»  est 
un  nombre   entier. 

Lorsque  n  est  un  nombre  fractionnaire^  les  dQux 
déyeloppemens  dont  on  vient  de  faire  usage  ne  se  ter- 
minent point.  Si  l'on  avait,  par  exempte ,  7i=  —  l^ 
le  premier  donnerait  la  série 

/a*dx_     g^    i  ï  1.3 

\/x  l€,  ï/i l  ^1^  ^  4«"(ï«»)' 

,     1.3.5    ,    ,    1    . 
et  en  faisant  /i  =  ?  dans  )»  see«NMl ,  on  aurait 


1 
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J    i/x     .    "^^^li        1.3  ^    1.3.5 
8x3(la)3   ,         )    . 

I  ,ô.\>,'J  ) 

21 4*  En  remplaçant  a*  par  son  déreloppepaetii  (27) 
dans  la  fonction /Pa^dx,  on  obtiendra 

fPa'^&x=fPdx  +  ^'^fPxdx  +  ^fPjc'dx 

ee  q^  fournira  un  nouveau  déreloppement  iéfPa'ix^ 
toutes  leà  fois  qu'on  pourra  obtenir  les  fonctions 

/Pdx,     fPxàXy fPx^àx,  etc. 

Si  P  =  jr",  il  viendra 

•^  »+i  ^  i(»+a)  ^  1 .2(»+3) 

'     *  x"-**4(la)3 

i.2.3(»+4) 

où  il  faudra  mettre  Ir  au  lieu  de  — • — -. ,  lorsque  n  sera 

un  entier  négatif  égal  à  — *. 

/a*dx 
j 

donne  le  développement 

:c  1.2        1.2.2         1.2.3.3 

,       x^ÇLaY 
+  1.2.3.4.4  +  ^^^'  +  ^^^^''^ 

que  la  supposition  de  a*=«,  d'où  11  résulte  Jr  =  j^ 

et  Ix  =  \[z  -^  lia ,  transforme  en 


ra'àx 


/ 
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21 5.  Il  7  a  encore  un  autre  moyen  d^intégrer  upe 

fonction  exponentielle,  telle  par  exemple  que  ^  ^^  ^^  ; 

è^est  de  chercher  k  la  rapporter  à  la  différentielle  de  la 
fonction  e^P,  qui  est  e*(^Pdx  +  dP)  ,  et  dans  laquelle 
P  représente  une  fonction  algébrique  de  x.  Cest  prin** 
cipalement  la  sagacité  et  l'habitude  du  calcul  qui  peuTcnt 
guider  dans  ce  procédé.  L'exemple  proposé  étant  fort 
simple ,  il  suffit  de  faire  i  +  «=  '  ^  on  a  alors 

et  avec  un  peu  d'attention,  on  Yoît  bien  que  -— — 
étant  la  différentielle  de  -,  il  faut  prendre  P  =  -,d'oJi 

il  résulte  l'intégrale  — f-co/M^.  Remettant  a,u  lieu  de  s 

,              ^             re*xix            e*        ", 
Valeur,  on  trouve  I  t — i — rr  =  — : 1-  const* 

De  rintégration  des  fonctions  circulaires. 

Ii6.  Au  moyen  de  l'équation  (i)  du  n®  207,  et  en 
obserrant  que 

d.arc(sin=:«)=  — -=5==s    (36), 

on  trouvera  que 

Cale,  intigr.  ao 


sa 


3o6  THAiTi  ihbtBSTAjnm 

fx^'dx  arc  (sîn=Af)=: 

— -— .arc(8in=jr) • —  1      . =, 

a  été  traitée  dans  les  n^'  197  et  ig8. 


Cet  exemple  suffit  pour  montrer  que  fPzAx^  n  dé« 
signant  un  arc  de  cercle  et  »  l'une  quelconque  dei 
lignes  trigonométriques  correspondantes  à  cet  arc^ 
pourra  être  ramenée  à  l'intégrale  d'une  différentielle 
algébrique,  toutes  les  fois  que /Pd^v  sera  une  fonction 
algébrique  de  cette  variable  ,  puisque  les  différentielles 
de  Farc  sont  aussi  de  pareilles  fonctions  (36). 

En  supposant  toujours  que  x  soit  le  sinus  de  l'arc  %, 
on  obtient  par  l'équation  (1)  ^ 

yi"d*  =i=  «a"  —  »/«*""*  -— T , 

Kl— or* 
j 

VI — ^y' 
;et  ainsi  de  suite ,  d'où  l'on  conclut 

/«»d*  = 

*-  /^(/i  _  i)(;i  — .  2)a»-^  V^î-- **  +  etc., 
série  qui  s'arrête  lorsque  /lest  un  nombre  entier  positif. 
Si  l'on  avait  Pàx  =  da,  l'intégrale /Pis'djp  se  chan- 


«' 


»•+•! 


'  gérait  en  fz^Az  =s  — f-  oonst*  \  et  si  l'on  substituait 

à  2*  une  fonction  algébrique  quelconque  de  2,  l'intégrale 
considérée  par  rapport  à  z  rentrerait  dans  quelqu'une 
des  formules  traitées  précédemment. 

217.  Les  fonctiona-qu^on  rencontre  le  plus  sojiventne 
contiennent  pas  l'arc ,  mais  seulement  sa  différentielle, 
et  pour  les  intégrer  il  faut  se  rappeler  que,  pf  r  les  n^*  33 
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et  i^, 

d.sin  722=      nàz cosnz *  d^où  fdMCOSnz-^     -   sinnz+-con8L 

n 

d.cos  7i2=-<-7idssîn7i2.  rAKSÎn ?»«=:—-  cosnz-lconsti 

n 

1  X  ^^  r     Az      ,       y  ^ 

°  (cGS  nzy  J  (co8  nz)*  ri      ^ 

j      ^  ?»clz  C     Az  I     ^        , 

a.  cot  »«  =:—  7-: •-  ,  I    .  i         ■  =—  -  oot  nz  +C07i8t, 

{sin  nzy  J   {sm  nzy  n 

,     ,  ndzsmnt  fdzsinnz  i     , 

(cos  »«)*  J    (cos  nzy         n 


ncosnz 


-{-cons/. 


J       .  nàzooBTtz  /*dz  cos  nz  1       ,        . 

o.C08éc»«= — TT-:^ rr-f  I  j-, ;.-= cosecnz+conit. 

\s\nnzy  J   (sin»«)'  n 


nBinnz 
218.  De  ces  intégrations   résulte  d'abord   celle  de 
toutes  les  fonctions  rationnelles  et  entières  de  sinus  et 
de  cosinus,  parce  que,  au  moyen  des  expressions  de 

sinacosi,     oosasîn6>     sinasin^,     oosacosÀ» 
rapportées  dans  le  tableau  des  formules  trigonomé- 
triques  {Trig*  29) ,  on  peut  les  changer  en  simples  sinus 
et  cosinus. 
Soit  pour  ^exemple 

d*  sin  (map+  ri)  cos  (/?jp  +  q)  ; 
si  l'on  fait  d'abord 

a:=^mx'^n  J       bscpx  +  q  , 
on  trouve 

s\ii{mx  +  n)co8(j>x+q)  =z 

isin[(OT+/)>+»+y]+5sin[(;»— />)*+»— y]; 

et  posant 

20». 


-{•^onst^ 
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(m+p)x  +  n+q  =  z,    {m—p)x  +  n—q=!i\ 
d'où 

Cl«  = ;; ,         OJF: 


I»  +  p'  m  — />' 

on  n'aura  plus  à  intégrer  que  la  différentielle 
dj^sin z  -f-  ■  .'      '  ■■  ■■  ds'^in %  y 


qui  donnera    ^ 

~  --i — : — -  cos  2  —    /  .  0082  +  corut 

2(/»+p)  2(1»  — /?) 

En  remettant  pour  z  et  /  leurs  valeurs ,  il  Tiendra 

_  C(>s[{m+p)x+n+q']      oos[(m--p)x+n'^]     ^^^ 

a(m-J^jp)  2(ot— p) 

Il  n'y  a  pas  plus  de  difficulté  pour  les  sinus  et  oosîdus 
éleyés  à  des  puissances  entières  et  positives  >  parce  que 
les  formules  trigonométriques  citées  convertissent  ces 
puissances  en  mnus  et  cosinus  d'arcs  multiples. 

Cest  ainsi  que  la  formule 

sin  a*  =  ^  —  2  cos  2a  I 
changeant 

{s\ïk{mx  +  n)y    en     i  —  J  cos  2(/iMf  +  **)  > 
conduite  l'intégration  de 

dx[sin  (mx  +  n)Vi 
car  si  l'on  fait 

2(iîMP-f-'»)  =«>     «l'oi     d4P=  — , 

2/71 

on  obtiendra  la  difiérentielle 

-^G  — i>cos«), 
dont  l'int^ale 


I 
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219.  On  s'élèTcrait  aisément  des  expressions  de  sin  a* 
et  de  008  a%  à  celles  de  sin  a*  et  de  cosû',  et  ainsi  dfe 
proche  en  proche  ;  mais  celles  du  n^  187  conduisent  à 
des  formules  qui  comprennent  tous  ces  cas  particuliers. 

En  effet,  on  a  d'abord,  pf^rc^  afrtide^.    . 

COs^»^^!Î-I^±^— ^,    ou    2»C08«»  =  (^^* +  «-**<")••, 

a'' 

et  si  Ton  rféTcloppè  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion ,  en  considérant  l'exposant  n  comme  un  nombre 
entier,  il  viendra 

!2*00SJï"=         . 

I  i.a 

I  •  2  •  O  ^ 

mais  lorsqu'on  change  z'en  mx,  Féquation 

é^y^^  z=icos z^.^-—!  sm  s. , 
donnant 

e=*=**^-^=  cos  TOZ  ±1  i/— I  sin  mz  , 

fournit  le  moyeu  d'exprimer  en  sinus  et  cosinus  tous 
les  termçjs  du  déyeloppemént  ci-dessus,  qui  peut  ensuite 
s'écrire  ainsi  : 

cos  nz  +  ~  cos  (»— ra)«  +  -^ ^  cosln—^)z 

+ 1^^: ^  c^     ^cos(ro— 6)g . .  • + -  coa  —  (71— a)a  -f  cos — «« 

^  ^/— iVsin7i24--sin(«'-^2)i5+ sin(/i — ^)z 

+  -2i 1^ — 'Sin{nS)z . . ,  +  -sm— (»— 2)i2  +  sin— »z  >  , 

I  •  2«  0  1  ^ 
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et  dans  lequel  les  termes  afiFectés  de   l/—  i    se   dé^ 
truisept  comme  on  va  le  yoir. 

4  °.  Si  n  est  impaire,  le  nombre  de  ces  termes  est  pair, 
et  tons  ceux  qni  sont  à  égale  distance  des  extrêmes  ont 
le  mèmç  coefficient ,  mais  ils  sont  de  sigoies  contraires  » 
parce  que 

sin  —  /»2  =  —  sin  ma  {Trig.  a6) , 

quelle  quesoit  m  ;  la  première  moitiéest  doncdétruite'par 
la  seconde,  et  il  ne  reste  que  la  partie  réelle  dudére- 
^  loppement.  Si  l'on  éprouvait  quelque  difficulté  à  con- 
cevoir ce  qui  précède,  il  suiïïraît  pour  la  lever,  de 
faire  le  calcul  en  assignant  à  n  une  valeur  particulière, 
comme  3  ou  5. 

Dans  cette  opération,  on  verra  sans  peine  que  la 
partie  réelle  qui  forme  la  valeur  de  a"  cos  «",  lors- 
que le'nombre  n  est  impair,  peut  être  réduite  à  la 
moitié  de  ses  termes ,  en  observant  que 

cos  —  mz  =r  cpsma  iTrig.  26)  , 

d'oii  il  suit  que  Içs  termes  placés  à  égale  distance  des 
extrêmes  sont  égaux;  on  peut  donc  se  borner  aux  termes 
qui  composent  la  pren^ière  moitié  de  la  formule, 
pourvu  qu'on  les  double.  De  cettemanière,  on  trouve 

a"cos»*= 

,    2/ï        ^  NI    3»(/* — l)        ,  #N       ,      * 

2cosnz  H cos(;i— 2  ja4-  — ^ cos(»— 4)^  +  etc. , 

pu,  en  divisant  les  deux  membres  par  2^, 

2*"**C0S«"  = 

ços  nz'-\~-  cos(»'— i^)«  -f" '  cas(ii — 4)*  ■^"  ^^  ' 

\  I  •  2 


en  s'arrêtant  au  dernier  arc  positif,  qui  est* 


2®.  Quand  l'exposant  n  est  pair,  chaqne  partie  du  dé- 
TcloppemeBt  a  un  nombre  impair  de  termes;  mais  dans 
la  partie  imaginaire^  celai  da  milieu  étant 

»(»— i)(7i— »a).  .•.(»—-+  i  J 

j.       sinf  »  —  nj«, 

3         n 

2  \ 

â'éyanouit  :  cette  partie  est  donc  encore  nulle. 

Quant  au  terme  du  milieu  de  la  partie  réelle»  comme 
il  est  affecté  de 

cos(»  — ï>)«  =  COSO=I  , 

il  se  réduit  à  son  coefficient»  le  même  que  ci-dessus;  et 
à  cause  qu'il  est  unique  dans  la  formule^  il  faut  en 
prendre  la  moitié ,  si  Ton  yeut  le  soumettre  au  facteur 
commun  2  »  supprimé  dans  le  cas  précédent»  en  sorte 
qu'on  peut  enoore  se  servir  de  la  même  formule  que 
dans  ce  cas»  pouTu  qu'on  ait  soin  de  ne  prendre  que  la 
moitié  du  cpefficient  du  cosinus  de  l'arc  nul  qui  se  pré- 
sente aloçs. 

Atcc  cette  attention  »  il  sera  facile  de  fonmer  les  vio- 
leurs de  la  table  ci-dessous  : 

cos  «  =:  cos  z , 

2  cos  «*  =  cos  2j5  -(-  I  , 

4  cos  izr'  ==  cos  3js  +  3  cos  4 1 

8  cos  is*  =  cos  4«  +  4  C08  au  +  3, 
i6 cos  a*  =  cos  5s -j-  5  cos  3«  +  i  o  cos  «, 
Sa  cos  «®  =  cos 62 +  6 cos  48  •+■  i5cos2«-f-  |o» 
64  cos  z'  =  cos  7a  -f-  7  cos  52  +  21  cos  3z  •+-  35 cos  s» 
etc. 

220. 'L'expression  du  sinus  (187)  donne  Péquation 


0 
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et  par  conséquent 

2»(  V/=^)»  sin  s-  =  (^*''^—  ^«J^^^)»  =, 

1  ^     i.a 

1.2,P  .1  ^^  * 

oh  les  termes  du  dernier  membre  sont  alternatÎTement 
positifs  et  négatifs.  Lorsqu'on  remplace  les  exponen- 
tielles par  leurs  yaleurs  en  sinus  et  cosinus  (n®  précéd.), 
il  vient 

2»(t/^)"8in«"=; 
cos  i»a  -^  -  cos  (?»— 2)z+  ^^-^ C08(ii— -4)2 

I  I  •  2 

-  -^ —: — -^cos(f>— p)a. . .  .±-cos — (i»—2)2qpoos'— ns 

I  •  2* d  I 

+  ï/— 1 1  sin  n% — -  sîn(/&*-2)a-|-  ^^ >  8in'(7i— 4)2 

»(»— l)(7î— 2)  .     ,  ^.  _.   »    •  /  N  .  \ 

.  -i i^ ^8in(n«-»o)2 . . .  ±:-  sin— (» — 2)«  rp  sm— ns  > , 

oh  il  faut  encore  distinguer  deux  cas. 

i^  Lorsque  n  est  impaire,  le  nombre  des  termes  de 
chaque  partie  du  développement  étant  pair,  et  ceux  de 
la  partie  réelle  ayant ,  quand  ils  sont  à  égale  distance 
des  extrêmes ,  le  même  côefficieut  avec  des  signes  con- 
traires, se  détruisent,  puisque  costt-  tt^  =  cosnis.  Cette 
partie  réelle  est  donc  nulle.  Il  n'en  est  pas  de  même 
de  la  partie  imaginaire  \  les  termes  placés  à  égale  dis^ 
tance  des  extrêmes  s'ajoutent,  parce  que  ceux  de  \^ 
^erpière  ipoitié  changent  de  signe  à  cause  d^ 
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sîn  —  yàz  =  —  sin  nu» 
Dans  ce  cas ,  réquatîon  ci-dessus  étant  ainsi  réduite  à 
son  premier  niembre  et  à  la  partie  imaginaire  du  second, 
devient  divisible  par  V^^,  et  les  quotiens 

2"(l/^)"-'sin«"  = 

».       -  ^         ,     »(»— l)     .    /  /x 

sm  n% sm  {n — 2)2  +  -^ sin(7»— 4)« 

î^ ^^ — ^sin(7i-H6>...db-sin^(7i— 2)aqrsin— na, 

I.2«d  I 

sont  tous  deux  réels,  puisque,  »  —•  i  étant  un  nombre 

selon  que  n^i  est  divisible  seulement  par  2  ou  par  4* 

Ici ,  comme  dans  le  numéro  précédent  ^  les  termes 
placés  h  égale  distance  des  extrêmes,  ayant  la  même, 
valeur ,  on  peut  encore  se  borner  à  doubler  ceux  de  la 
prëmièrfs  moitié,  en  s'arrétant  au  dernier  des  arcs 
positiiGi. 

2^  Quand  n  est  paire,  les  termes  placés  à  égale  dis- 
tance des  extrêmes  ayant  le  même  signe,  c'est  la  partie 
imaginaire  qui  s'anéantit  ainsi  que  dans  le  n®  précédent; 
la  partie  réelle  subsisté  comme  dans  cet  article ,  avec 
un  terme  du  milieu  t  observant  donc  alors  que. . . . 

(k— i)"  =  hF  ï  >  et  supprimant  un  facteur  2  dans 
bhaque  membre,  on  peut  poser 

q:  2"""*  sin  «"  = 

COSWJS—  -  C06(» — 2)«+  -^ C08(7S-«>4)'  "^  €*©•  > 

pourvu  qu'on  ait  soin  de  s'arrêter  au  terme  où  l'arc 
est  nul,  et  de  ne  prendre  que  la  moitié  du  coefficient. 
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Par  cette  formule,  et  en  changeant  tous  les  signes 
lorsque  celui  du  premier  membre  est  — -,  on  trourera 
sans  peine  les  valeurs  contenues  dans  la  table  suivante  : 

sîns  =       sînis, 

2sin2^  =  —- cosa2+  i, 

4  sinis^  =  — •  sin  3^  +  3  sin  s, 

8  sin  a*  =^      cos  ^z  —  /^cos2z+3^ 
i6sin«^=      sinSjs  —  5  sin  3^  + losinis, 
32sina®=-»-cos6«  +  6cQs4« —  i5cos2a+  lo, 
64  sin  ^ •=.'^  sin  7*+  7  sin  5z  —  ai  sin  3£'-f- 35  sin jt, 

etc.  C). 

^ • 

C^)  Dans  les  iormiiles  ci-<les«iis ,  je  me  sais  borné  à  coosidérer 
Pexposant'/i  comme  eatier ,  ce  cas  éunt  le  seul  nécessaire  pour  le 
plus  grand  nombre  des  applications:  on  e'iait,  à  l'égard  des  antres, 
dans  nne  erreur  que  M.  Poisson  a  relerée  le  premier;  mais  il  res- 
Mic  encore  snr  ce  sujet  quelques  difficultés  à  éclaircir.  (  Voytx 
le  lUe  vol.  du  Traité  in-4*,  pag.  6o5  et  616 ,  puis  le  BuUetin  du 
sciences  mathématiques,  physiques  et  chimiques,  publié  par 
M.  de  Ferussac^  t.  IV,  p.  216,  338,  Texirait  d'un  Mémoire  de 
M.  Poinsot  j  p.  1 40 ,  341 ,  des  Remarques  de  M.  Poisson  ]  t.  V,  p*  4» 
celles  de  M.  Pagani  ;  p.  a5o,  celle  de  M.  Obm  ;  enfin  les  jinnales 
de  Mathématiques 9  publiées  par  M.  Gergonne ,  V  XVI,  p.  a54) 

Comme  ce  n'est  que  par  rapport  à  leur  usage  dans  l'intégration 
que  j'ai  placé  ici  ces  mêmes  formules ,  je  n'ai'pas  cru  devoir  parlcTi 
dans  le  texte ,  de  celles  qui  servent  à  exprimer ,  parles  puissances  du 
sinns  et  du  cosinus  de  l'arc  simple ,  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  aie 
multiple  quelconque;  néanmoins  .ces  dernières  formules  étant 
remarquables ,  je  vais  en  indiquer  ici  la  construction. 

On  a,  parle  n»  187,' 

cos  nz  -f- V^ — ï  sin  nz  =  (cos  z  -f.^/ — i  sin  a)% 
cos  nz  —  V — ï  sin  nz  ==  (cos  z  — t/— i  sîn*)*j 
en  prônant  la  somme  de  ces  équations,  on  en  conclut 

(cosz-f-V — I  sin  a)» -|-(cos  a — l/^^sinz)» 

cos  nz  =  '"■'■■  "  '    ■  ; 

et  si  l'on  retranche  la  denxièmo  de  h  première^  il  vient 
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221.  Maintenaiity   «oit  à  intégrer  la  différentielle 
fd^cosz^',  on  tirei*a  d'abord  des  formules  da  n**  219 , 

ces  2*  =  ^  cos  4«  +  i  cos  2«  +  ^ , 
et  l'on  aura 

•     /dj8COSJ5*  =  |/djSCOs4«+î/d«COS2Z  +  |/j^Z 

=  ^  sin4^  4-  7  sm  2iî  +  -g-  +  const 

Cet  q^emple  montre  assez  comment  il  faudrait  opàrer 
sur  tous  ceux  qi|i  pourraient  s'offrir. 

222.  Les  formules 


sin  nz  =  (<^o»  *  "^  V—  '  «^n  at)"  ~-  (cos  a  *~  y/— i  sin  g)» 

expressions  qui ,  quoique  affecie'cs  d'imaginaires,  n'en  sont  pas 
moins  facile* ,  parce  "^ue  ces  signes  disparaissent  tous  par  le  dëve- 
loppement  des  puissances  indiquées.  En  effet,  on  a 

(cos  «+  K  — I  sin  a)«  ==  cosjb"  •+.  -  V/^  cos  *"-«  sin  t 

n(n — i) 
= cos  «■"■  sm  z*  —  etc. , 

(cos  z  — V^— 1  sin  a)»  =;  cos  a»  — r  -  V^^  cos  a"-*«  sin  2 

w(« — 1) 
— .  — ^ -^  cos  2«-a  sin  «»  +  cic. , 

î  .*3 

et  substituant  ces  séries  dans  les  valeurs  ci-dessus,  on  arrive  à 

n{n — i) 
cps  «*  ;=  cos^^ V.       ■  cos  s»-*  am  z* 

-H  -i ^    ■  a  /■ '  cos  *»-4  sm  «♦  —  etc. , 

1.3.3.4 

sm  nz  =-  cos  z"—*  sm  z '-^ '•  cos  a»-^  sin  z*     " 

I  i.a.3 

.   n(/i— 1)(«— 2)(/i— 3)(/i— 4)  ^  .     - 

-h  -^ o  /  f.       ■    ~  cos  a«-*  sm  a*  —  etc. 
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sm  %  =? 


2V^— 1 

«>»*  = ^ C>^7)> 

changeant  les  fonctions  de  sinus  et  de  cosinus  en  expo*» 
nentielies;  ramènent  l'intégration  de^  unes  à  celle  des 
autres. 

On  peut  aussi  changer  la  différentielle  dssinz'oos^"; 
en  une  autre  qui  soit  comprise  dans  les  différentielles 
binômes  :  il  suffît  de  faire  sins  =  jp,  d'où  il  résulte 

cosi(=  v/i  — «•  ,     d«=— r:==  (36)  ; 

et  l'on  obtient  ensuite 

/a5fsmz"*cosj5'*=:/i"'dx(i — «•)  *  . 
Cette  dernière  expression  s'intègre  d'abord  quelle  qae 

soit  m ,  lorsque  n  est  paire ,  puisque est  un  en- 
tier. Quand  n  est  impaire^  — s—  revient  à  ±:  i— 5,  » 

étant  un  entier^  et  l'emploi ,  soit  de  la  formule (^)  (i^S), 
soit  de  la  formule  {D)  (196) ,  ramène  à 

qui  s'obtient  quand  7»  est  un  entier  (197,    198). 

Dans  tous  les  autres  eas,  on  réduira  l'intégrale  pw 
posée  à  celle  de  la  différentielle  analogue  la  plus  simple. 

Il  est  visible  qu'on  peut  transformer  de  la  même  ma- 
nière les  différentielles  contenant  les  autres  lignes  tri- 
gonométriques. 

223^  Avant  d'aller  plus  loin ,  il  est  à  propos  de  "i^' 
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marquer  que  si  l'un  des  exposant  m,  »,  est  impair ,  l'in- 
tégrale /(Cbaîna'^cosa*  se  ramène  sur-le-cbamp  aux 
fonctions  algébriques  entières,  en  obsenrant  que 

,  fdz  sin  z^P"*"^  cos  a'  =  /da  sin  z .  cos  ^  (sin  z*y , 
fdz  sin  zF cos z*^*  =  /dz cos z.smsP  (cos is*)^ , 

que 

(sin  «•)'  =  (i — cos  z^y,  (cosz*)*  =  (i — sin  a*)^, 

et  que 

ds  sin2=T  — d.cosa,    dacoazssd.sinât. 

Par  là  on  arrive  à 

— /i*^dM(i— M»y,    fid'du^i—u^y, 

en  faisant  cos2=u,  ou  sin zz=zu;  et  ces  întégi^ales 
s^obtiennent  en  développant  les  puissances  entières  de 

I  — 14". 

^24.  Les  formulés  {J)j  (B),  (C)  e\(D)  des  n**»  194, 
195,  ig6,  pourraient  être  facilement  transformées  par 
rapport  à  la  différentielle  de  sin  2*^  cos  2"  (222);  mais  on 
parvient  immédiatement  aux  mêmes  résultats,  en  décom- 
posant en  facteurs  cette  différentielle. 

Si  on  la  met  d'abord  sous  la  forme  dissiD2C0S2".siD2"*~'', 
le  premier  facteur  dzsinacoss'^  pouvant,  à  cause  que 
da  sin  2  =  — •  d .  cos z ,  s'intégrer^  on  trouve 

fdz  sin  a"  cosz"  ==  fdz  sin  z  cos  a"  sin  a"*""*  = 
—  coss""*"!  sin«"^*+  — ^/da  cos  a*"*^*  sin  a*"-*  j 


n+t  n+i"^ 

et  parce  que  cosa***'*=  co8a".co8a*=cosa"(i— sina*)  , 
on  obtient 

/dacos  a*-»"*sin  a*"^  =  /dacosa^sina"""*  — fdz  cos  a"  sina"*. 
Substituant  dans  la  première  équation,  et  prenant  la 
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Taleur  de  /da8in«"»c082",  îl  en  résultera  (A) 

/-i     •      m  »  8Îll«'""^COSi2""*"*  ,    m — 1    ^,     . 

225.  On  peut  construire  de  même  la  formule  propre 
à  diminuer  l'exposant  de  cosjs;  maïs  elle  se  déduit  im- 
médiatement de  la  précédente ,  en  posant 

^ = I  ' — y  y  d'où  dz = — dj^,  gin  z  ==:  cosj',  Cos  2  =  sin^* 

Par  ce  moyen,  et  en  y  changeant  tous  les  signes ,  la 
formule  (^  deyient 

ri         «  •     «     cosy"»'"'siny"-*^*  ,  m^i^.         ,_^  . 
/aycosy"sinj^"=:     "^^^ h;j3:^cb^cosy'^8mjK'  ; 

et  maintenant ,  si  l'on  remplace  y  par  z^  qu'on  change 
^  77»  en  7»  et  réciproquement,  on  aura  la  formule  (B) 


I 


/d^sinis^co&B*  = -. 1-  — -— /d«sin«"*cos«'*"*. 

226.  Conune  leurs  analogues  pour  les  différentielles 
ISnomes ,  ces  formules  doivent  être  renterséeâ  lorsque 
reposant  qu'on  se  propose  de  réduire  estn^atif  (196). 

En  prenant  dans  la  formule  {A)  la  valeur  de  Tinté- 
grale  du  second  membre,  on  obtient 

/-J      •       m—  n       SÎniB'»-*COSa'"^'         "*+'*  Al      •       m  • 

/dissing"*  *cosg"=  ■  — I /d«sma"cos2*  ; 

^  m — I  771—1'^ 

si  l'on  change  ensuite  771  en  -^771+2,  et  qu'on  passe 
les  puissances  négatives  au  dénominateur,  il  viendra 
la  formule  (Ç) 

/dzcosz*^ cosg"*^'  71* — n — 2  f^z  cosg* 

sinis"*  (771 — i)sin'"'"*         77^—1    J  sinis"*"^* 

En  opérant  de  même  sur  la  formule  {B) ,  on  en  déduit 
la  formule  (D) 
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/dz  B\n  z^ siti  g"*"**'  7>— m^^2  /»d«  sin  z*» 

cos«*    *~ô» — i)cosz"""'  w^i  y   cosa"-*' 

227.  Voyons  maintenant  l'usage  de  ces  quatre  for- 
mules. 

Si  l'on  applique  ;  par  exemple,  à  /clzsin^cos^V 
la  première  y  elle  donnera  d'abord 

n     •    ^       -.           sîng'cosg^  i^  3  -j     .     . 
,   ya2Sina;*cos«*  =  —         ^ |-7t/dzsmg^co8z*; 

puis 

/•i     •     o         «           sinscosiB^   .   I  /., 
yda  sma*  cos«*  = 7 f-  y/d*  cos«*  j 

employant  ensuite  la  seconde ,  en  y  faisant  77»=0;  n=2, 
on  trouyera 

^,           -       sinscosg    ,    I  -,         singcosg  ,  z 
Jdzcosz^= J--/dï= —  ; 

\  2  2''  2*2' 

enfin;  remontant  de  ces  valeurs  à  celle  de  l'intégrale 
proposée  9  il  Tiendra 

fdz  sin  5*  cos  «*  =  —  ^  sina'oosa'— ^-^  sîn  2  cos  je^ 

,  3.1.1    .  ,  3.I.I     . 

-^^-7 — 8inacos«+3--; — *+con8t» 
0.4*2  0.4.2 

On  voit  bien,  par  cet  eiemple,  comment  l'emploi 

répété  des   formules  (^)  et  (U)  fait  trouter 

jAzmis^  cosz^,  lorsque  les  exposans  m  et  n  sont  en- 
tiers et  positifs.  La  première  conduit  k  fdz  sins  coss", 

quand  l'exposant  m  est  impair  ;  et  comme 

d.sin2  =  —  d^cos^^  l'intégration  qui  reste  à  faire 
s'effectue  tout  de  suite  (223). 

Si  l'exposant  m  est  pair,  on  arrive  à  fdzcoss^,  et 
la  formule  (iS),  en  y  faisant  m=zo,  mène  à 
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fdz  cosz  :=!  ainst  y  qu-SLiii  n  est  impaire,  et  à  fdzz=:Zf 
quand  le  oontraire  a  Heu. 

Si  les  exposans  i»  et  n  étaient  égaux ,  mais  de  signe» 
contraires  y  les  formules  {A)  et  {B)  ne  pourraient  plii9 
servir,  à  cause  de  l'évanouissement  de  leur  dénomi- 
nateur nf^n.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  il  suffit 
de  commencer  par  réduire  celui  dea  deux  exposans 
qui  est  négatif. 

La  formule  (C)  appliquée  d'abord  à  /  — r — 5-?  con- 
duit k  I  — ;    ■     ,  ou  k  fdzcoaz^,  selon  que  m  est 

impaire  ou  paire.  La  formule  {B) ,  appliquée  ensuite  à 

dzcoss"  ,  .    , 

,  conduit  a 


/ 


smz 


/dzcosz       rà.sinz       ,    .        , 
— ; =:  /  — : =  UsinzA'œnst , 
sinz       J     smz 


p  dz 
si  n  est  impaire,  et  à  1  -: — ,  dans  le  cas  contraire.  Ce 

dernier  résultat  n'étant  pas  compris  dans  les  différen- 
tielles intégrées  précédemment,  doit  être  mis  à  part 
Avec  les  formules  (  2>  )    et    (  ^  ) ,  on   passe  de 

/dzamz^  ,    ràz  -  .      .        ^     .       . 
j-  a  I ,  quand  m  est  paire  et  n  impaire. 

Enfin,   si  771  et  7»    sont  toutes  deux   négatives  et 
impaires,  la  formule  (C)  conduit  d'abord  à 


/dacosz""* /•<: 
sin  z  J 


"^Azco&z  *        /•dasin*"* 


C0S2* 

intégrale  que  la  formule  (2>)  ramène  à 


r 
^ 
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/dx  sin  «^* r      dxr 
00S2  J  S\VLZCQ%%* 

nouveau  résultat  qu'il  faut  aussi  traiter  en  particulier. 

228.  Je  vais  en   conséquence  m'occuper^  dans  cet 
article  ,  de  rintégration  des  trois  différentielles 

dit  àz  cl« 

sins'      cos«'     sïnTcosl* 

en  commençant  par  la  dernière.  Si  l'on  en  divise  lèS 
deux  termes  par  co82%  elle  devient 

dz 
œs^^^daang, 
sms        tangs    ^  ^''' 

COS2 

et  il  en  résulte 


\ 


/-: =  L  tang  %  4.  cornu 
SmiSC082  01 

En  posant  s  =  2/,  et  mettant  pour  sin  2c'  sa  va* 
leur  2sin2  coss'  (7V%^.  11),  on  obtient 

rAz       r    àz 

d'après  ce  qu'on  vient  de  voir  :  donc 

Changeant  ensuite  z  en  i*  —  y,  il  vî^nt 
=  —  l.tang  ^(i^  —  '}  +  coTw^., 
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ce  qu'on  peut  transformer  en  l.coti(if  —  «)  +con8t., 
parce  que  1 .  cot  a  =  —  1 .  tang  a  {Trig,  g). 

On  i?oit  donc  que  l'intégrale /djBsinz^'cosa*  s'obtient 
toutes  les  fols  que  les  exposans  m  eXn  sont  des  nombres 
entiers,  soit  positifs,  soit  négatifs  ;  il  n'en  est  pas  de  même 
quand  ces  exposans  sont  fractionnaires.  11  faut  ayoir 
recours  aux  séries ,  excepté  dans  un  petit  nombre  de  cas  « 
où  Tintégration  se  présente  d'elle-même. 

Méthode  générale  pour  obtenir  les  valeurs 
approchées  des  intégrales. 

229.  Le  développement  des  intégrales  en  série  nie 
conduit  à  une  approximation  que  dans  le  cas  où  les 
séries  qu'on  obtient  sodt  convergentes,  ce  qui  n'ar- 
rive pas  toujours;  c'est  pourquoi  les  Analystes  ont 
chercbé  les  moyens  de  parvenir  à  des  valeurs  appro- 
chées des  intégrales  ;  quelles  que  soient  les  fonctions 
diflPérentielles  proposées.  Le  théorèmip  de  Taylor  mène 
d'une  manière  trës  simple  aux  formules  qu'£uler  a 
construites  pour  cet  objet  ;  mais  avant  d'y  parvenir, 
je  ferai  connaître  quelques  dénominations  relatives  aux 
divers  points  de  vue  sous  lesquels  on  envisage  les  in- 
tégrales. 

La  nécessité  d'ajouter  une  constante  arbitraire  à  une 
intégrale  ,  pour  lui  donner  toute  la  généralité  qu'elle 
comporte  ,  fait  voir  que  ces  fonctions  sont  doublement 
indéterminées ,  puisqu'il  ne  suiBt  pas ,  pour  assigner 
leurs  valeurs,  d'en  fixer  une  à  la  variable  dont  elles 
dépendent ,  mais  qu'il  faut  encore  déterminer  leur 
constante ,  qui  est  susceptible  de  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles. On  détermine  ordinairement  cette  constante ,  en 
assujettissant  l'intégrale  à  s'évanouir  pour  une  valeur 
donnée  de  *.  On  en   a   déjà  vu    plusieurs  exemple» 
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(187,  aoa  ,  2o3),  et  cela  renent  «1  général  à  <*e  qui 
suit. 

Si  ptdjF±=  f  («)4-  O,  î{x)  désignant  }a  foncftion  va* 
riable  déduite  immédiaienient  du  t>rocédé  de  l'iaté-^ 
gration^  C  la  constante  arbitraire  ^  et  que  l'intégrale 
doive  s'évanouir  pour  um-  valeur  x-^r^a  ^  on  posé 
l'équation  f  (a)  +  C=:  o ,  de  laquelle  on  tire 

C=:  — f(a)    et    /X:djc  =  f(ar)— f(a). 

Sons  cette  forme  ^  l'intégrale  piAx  n'est  plus  que  la 
difféi^ence  entre  la  valeur  que  prend  î[x)  lorsque  4f=a, 
et  celte  qu  elle  acquiert  pour  toute  autre  valeur  de  la 
même  variable.  Pour  x^=ihy  p^  exemple,  il  vient 

pCd*=f(6)  — f(a). 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  ce  résultat  s'ob- 
tient îmmédiMementy  sans  qu* il  soit  besoin  de  déteripi* 
ner  la  constante^  et  sei^leràuent  .en  preaant  la  diffé* 
rence  des  résultats  qui  correspondent  aux  valeurs  xz=za 
et  jf=  ô,  lesquelles  donnent  f  Ca)4-  ^  et  f(^)  +  C^ 

La  valeur  ar=a,  pour  laquelle  Fintégirale  s'éva* 
nouit  en  est  l'origine,;  et  l'oi^  dit  alors  que  VinU* 
grale  doit  commencer  lorsque  x  =  a.  La  valeur  9^ 
laquelle  on  s'arrête  y  répondant  kx=ibyOn  dit  en  con- 
séquence que  V intégrale  est  complet  lorsque  x=b« 

Les  deux  valeurs  x  =  a  et  x  =  6  sont  désignée^  en 
commun  sous  le  nom  de  limites  de  l'intégrale. 

Toute  intégrale  qu* on  énonce  sans  fixer  son  origine 
Qu  sans  indiquer  ses  limites,  se  nomme  intégrale  in^ 
définie^  et  doit,  pour  être  complète^  renfermer  une  cons^ 
tante  arbitraire, 

Lor'squ'on  assigne  ces  limites  ,  l'intégrale  estt  définie. 
Si  elles  sont  x-r^a  et  x^=bf  par  exemple,  on  dit 
«lors    que    l'intégrale  /Xr/x    doit   être  prise   depuis 

ai.. 
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ji,  =  a  Jusqu'à  X  r=  b  ;  et  cela  b* effectue  en  calculant 
successivement  ce  que  devient  l'expression  variable  de 
V intégrale  lorsque  xs=a^  puis  lorsque  x=?b,  et  en 
retranchant  le  premier  résultat  du  second.  Dans  ce 
cas,  il  est  inutile  d'écrire  à  la'  suite  de  l'intégrale 
la  constante  arbitraire,  puisqu'elle  disparaîtrait  par 
la  soustraction. 

Pour  indicjuer  l'intégrale  définie  prise  entre  les  li- 
mites a  et  ô,  £uler  écrivait  I XAx  j     "";   |>  notation 

h 
à  laquelle  M.  Fourier  a  substitué  /  Xdx,  ce  qui  est 

plus  simple;  et  en  conséquence  lorsque  fXàx  =:  f  («), 
il  en  résulte 

/*Xd*  =  f(Q  — f(a). 

Il  suit  de  là,  que  si  a,b^c  sont  trois  valeurs  de  i, 
rangées  par  ordre  de  grandeur,  on  aura 

/Xdx  =/xdx  +  flxdx-,  . 

u  a  b 

puisque 

f  («)  -f(«)  =fW-f(«)  +  f(c)-f(i)i 
c'est-à-dire  qu'en  prenant  la  somme  des  intégrales 
définies  correspondantes  aux  intervalles  consécutifs 
ô— ^a,  c^^b,  on  forme  celle  qui  répond  à  la  somme 
c — a  de  ces  inter^lles.  Il  est  important  de  se  fami- 
liariser avec  ces  expressions  qui  revieiinent  souvent,  et 
({ueJes  considérations  que  je  vais  exposer  rendront  en- 
core plus  significatives. 

23o.  Le  tbéorème  de  Tajlor,  donnant 

lorsque  x  devient  x  -^h  , 


nfi  peut  déterminer  la  Yaleur  quç  {kvead ,  ddM^fSmUd  tcir* 
cpiMtance,  vàb  fcmction  dont  bo  ne  oomait  quelei  côef^ 
%ieos ^différentiels^  même  à  partir  da  premier  ordre, 
puisque  la  vakur  primitiTe  ji^  rettv  indéterminée-,  et 
représente  par  coa^équentune  constante  arbitraire;  mais 
il  n'en  est  pas^aîiii  dé,  la  dfSerencQ  entre  cette  Yaleur 
et  celle  qui  répond  à  or -j"  ^^  ^  Puisque  .    ,       , 

,  djh  ,  dV  A*    ,  d^y     7*3 

Si  donc  on  feit  fXix=-yj  on  anra  *  '  " 

ày_Y     d!y    dx     dV_d*:x     , 
6i~^'     di^^dT'    J^-d?"'  ^*^' 

les   coefiBciens  différentiels;  sç    déduiront  .tPU?.  4^  la^ 
fonction  donnée  X,  et  il  viendra 

'*  .!     •     •  .... 

Pour  trrer  de  cette  formule  la  valeur  de  /Xdx,  depuis 
x-=:  a  jusqu'à  x=zb ,  il  suffira  de  prendre  h=b — a, 
et  dé  remplacer  :v  pair  a,  dans  laVibpctîon  X^et'se^ 
coeffîciens  différentiels,  que  je  représenterai  alors  par 
A^  A%  A",  etc.  ;  on  trouvera       c 


I 


Cette  ^rîe  est,  en  général,  d'autant  pl«s  conver- 
gente ,  '  que  V  intervalle  ^  •»-»«  •  est  •  pT«6  »  petit  ;  mais- 
lorsqu'il  a^  «ne  valeur  trop  considérable,  on  le  partage 
en  tm^  nombre  de  parties  *  assez  grand  pour  fomtei*  des 
intervalles  suffisamment  petits ,  et  l'on  calcule  à  part 
.  a  valeur  de  l'întégraJe  relative  à  chacun  de  ces  inter- 
valles. Je  suppose  que  la  différence  i-r-a  soit  divisée  en 
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8^.j*^ftgçfttrt»pf«liveiiïeHtJ9ii^j,  ^^,  ^"^j  etc.,  J^, 

a^  IfeWj'dfi  aj  on  «rtra^  «ntréii  'et  a4«dt^  -     )    -      t 

■:m..  ^"1     vj^atrjî.v^'iif        :^^4é^.     •    -Uv/')'.    ... 

entre  a-\-ct.  et  â4-2<«,  '^+^-   -  :..     :  -  .  -. 


entre  a  +  ^cc  et  .a+3«x,  .- ,     .  ,     ,,  ..      -, 

etc.; 
et  la^oiiartiiè  cle  toutes  ces  séi'inès^,  dont  le  nbi^reest», 
composera  la  valeur  totale  de  /  XAx  ,  qui    sera   par 
conséquent. . .  /  (I)"*         •  _      ->   '    •       \'L  .' . 

23 1.  C'est -en  passant  de  la  valeur  ide  y  correspoti- 
daate  h'^x^-m  la  .Talom^de  ^  correspondante,  h  x  +  h^ 
qûW  1^  eoMi^riuit  la  'formule  préc&kaite  >  qui  repréaento 
le  diffiéreiioe  de  ces  deux  valeufrs;  mms  jM9l  {iB^t.aa^i 
«Ateok  -Qdtte,  difi&'eacQ  en  rétcogradaEit  de  «  i.xr^hy 
aHi^ipoyen  de  la  formule  -. 

:         '_'       dyh^  41*^  h*       d^,   h^         ..  ' .' 
'  '   '  ^''^^     dj»  7  "^d*- 1 .2       dir>ii  .a.3  +  ^*^'' 


dans  laquelle  y^  répond  k  x — h,  et  qui  domhe 

b 
Pour  appliquer  cette  dernière  kfXdx,  il  faut,  dans 

X  et  dans  ses  coéffîcîens  différentiels,  changer  x  en  bi 
et  supposant  qu'on  en  tîfe  les  quantités  B,  ff  ^  B'^  etc. , 
on  trouvera 

/xd,=£î*=^-^:(^=^+^:^' -etc. 

I  1.2  1.2.3 

liorsqu'on  partage  l'espace  b — a  en  n  parties  égales 
^  0,  on  obtient  par  la  formule  ci-dessus,  entre  les  limitea 
a4-«  et  a, 

^  _t —  etc. , 

I  1,2  I  .2. ,3 

entre  a*f*3«i  et  <ir+:«r  v 

-T : =  —  etc. , 

i  i.2  ^  1.2.3 

entre  a-|-  3«  et  a  +  2«, 

~^-^ f-  -- — -  —  etc. , 

I  12  t. 2. 3  ' 

etc., 

séries  pareillement  en  nombre  ti,  et   dont  la  somme 
donne (Il) 


/Xd.=  )-   7^   (^'.+  ^'.+  ^'3 +  ^^) 


tf' 


,3 


I + rrrs  t^''"*"  ^'•^  ^'^ + '^''•) 

-  etc. 
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232.  Chacune  de  ces  deux  formules  peut  être  applîr-. 
quée  en  particulier;  mais  leur  comparaison^  fait  décou- 
vrir les  limites  de  l'approximation  qu'elles  donnent. 

Pour  établir  celte  comparaison  ,  il  faut  d'abord  ob- 
^rver  que  dans  une  série  de  la  forme 

Mm  +  i\V  +  P#3  +  etc., 
dont  aucun  des  coefficiens  Mj  Nj  P^  etc.,  ne  devient 
infini ,  oi  l'on  peut  supposer  m  aussi  petit  qu'on  voudra, 
et  rendre  par  conséquent  un  terme  quelconque  supé- 
rieur a  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent  (62), 
l'erreur  que  l'on  commet  alors^ en  se  bornant  à  up  nombre 
lii^ité  des  premiers  termes  >  est  d'un  signe  contraire  à 
celui  du  premier  des  termes  qu'on  néglige,  c'est-i-diré 
que  le  résultat  péchera  par  défaut  si  ce  terme  est  positif, 
et  par  excès  s'il  est  négatif. 

Il  résulte  de  là ,  que  si  les  valeurs  de  la  fonction 
X  vont  en  croissant  de  x=a  à  s:=^ ,  et  qu'on  se  borne 
dans  chaque  formule  aux  termes  multipliés  par  m  seu- 
lement, la  première  formule  sera  en  défaut,  et  la  se- 
conde en  excès;  car  si  la  série 

j* ,  <»  j ,  j*% ,  etc»  > 
est  croissante ,  toutes  .les  valeurs  correspondantes 
ji\  Ji^y  A\y  etc., 

du  coefficient  différentiel  -j-  seront  positives  (  62  )  ; 

ainsi ,  les  termes  affectés  de  «^  seront  positifs  dans  la 
première  formule,  et  négatifs  dans  la  seconde: on  aura 
donc 

fxAx>m{A  +A,  +  A^ +  ^.-1) 

et  <^{A,  +  A^-^  At +  ^.).' 

Pe  plus,  la  différence  «'(v^n  —  A)  dç  ces  deux  quan-- 


litéa  deviendra  d'autant  moindre  ^  qu'on  prendra  m  plus 
petit',  ce  qui  s'effectue  en  augmentant  le  nombre  n, 
sans  dtanger  ui  et  jin  qni  répondent  aux  limitea  a  et 
b,  assignées  h  x. 

Il  suit  de  là^  que  chacune  des  deux  sommes  entre 
lesquelles  est  comprise  fXdx>,  approchera  aussi  près 
qu'on  le  voudra  de  la  vraie  valeur  de  cette  intégrale  qui , 
par  cette  raison ,  peut  être  considérée  comme  une  somme 
de  différentielles,  puisque  les  produits  ^«,  ^t«,  etc„  ne 
sont  que  les  valeurs  de  Xdx  correspondai^tes  a  «  =  a , 
=xa  +  «^  etc. ,  et  dans  lesquelles  «  a  pris  la  place  de  dx*     ' 

Cette  conclusion ,  qui  sera  bientôt  vérifiée  par  les 
considérations  géométriques  (286)  ,  suppose  ^  comme  on 

'    '      '  '         '      dX  "      '       '  '^   ' 

Toit^^que  les  ionctinns  X  et  ^-  ne   changent   pas    de 

sigoe,  et  ne  déviennent  pas  infinies  entre  les  limites 
*=xa,  jt=:^.,  ce  qu'an  peut  ton jqum  obtenir  en  sé- 
parant les  parties  de  l'intégrale  dans  lesquelles  l'une 
de  ces  circonstances  aurait  Jieu  .(*). 

r    *■         ■ 

(^)  Les  formules  prëoédeatcs  soqt  fioavfnt  ecrittef  dans  la  ii9lft^    '    A 
Hon  Indiqv^ée  sur  la'pagç  3a3  :   ayant  posé  /J^dxs;f(x),  d*oii 

il  suit    Jir=    "y     ,  qu?on désigne  par  ^(x),  il  Tient 

et  par  conçëqnent  /  ■  JTd^ecr  iŒ^i(a)  est  la  limite  dont  Fexpiession 

'      *'{rW  +  r(«^ià)l'.V:..-ff[tt^^(n~i>t]} 

sVpprocliê  de  pins  en  pliâsVài  mesure  que  le  "nombre  n  augmente 

—           .:>.'.   -gu-a    '        -':    '  ,■       ■■{     '-            ■    1 

et  que  «j,  qui,  est  y    dimmue. 

•_.,•■■                    n.    >      ^          .'  .  ^      ...          t'.f,  ,.  .    ^ 

3i  )^>ii  ne  irouJaitL  qu'établir  cette  relatioi),,  pq.pc^u^viiit  ^ul^8ti7 
fncr  h  la  série  de  Taylor,  rcxprcssion  qui  teriipine  le  n*»  6. 
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Il  est  étideat  aussi  que  l'ordre  êe*  Hmites  âe.fXdk 
serait  îni^ersé  y  si  les  valours  de  X  allaient  en  décrbia- 
sant  :  la  première  Hgne  de  la  ibrrûule  (I)  serait  ea 
excès ,  celle  de  la  formule  (II  )  en  défaut. 

233.  Les  mêmes  remarques  peuTerit  être  étendue^ 
aux  termes.  afiPectés  des  puissances*  de  et  supérieures 
à  la  première  :  il  en  résulte,  comme  cî-dessus,  que 
quand  deux  lignes  correspondantes  dans,  chaque  for- 
mule ont  des  signes  contraires,  la  somme  de  celles  qui 
les  précèdent  .est  en  excès  dans  Tune  des  formules,  et 
en  défaut  dans  l'autre  >  et  que,  par  conséquent,  si  t'en 
ignore  ,  comme  cela  arrive  presque  toujours,  la  quan- 
tité de  Perréùr,'  il  sei*a  convenable  dé  prfendre  le  milieu 
entre  les  dew  résultats.  Si  l'on  e|)ère  immédiatemloiit 
sur  les  deyx  formules,  il  viendra. (III) 


et" 


.f(^'-^';) 


4- etc.      -...^v.^,'     •.  •    r-'.tr.    -    V 
234.  Ce  qu'on   a  vu   dans  n®    232  fournit  encore 
pour  les  valeurs  des  intégrale^ ,  "des  limites  inoins  rês-* 
serrées,  qui ,..  néan^po^r^js ,  peuv^çijt  être  très  utiles. 

Si  Von.  dés.igne,pAi;.il/  Ja  plus  grande  valeur  de  X, 
par  m  la  plus  petite,  dans  rintervalie4e  x==a  à  «=6 , 
qu'on  subtitue  m  au  lieu  de  Jt ,  Ai ,  etc. ,  dans  la  pre- 
mière dë^  cfxpiirèssibns  de§  liniités  dè/Xd* ,  et  Mdàyis 
la  secondée ,  on  obtiendra 
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f  Xi\x>H4m    et    <«4»^, 
OU  >  {b'-a)m  eî  <  (è--d)il* 

puisque  wtf  =  5  — a^âS'o). 

Oq  Voit  par  là  qu'il  existe  entre  m  et  M  ane  va- 
leur/i  telle  que  './  , 

'I.'.  *  .1  '   /II"'  ».     •  '      '  '      •  - 

S'il  ^ïigissait  <ï?obténfr  fXi^dx ,  et  qu'on  sût'  intégrer 
/Çcl*',  comme  erilttelWHmfîtJeÉi  de  x ,  on  aurait 

XQdx  >  mQdx, .     i^Qd^  <  >?^Q<1*^]  ic 

pàtir  tottles  Ici  valeur*'.-^  a^  atttt»es  que'  m  b»  ,^,  k 
même  $tobordihation  èxîstevait^'^ati'ë  les  int^fiiieâ',  (et 
ilTieA^afit 

où  il , n'y  aurait  pl^Ssq^'à  mettra  poufnjfQ4ffa  Sà.  y ^lei\r 
S%ÇiJf3s.,jimij|;e3:  **=;=«  (Eît  /t.^  6.        \     ■  'i;    jo^ 

'•  235.  tôt  cottsidétaticm'  deà  éo'urbeiî^e'AMttît  dussî 
<!'iïhé  manière  it-èsSÂmple  alix  J)rfncfjtoîès  cdhsë^iiéncer 
établies  dans  les  articles  pticèdens.*  -^^^  '"''''"' 

fXdx  exprimant  l'aire  du  segnient  d'une  courbe  dont 
fordonnée  est  X'(65),'si  BCZ,  fig.  \o^   représente  fic.4o- 
cette  courbe,  que   l'origine  des  abscisses  "soit  eu  A^ 

<.i..\  .'..' .       \  ■*    .  w    *^         :  .  ....  *j  I .     )   vî ..  *  « 

"  >■         ' ^   III  I  i|i      1    1^  ■ ly  \  m  \i\\  '■ 

{*)  La  Talcur  de  x  qui  \  donne  ,  4r= /*  >  étant  îritermcdiaîrc 
entré  a  et  ft,  pcnt  se  represtnter'pàr  •«+'6(é^i— »),'  ft^' déstgnatit 
MiK  qoini^té  eompvîio  entté  oet  s  ^  et  Â  l^oti  cem.f  (ir)-  'an  Keii  de 
JT,  opiauca 

expression  que  l^on  rencontre  quelquefois. 
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*  et  que  X=  PAf ,  ^expression  Xix  sera  aussi  bien  la 
difiFérentielle  des  segmens  BJIfP,  DEMP,  que  duseg-. 
ment  ACMP  qui  comn^nce  à  l'origine;  ainsi,  Pot- 
donnée  qui  borne  le  segmcjntde  œ  côté  sera  absolu- 
ment indéterminée.  L'ordonnée  PM  qui  forme  l'autre 
limite  l'est  pareillement,  tant  qu'on  n'assigne  aucune 
valeur  à  l'abscisse  AP  ;  mais  *  lorsqu'on  aura  fixé  les 
abscisses  de  la  première  et  4ç  1^  dernière  ordonnée,  le 
segment  sera  tout-à-fait  «ié^erminé.  '' 

Si  la  partie  yariable  dePintégrale  fXâx=î{x)^C , 
s'évanouit  d'elle-mêmç  au  poipt  B ,  cette  fonction  ex- 
prime immédiatement  les  aires  B€A,  BED  ^  BMP\ 
alors  si  l'on  veut  faire- partir  lès' ' segmens  de  l'ordon-» 
née  ACyW  faut  retranober.  de.ces^;aîre3>  l'espace  ^C^i: 
cet  espace  représente  Ja.  CQUsIjai^tQ ,  détèîrminée  pour 
que  la  quantité  i{x)-{-C  s'évanouisse  au  point  Ay.w^ 
en  considérant  à  la  fois  les  de^x  limiles  4'm^  $%" 
ment,  il  est  inutile  de  s'occuper  de  la  constante;  car, 
soit  que  Vdn* 'Compte  les  aires  à  partir  du  point  B 
ou  du  point  A  y  sur  l'aie  àe%  abscisses,  le  segitiént 
Z/JS'JfjRj.paf'.exfiçapIO'^  Vobtiçndra  i^lepient  par? la 
diJ0[çrenQg,4>^s  siçgiï^ns  BMP ,  BEDy  pv  -f^  Ç^^  àsK 
segmens  ACMP  et  jCi^D.,  ,  .a    ^      î 

236.  li^înspèctîon  de  Ù  figure  mûnt;*e  qiië  Faire  du 
segment*  d'une  courbe  quelconque  ''est  toujours  com- 
prise entre  la  somme  d'une  suite  de  rectangles  inscrits 
PRy'^P'IVy  F"iî\  etc.,  et  celld  d*une  suftë  de  rec- 
t^gles  circonscrits  P'Sy^P"S,  P^'.S',^  etc.,  les  pre- 
miers constrjiits  sur  la  plus  petite. ondoinnée  de chaouA 
des  trapèzes  curvilignes  PM',  P'M*,  P^M",  etc. ,  eV  les 
seconds,  surja  plus  grande;  qn  prouve,  de  plus,  que 
ces  deux  suites  peuvent  approcher  l'une  de  l'autre  aussi 
près  qu'on  voudra.  '"    \     '-     ».■     -      " 
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En  effet ,  le  rectangle  MRQN  est  éTulemmënt  égal 
à  la  somme  des  rectangles 

MRM'S,      3fRM"S^,      M''R''M''S\ 

qui  forment  la  différence  entre  les  polygones 

PMRMRBrR''P',     PSM'S'M'S'Sri^, 

Vun  inscrit  et  l'autre  circonscrit  au  segment 

PMM'M^M'P"',  mais  ce  rectangle  MRQN  a  pour 
hauteur  la  différence  MN ,  entre  les  deux  ordonnées 
extrêmes  jPilf  et  P^M^^  qui  ne  change  point  ^^  tant  que 
PinterValle  PP"'  demeure  le  même ,  tandis  que  la'  base 
MRzrzPP^  peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on  voudra^ 
ei)  multipliant  les  ordonnées  intermédiaires  :  il  peut 
donc  lui-même  devenir  aussi  petit  qu'on  Toudra. 

Il  suit  de  là  y  que  le  polygone  inscrit  et  le  polygone 
circonscrit  peuTent  approcher  du  segment  aussi  près 
qu'on  le  rendra. 

Cela  posé^  si  l'on  prend 

AP  =  a,    PP=P'P"z=:P''F'=etc.^m, 
on  ^  aura 

PMz=^Ay  P^M'-A^,  P''M"=A^,  P^Hr^Asy  etc., 
la  sonime  des  rectangles  inscrits  sera 

jii$  +  AiH-^A^m +  An^tm     (i), 

celle  des  rectangles  circonscrits 

Aim-^  A^m  +  Az^ +Ah^         (2)i 

et  ces  deux  sonmies  pourront  donner  l'aire  du  segment 
PMM'M"M^P''y  avec  autant  d'approximation  qu'on  le 
voudra,  ce  qui  confirme  la  conclusion  tirée,  n**  aSa, 
du  principe  de  la  convergence  des  séries. 

On   voit  encore  par   là  comment  l'intégrale  PMix 
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peut  être  prise  pour  une  somme  d'élémens^  puisque^ 
représentant  l'aire  d'un  seg^ltel)t  de  courbe ,  elle  estU 
limite  de  la  somme  des  rectangles 

j4ety     Ayêty     -^a«j     etc., 

qui  sont  les  accrpissemens  des  aires  des  polygGt'i^^  inscrit 
et  circonscrit  au  segment. 

Dans  la  figure ,  où  les  ordonnées  vont  toujours  en 
croissant,  les  rectangles  inscrits  sont  formés  sur  la 
première  ordonnée  de  chaque  trapèze  curviligne, 
et  les  rectangles  circonscrits  sur  la  dernière*,  mais  si 
elles  passaient  par  uh  maximum^  comme  dans  la 
,  figure  4i  9  il  i^'cn  serait  ainsi  que  dans  la  partie  CM\ 
antérieure  a  ce  maximum  j  et  le  contraire  aurait  lieu 
dans  la  partie  postérieure  M"Z  :  alors  la  série  (i), 
d'abord  moindre  que  l'espace  curyiligne,  deTiendrait 
plus  grande,  et  la  série  (2),  d'abord  plus  grande  que 
cet  espace ,  deviendrait  plus  petite.  , 

237.  ,On  approchera  davantage  de  la  Vraie  valeur  du 

segment  de  la  courbe  proposée,  en  prenant,  au  lieu 

des  rectangles   inscrits  et  circonscrits ,  la  somme  des 

^  trapèzes  terminés  par  les  cordes  des  arcs  ]lfM\  M'ifi 

M"3r,  etc. 

Ces  trapèzes  ay  an  t  tous  même  hauteur,  PP',  et  chaque 
ordonnée,  excepté  la  première  et  la  dernière,  étant 
commune  à  deux  trapèzes,  leur  somme  sera  précisé* 
ment  égale  à  ia  série 

qui  tient  le  milieu  entre  les  séries  (i)  ef  (2);  et  qui 
est  la  première  ligne  de  la  formule  (111)  (233)  (^). 

(  **  )  On  pourrait ,  aux  polygones  rectiligaei ,  MttMtîCfirt  un  po- 
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£tifiti,  il  est  érident,  par  la  figure  4»»  <l»e  ï*^»**®  Fio.4a. 
curviligne  PMNQ  est  <  que  le  rectangle  QE  et  > 
que  le  rectangle  PF^  construits^  l'un  sûr  la  plus  grande^ 
et  l'autre  sur  là  plus  petite  des  ordonnées  comprises 
entre  les  limites  AP  et  AQ  de  ce  segment,  ce  qui  s'ac- 
corde avec  le  n**  a34. 

238.  L'emploi  delà  formule  (lU)  A^  n°  aS3,  peut 
pré^nter  quelques  difficultés.  Elle  ne  saurait  seryir 
lorsque  la  fonction  X  devient  infinie  ;  et  aux  en- 
virons djîs  râleur^  de  x  qui  an^ènent  cette  circons- 
tance >  il  ne  sufiit  pas  de  diminuer  l'intervalle  «,  ou  de 
resserrer  les  ordonnées.,  pour  cqmpenser  l'effet  de  leur 
rapide  ^cproissement'i  il  faut  encore  avoir  recours  à  des 
traiisforipi^tion^  oon^enables. 

Soit,  par  exemple }  X  =        '       .l\  il  est  d'abord  évi- 

yi — X 

dent  que  lorsque  jr  approche  de  l'unité,  un  très  petit  chan- 
gement dans  la  valeur  de  cette  variable  en  produit  un  très 
grand  dans  celle  de  X\  si  dpnc  on  demandait  l'intégrale 

dx 

depuis  «  =  o  jusqu'à   x  =  i  — /,  /  étant 


/i 


une  petite  quantité ,  il  faudrait ,  vers  là  dernière  li- 
mite, multiplier  beaucoup  les  valeurs  intermédiaires 
données  à  x.  De  plus,  la  même  intégrale  ne  peut  se 
calculer  immédiatement  jusqu'à  j;  =  i  ;  car  alors  X 
devient  infini,  sans  que  pourtant  la  valeur  defXdx  le 

r   àx  j 

soit ,  puisque  /  -  =  —  a  y^  i  — x  4-  con^t. 

J  i/i— X 

Ijgone  forme  d'nrcs  de  courbes  d'nae  nature  plus  simple  que  ta 
proposée,  et  s'en  approchanf  plus  que  ne  peuvent  faire  des  lignes 
droitesj  c'est  à  cela  qnq  reyiennent  an  fond  les  formules  (I)  et  (II). 
Foyez  le  Traite  in-4%  t.  H,  p-  i^o. 
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Cette  difficulté  tient  è  oe  que  >  dans  l'intégration,  le 

facteur  (i — x)*  passe  du  dénominateur  au  *  numéra- 
teur;  et  elle   aura  lieu,  en  général,  lorsque  «  sera 

de  la  forme         .        et  qu'on  aura  />  <  ^r.  Pour  la  le*- 

.        ^     {a—x)^ 
ver  j  on  fera  a-^^x^izigfiy  ce  qui  donnera 

ap=a  — 5^,  djF= — q^^^dz  et  Xdx:=^ — ^/^a^"*P~*di, 

quantité  qui  ne  deviendra  plus  infinie  quand  4r=a,  ou 
2  r=  o,  si  la  fonction  Preste  finie  dans  cette  circonstance; 
on  calculera  donc  alors  l'intégrale  fVs^''^''^Az  y  de- 
puis 2  =  0  jusqu'à  s=^,  S"  étant  une  quantité  assez 
petite ,  et  l'on  aura  ainsi   la   partie  de  la  valeur  de 

correspondante  à  l'intervalle  compris  entre 


(^a—xy 
jr=:a  et    *  =  a— J^. 


On  peut  encore  obtenir  l'intégrale  / depuis 


•/   {a  —  xy 


x=:a  jusqu'à  jr=a — ^,  en  faisant  seulement 
parce  que  la  petitesse  de  la  variable  «,  renfermée  entre 
les  limites  très  étroites  o  et  ^,  permet  de  simplifier  beau^ 
couple  coefficient  différentiel.  Si  l'on  avait,  par  exemple, 

,  la  différeiitielle  à  intégrer  après  la  trans- 


/i 


formation  indiquée,  serait 


Eu  réduisant  la  fraction 


eu  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  s ,  et  en 
s'arrétant  an  quarré  de  cette  ydriable,  on  aurait  erifih 

J  aV'aN  4«  32aV  2"^  \  6a  i6aV 
Ce  résultat  qui  s'évanouit  lorsque  «=o,  donnera^  par  la 
substitution  de  ^  à  «,  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée  f 
depuis  x=a  jusqu'à  *=cï— ^.  Le  reste  de  cette  inté- 
grale pourra  se  calculer  par  le  moyen  de  la  série  du 
n«  a33. 

.  1-  ' 

îSgi  L'intégrale  / ne  pouvant  s'obtenir  par 

la  réduction  de  e   *  en  série,  que  pour  le  cas  où  ^ 
serait  très  grand,  je  vais  montrer  comment  Euler  en, 
a  calculé  la  valeur  depuis  «:=so  jusqu'à  x:=:i ,  au 
moyen  de  la  formule  du  n®  233. 
On  peut  d'abord  changer 

•-'  »—  ' 

/r^d«  fe'Ax        -'-         .-i- 

I 
dont  la  partie  e  .*,»  s'évanouit  Jprsque  ap=;o,  et  de- 
vient  e"  *  quand  ar=  i. 

■■•':_♦ 

Il  restç.à  trouver  fe   *d«,  poiuç  laquelle 
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expressions  q«î  s'évatKwîss^t  quand  *=o,  et  d'oi  il 
résulte  que  A,- A',  A',  etc..    sont  nais  (  ). 

Si  l'on  met  ensuite  «,  2*,  3».  etc.,  à  la  pUce 
de«  ' on ol4liendrale&. valeurs  de  A,,  ^  •.,  etc.,  ^., 
^'.,'etc.,  et,  depuis  o  jusqu'à  *=  «*,  on  aura 


je'' 


'ix- 


£r=^.-=...+.-'=^]+i=^ 


1  ^*e     "*     J 

2  1.2       «*«* 


1 


-{-  elc. 


(♦)  G«ci  a  besoin  d'une  explication.  Un  terme  quelconque  des 
«pressions  précédenUi,  iunt  représenté  par  *e  -x— ,  derienl.. 
*e-.»»  =  Ae-»*^»»  foriqn'op  fait  J=«;-or,*  mésnrequexdi- 
«,;«.«  2  crolt.etAspltMMpâns rapidement pari»pport+U(go); 
ltxiX:.nt - l+mk  t^d  donc  ymllnfim  B,<Batîf.  lo«qn.m  n'est 
H'CparablTà  *.  Mai.  le  nombre  m,  qui  dépend  de  «lu.  to 
Sfffi-rSons ,  n'ayant  ..ncnne  limite  ,  o..  peu.  en  concevcr  te 
vS  telle,   que  mU   égale  «  P-U  le  surpasse    autant  q«« 
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Lorsqu'on  veut  s'arrêter  à  la  limite  s  =  i ,  il  faut 

1  .     .  re- 

faire •  =  -,  et  H  vient  alors  /  e'"*d*  = 
^      n  J 


+  etc. 


En  se  bornant  aux  termes  qui  sont  écrits ,  et  faisant 
n:=zio,  on    trouvera ,   suivant  Euler ,  la   valeur  de 

fe  ^dxy  k  un  millionième  d'unité  près,  et  on  Taura 
avec  une  exactitude  vingt  fois  plus  grande  encore^  si 
l'on  prend  71  =  20. 

a4o*  ^  théorème  de  Taylor  donne  aussi  deux  déve-* 
loppemens  généraux  de  l'intégrale  /Xd«.  En  désignant 
par  Cla  valeur  de  Cette  intégrale ,  quand  ar=o ,  et  repré- 
sentant par  ji ,  jff  A" y  etc. ,  ce  que  deviennent  alors 

,  . .  Y  dx  d»x  ■ 

les  quantités  X,-r-}    jTT'        '^  ^"  ^^^^ 

voudra,  quel  qu^il  soit;  alors  l'exposant  — ^ÎJM* mis  passera  da 
négatif  au  positif,  et  augmentera  sans  cesse  j  ainsi  les  coefficiens 

• 
d»ff(freiitici«  de  la  fonctioa  e  «  ne  i'éroaooiksMit  pas  tous ,  lors» 
que  x^=o:  aprSs  avoir  ëté  nuls,  ils  croissent  jusqu'à  l'infîni. 
Cette  circonstance  ne  nuit  pas  cependant  à  l'application  indi- 
quée  dans  le  texte,  parce  que  les  premiers  termes  de  ]a  for- 
mule (III)  suffisent  seuls  pour  donner  une  âpproximatÎAii  de  plus 
en  plus  grande  (a36). 

22.  . 
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p!i  =  Xdx)m^isf^=àp^^  :  donc  t^=AJ*  +  C, 

d*y 
ce  qui  donne-~p=:dxfXix+ Câx.  En  intégrant  une 

seconde  foU,  il  tiendra  -p^  -=.  fdxfXdx  +  Cx  +  Cy 
ax 

d'oii  l'on  condora 

d^  =  isfdxpLix  +  Cxdx  +  Cdx , 
et  par  une  troisi^e  intégration  ^  on  aura  enfin 

y=fdxfdxfXdx^£x*  +  Cx  +  C. 

C 
Dans  cette  expression ,  on  peut  d'abord  changer  — 

en'  C,  puisque  la  constante  C  est  arbitraire;  ensuite» 
il  faut  bien  observer  que  chaque  signe/doit  être  r^ardé 
comme  applique  à  tous  ceux  qui  le  suivent  :  c'est  pour- 
quoi,  en  faisant  abstraction  des  constantes  arbitraires, 
on  indique  encore  plus  simplement  les  intégrationjs  suc- 
cessives, par  la  notation  que  voici. 

Lorsque  X  désigne  le  coefficient  diffik'^iitiel  du  second 
ordre,  on  a  d*j=iXdx\  et  en  prenant  l'intégrale  de 
chaque  membre,  on  trouire  dy'=:fXdx^\  puis  en  inté- 
grant encore  une  fois,  il  vient  j^=:/jCX<1jc*=/*Xd«'. 
0<i  a  de  même,  quand  X  est  le  coefficient  difl^nentiel 
do  troisième  ordre,  d^^raXdjr^  puis  en  intégrant, 

dV^^pTdx^  dy=ffXdx\  y^JTfXdo^'^PXA^^ 
et  ainsi  de  suite  pour  les  ordres  supérieurs. 

r  a4su  On  peut  ramener  ces  exptressions  à  des  intégrales 
simples,  au  moyen  de  l'intégration  par  parties, car, 
en  mettant  P  au  lieu  de  fXdx  dans  f^Xdx^  =zfdxpCi\x , 
il  vient 
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d'où 

pXdx*  =  xpCdx  ^fXxAx. 

Passant  ensuite  à  pxdx^  =fdxpXdx\  et  metUnt. 
pour  pXdx*  la  ?alear  précédente  «  on  obtient 

pXdx^^fxdxpCdx^fdxpCxàx) 
observant  alors  que 

fxdjfXdx=  l  flP*/Xd«  —  ifXx'Ax, 
fdxJXxdx  =  xfXxdx  —fXx'dx, 

on  trouve 

pXdx^^iix'fXdx'^  ^fXxdx  +  fXx'dx), 

et  continuant  ainsi  on  forme  ce  tableau  : 

fXdx—fXdx, 

pXdx'=     i     lxfXdx-fXxdx]y 

pXàix?—    —  [s^pCdx-^tixP^dx+pLc'dx], 


i.a 


PXdx\  —  j^^3^pLdx^Zx'pùeix^^^xp^^dx-^p(:x''dx] , 
etc. 

Les  ooelBciens  numériques  de  ces  expressions  sont  les 
mêmes  que  ceux  des  puissances  du  binomç  a  — ^;  et 
tandis  que  l'exposant  de  x  hors  dusîgne/diminue  d'une 
unité  à  chaque  terme, en  allant  vers  la  droite,  son  ex- 
posant sous  ce  signe  augmente  de  la  même  quantité. 

On  restituera  les  constantes  arbitraires  que  j'ai 
omises  dans  ces  formules,  en  écrivant  fXàx^C 
pour  pLAx,  pCxdx+C  pour  pCxdx,  pXx^dx  ^  C 
ipour  pCx*dx j  et  ainsi  des  autres;  car  les  constantes 
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Cy  Cy  C,  etc.  y  étant  affectées  de  diverses  puissances 
de  X.  seront  irrédactibles  entre  elles. 

243*  Les  différentielles  que  j'ai  traitées  jusqu'ici 
sont  prises  en  regardant  dx  comme  constant ,  parce 
que  ce  sont  les  seules  qui  ne  renferment  qu'un  coef- 
ficient difierentieL  En  effet;  lorsqu'on  fait  varier  en 
même  temps  dj^  et  dx;  on  a  (i3i)  d*y=qix^  4-pd**j 
si  donc  on  se  proposait  la  différentielle  I7djc'+  Pà^Xy 
j1  faudrait  qu'on  eAt  F'zszp  et  V=zq  ^  d'où  il  résulte 

U  =  -r~  j  et  cette  condition  étant  remplie ,  on  n'aurait 

plus  qu'à  intégrer /T^daf. 

Cette  condition  ne  serait  pas  nécessaire ,  si  l'on  par- 
ticularisait la  relation  qu'on  suppose  entre  x  et  t\  car 
par  son  moyen  on  chasserait  x,  dx  et  d^x,  et  l'on  au- 
rait d*^  en  t  et  d^  seuls. 

Application  du  Calcul  intégral  à  la  quadrature 
des  Courbes  et  à  leur  rectification^  à  la  qua-- 
drature  des  Surfaces  courbes  et  à  Vés^abior 
tion  des  volumes  qiâelles  comprennent. 

De  la  quadrature  des  Courbes. 

244*  La  quadrature  des  courbes  se  réduit  à  Pinté- 
gration  de  la  différentielle  Xdx,  en  nommant  X  la  fonc« 
tion  de  x ,  qui  exprime  l'ordonnée  y  de  la  courbe  pro- 
posée (65)  \  il  ne  s'agira  donc  ici  que  d'appliquer  aux 
courbes  les  plus  connues  les  méthodes  données  précé- 
demment pour  effectuer  cette  intégration. 

Celles  dont  l'équation  est  la  plus  simple,  sont  les  pa- 
raboles des  divers  ordres,   dans  lesquelles  j''»=:/)ji"*i 


I     m 

OQ  en  tire  yzsp^j^,  et  par  conséquent 


fXix  —  yb'ar'd*  =  -^*  "  +  co/w^- 

Toutes  ces  courbes,  comme  on  voit,  sont  quarrabUt  ; 
c'est-à-dire  qu'on  a  l'expression  finie  et  algébrique  de 
la  surface  du  s^^ent  compris  entre  leur  arc  y  Taxe  des 
abscisses  et  l'ordonnée.  Il  est  facile»  par  l'expression  de 
ce  segment,  de  calculer  celle  de  tout  autre  espace  con- 
tenu entre  une  portion  de  la  courbe  et  des  lignes  droites 
formant,  arec  les  abscisses  et  les  ordonnées,  des  po*- 
Ijgones  dont  la  Géométrie  élémentaire  donne  la  me- 
sure; on  en  verra  plus  bas  des  exemples  (252 — 255). 

Les  courbes  proposées  passant  par  l'origine  des  abs- 
cisses, puisqu'on  a  en  même  temps  ir  =o  et  j^  =  o,  si 
l'on  Teut  avoir  leur  aire,  à  partir  de  ce  point,  il  faut 
supprimer  la  constante  arbitraire,  parce  que  l'expression 

— ; — *  "     s'anéantît  d'elle-même  quand   on  y  fait 
m-i-n  *  •' 

«=o.Poar  «iToir  ensuite  l'aire  BCMP,fig,  43,  comprise  fig.43« 

entre  les  ordonnées  BC  et  PHfj  correspondantes  aux 

abscisses  j4ô=:aet  AP  =  x,  il  sufiSra  de  retrancher  4e 

^^*  »  ,  qui  exprime  l'aire    ACMP,  la  quantité 
— ^  a  "    égale  à  l'aire  ACB  ,  et  l'on  aura  ainsi 


BCMP 
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M^â  ■"♦■■ 

Quand  l'exposant  nest  pair,  TexpreMiott --^--  *  " 

est  susœptible  du  double  signe  ±:;  et  comme  alors 
les  mêmes  abscisses  yâP  appartiennent  à  deux  branches^ 
ACMeX,  j4cm,  on  a  deux  segmens;  ACMP  et  JcmP: 
celui  qui  renferme  les  ordonnées  positives  a  une  valeur 
positive  y  et  l'autre  une  valeur  négative. 

Lorsque  les   exposans  7»  et  71  sont  impairs  l'un  et 

l'autre ,  la  quantité  x  '  n'a  qu'un  seul  signe  et  reste 
toujours  positive,  quel  que  soit  le  signe  de  x\  nliaîs  il 
est  aisé  de  voir  que  dans  ce  cas  l'une  des  deux  branches 
de  la. courbe  proposée  a  ses  abscisses  et  ses  ordonnées 
négatives  en  même  temps  :  il  suit  donc  de  là  que  les 
aires  correspondantes  à  des  abscisses  et  à  des  ordonnées 
négative  ^  doivent  être  regardées  comme  positives. 

Si  n  seule  est  impaire  ^  alors  la  quantité  x  *  devient 
négative  eh  même  temps  que  x  ;  mais  dans  ce  cas  let 
deux  branches  de  la  courlje  proposée  sont  du  mems 
côté  de  la  ligne  des  abscisses^  et  les  ordonnées  de- 
meurent toujours  positives. 

En.  rapprochant  ces  remarques ,  on  en  conclura  que 
l^aire  d'une  courbe  est  positive  quand  l'abscisse  et  Vor^ 
donnée  sont  de  même  signe  j  et  négative  lorsque  le 
contraire  a  lieu. 

Tous  les  segmens  paraboliques  ont  un  rapport  cons- 
tant avec  le  rectangle  ADMP,  formé  sur  l'abscisse  et 
sur  l'ordonnée;  car  l'expression 

1       R+A 


n 


équivaut  à  — r—  xy,  en  vertu  de  l'équation  j^=/3"a'"  , 
■*  m  -f-T» 


Lorsque  »=/»,  la  parabole  devient  une  ligae  droite, 
« 
puisqu'on  a  yr=:p^x\  le  segment  ACMP  se  change  dans 
le  triangle  AMP  ^  dont  la  y^eur  est ,  par  la  formule 
ci-desBus  comme  par  la  Géométrie  élémentaire,  égale 
à  {xy. 

En  Caisant  n  ssa  et  m  =s  i ,  on  tombe  sur  le  cas  de 
la  parabole  ordinaire  »  et  l'on  trouve  f  «y  pour  la  valeur 
du  segment  ACMP. 

245.  Je  vais  chercher  maintenant  la  valeur  du  segment 
des  courbes  représentées  par  l'équation  %^y^  =/i.  Cette 
équation  se  tire  dç  y^'^^px^^  en  y  changeant  -f-m  en 

— /njona  j^=:/>*4p  "  et 
t 
pCAx:=:z^^!^^x~  +  conat. 

Les  courbes  proposées  sont  les  hyperboles  des 
divers  ordres,  rapportées  à  leurs  asymptotes,  et  sont 
composées  de  plusieurs  branches ,  telles  que  UMKy 
fig,  44  ;  inscrites  dans  les  angles  que  forment  ces  droites,  fig.  44. 
En  comptant  les  segmens  de  l'origine  des  abscisses,  ils 
renferment  l'espace  infini  en  longueur,  compris  entre  la 
partie  Cf^  de  la  courbe  et  son  asymptote  AY^  et 
dont  l'aire  est  infinie  ou  finie ,  selon  que  m  est  plus 
grande  ou  moindre  que  n.  En  effet ,  pour  avoir  l'es- 
pace BCMP,  pris  depuis  l'abscisse  ÂB:=za  jusqu'à 
Fabscisse   AP  =  /;  ,  il   faut    (  235  )   faire    successi- 

I 

vement  *=«  et  «=è  dans  l'expression  — ^ — x  "   ,    et 
retrancher  le  premier  résultat  du  second;  on  aura 
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^J^ib'^-J^].    Si 


donc  i?CMP  =  -^^— \  *  *  — a»    7.    Si    mainte- 

liant  on  suppose   a=o,  le  point -J?  tombera  sur  le 
point  Af  et  l'espace  BCMP  se  changera  en  YAPMF) 

qr  la  quantité  a  '    «era  infinie  on  nolle,  selon  qu'on 
aura  m  >»  ou  <^  »  :  dans  le  premier  cas , 


et  dans  le  second 


£n  laissant  a  d'une  grandeur  assignable,  et  faisant 
h  infini,  on  aura  alors  l'espace  XBCUy  qui  sera 
infini  si   m  est  moindre   que   n,   et  qui    sera 


à  -û  *  ,  si  77»  surpasse  ti.  Il  résulte  de  là,  que 

quand  77»  et  7Z  sont  inégaux ,  des  deux  espaces  asympto- 
tiques,  l'un  est  infini  et  l'autre  fini. 

La  raison  de  celte  différence  se  trouve  dans  le  plus  ou 
moins  de  rapidité  avec  laquelle  la  courbe  s'approche  de 

p»  «m 

son  asymptote;  et  puisque  ^  =<-—  et  *  =  ^— ,  il  est  fa* 

cilc  de  voir  que  quand  77i>/i,  j^  décroît   be»««<50^P 
plus  vite  que  *,  que  par  oonséquep*  Ta  courbe  s'ap- 
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procTie  beaucoup  plus  rapidement  de    Taxe  des  abs- 
cisses que  de  celui  des  ordonnées,  et  vice  versa. 

I    ^  m 

£n  mettant  y  au  lieu  àep*s    "  dans  Texpression 

—il 4f  »    = X.p^X    ■, 

elle  deviendra xy,  et  la  valeur  de  laîre  YAPMF" 

sera  — ^  +  conat.  Il  semblerait  que  le  terme       '     ■ 
n — m  ^  n — m 

doit  s'évanouir  lorsqu'on  faitâr=:o;  mais  ce  qui  pré- 
cède prouve  la  nécessité  de  ne  rien  prononcer  à  cet 
1,  avant  d'avoir  substitué  pour  y  sa  valeur  en  x.  - 


246«  Quand  j»=si»,  on  a  xy=^p'^,  ou  xy^^p^  en 

I 

changeant p*  enp,  ce  qui  est  indifférent',   la  courbe 

dont  il  s'agit  dans  ce  cas  est  l'hyperbole  ordinaire ,   et 

équilatère  si  l'angle  des  coordonnées  est  droit.  I/expres- 

sion  générale  de  Vaire,  trouvée  au  n^  précédent,  se 

présente,  alors  sous  une  forme  infinie ,  quelle  que  soit  Xj 

"dAx 
et  la  différentielle  de  cette  expression,  étant  ^-—  ,    a 

pour  intégrale,  joIjp  +  co/ïs/.  Les  espaces  asympto- 
tiques  sont  infinis  l'un  et  l'autre ,  car  Ijt  devient  tel 
par  la  supposition  de  jf  =  o  et  par  celle  de  x  infini. 

Soit  UMF'y  fig.  45,  une  des  branches  de  l'hyper-  «0.45. 
bole  équilatère  dont  le  demi -axe  transverse  AC=za^ 

et  la  puissance  ]bC  X  ABz=2  'AB*=:ià'  {Trig.  i64)  j  on 
aura^  =  ia*,  et  comptant  les  aires  à  partir  de  Pordon- 
uèe  BC,  correspondante  au  sommet  C,  on  obtiendra 
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BCMP=\a'\,AP—\a'\.AB^=\a^\.^.  Si  Ton  prend 

AB  pour  l'unité ,  il  viendra ,  à  cause  de  1 .  i  =  o , 
BCMP  =  l.AP.On  aursLâe même BCJlfP'=:=LAP\ 
BCHfP'z^l.AP",  etc.,  d'où  il  suit  que  si  les  abs- 
cisses AP,  AP',  AP",  etc.  y  «ont  en  progression  par 
quotient ,  les  aires  èorrespondantes  BCMP,  BCM'P', 
BCM'P'y  etc. ,  seront  en  progression  par  différence. 

247.  L'hyperbole  que  je  Tiens  de  considérer  étant 
équilatëre ,  n'a  donné  que  des  logarithmes  népériens  ; 
mais  en  variant  l'angle  des  asymptotes  et  prenant  tou- 
jours AB-=>  I  y  on  peut  obtenir  une  infinité  d'autres 
FIG.46.  systèmes  de  logarithmes.  Soit  TJMVy  fig.  4^,  une 
hyperbole  quelconque  ^  en  meni^t  les  ordonnées  PM^ 
parallèles  à  l'asymptote  AY,  on  prouvera,  par  des 
raisonnemens  analogues  à  ceux  du  n°  65 ,  que  le  pa- 
rallélogramme PMRP'  est  la  différentielle  de  BCMP. 
Or,  si  l'on  mène  P'Q  perpendiculaire  sur  PM,  on  trou- 
vera P^ Q  =PP' .  sîn  P'PQ  ^PP" .  sin  XAY,  désignant 
par  «  Fangle  des  asymptotes,  on  aura  P^Q=^dâfsin«, 
et  par  conséquent  PMRP^=^î\x  sin  «.  Si  Fonmet  pourj^ 

I  ux 

sa  valeur  -,  il  en  résultera  —  sin  «i  pour  la  différeatîeUe 
X  .  X  '^ 

de  l'aire  ^CiWjP;  et  par  conséquent  BCMP^sàsesshAP, 

en  prenant  sin  ^  pour  module  (a8). 

Celui  des  logarithmes  ordinaires  étant  0,434^945  (3o), 
on  a  sin  4^=0,4342945,  d'où  il  suit  que  les  asymptotes 
de  Fhyperbole  ,dont  les  aires  donnent  les  logarithmes 
ordinaires,  font  entre  elles  un  angle  de  0^,28601. 

248.  Considérée  analytiquement ,  la  quadrature  de 

l'hyperbole  ordinaire  présente  une  singularité  qui  ne 

peut  être  passée  sous    silence;  c'est   que  les  espaces 

F10.45  asymptptiques  yApm,  fig.  45 ,  correspondans  aux  abs- 
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cisses  négatives  y  ne  sauraient  être  compris  dans  la 
même  formule  que  les  espaces  YjiPM  qui  répondent 
aux  abscisses  f>ositÎTes.  En  effet ,  la  fonction  ]x  qui  ex- 
prime Taire  YAPM  (246) ,  non-seulement  devient  inC- 
nie  quand  »  =  o  »  mais  passe  à  l'imaginaire  quand  x 
derient  négatif  »  parce  que  Féquation  u  =  l«,  dérivant 
de  X'ssie^j  n'admet  point  de  valeur  négative  pour  x. 

Cette  difficulté;  sur  laquelle  ]e  ne  saurais  m'arréter 
ici,  lient  au  passage  de  l'ordonnée  ^  par  Tinfinî ,  qui 
paraît  rompre  quelquefois  le  lien  de  la  continuité  entre 
les  aires  {*).  Chacune  de  ces  aires  s'exprime  cependant 
très  bien  en  particulier  ;  car  si  l'on  prend;  sur  le  côté 
négatif  de  l'axe  des  abscisses,  des  parties  Ab  =  AB , 
Apz=:APy  on  aura 

bcmp^BCMP—X.-il—zzzX.éE  (5,46). 

La  même  chose  se  conclut  aussi  du  calcul,  en  ob- 
servant que  si  Ton  change  «en  -^x ,  la  différentielle 
de  l'aire ,  devenant 

'^àx Ax 

a  encore  pour  int^rale  Ix  +  const. 

249.  En  faisant  urffcaa,  APzszx  et  PiV==j^,  fig,  4,,  ,,0.47. 
l'équation  du  cercle  ANE  sera  j^^ssaojr— x*,  et  le 
segnoient  ANP  aora  pour  expression  /îlar^/aax— .t*, 

qui  se  transforme  en  — ytlttCa*  — i**)*,  lorsqu'on  fait 
X  =a — lu  Ovj  la  formule  {JB)  (igS)  donne 

-ia«(«*--«o^=-ma«-tt»)*_xayd«(fl»— 1*«)'^ 

j^n  F.  leXraiié  in-40,  t.I,  p.  i34i  t.  Il ,  p.  i6i  ;  t.  III,  p.  6i3. 
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de  plus 

/^        —  =  arc  (  cos  =  -  j  (36)  ; 

en  mettant  cette  valeur  et  celle  de  »  y  il  rient 

—  5  (a— flf)  V^2aar —  ar*  +  i  «*arc  Tcos  =  2— ^  j, 

résultat  qui  s'éTanouit  quand  «r=ro. 
Il  facile  de  reconnaître  >  dans  la  partie 

Taire  du  triangle  PCN,  et  de  Toir  que 

îa*arcrcos  =  — ^-^ — V  ou  jJC.arcAN, 

est  celle  du  secteur  ^CiV. 

Quand  on  y  fait  xz=:2a ,  Texpression  de  JI^P 
devient  ia*arc(cos=— i)  =  f  «V,  jt  désignant  la 
demi^irconférence  du  cercle  dont  le  rayon  est  i  ;  et 
elle  appartient  alors  au  demi- cercle  :  on  aura  donc 
pour  lé  cercle  entier  aVz^^a.aûîr,  ainsi  qu'oi^  le 
prouve  dans  les  Élémens  de  Géométrie. 

Le  développement  de  fdx  {/zax  —  **,  trouvé  dans 
le  n**  2o5 ,  donne  des  valeurs  approchées  de  l'aire  JNP, 

Si  l'équation  du  cercle  était  rapportée  au  centre,  on 
obtiendrait  immédiatement 

/dj?v/a*  — «•=4a;V/«'  — «•  +  >'arcrsin=^Y 
aSo.  L'ordonnée  de  Tellipse  étant  -V^^ax  — ?,  le 
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segment  elliptique  AMP  sera  égal  à  -fâx^^tctx  —  *•  ; 

et  comme  il  est  nul  en  même  temps  que  le  segment^r- 
eulaire  ANP^  on  aura  ANP  :  AMP  ::  a  :  A;  car  il  est 
facile  de  conclure  du  n®  236,  que  quand  deux  différen- 
tielles sont  dans  un  rapport  constant ,  ce  rapport  est 
aussi  celui  dès  intégrales  ^  si  ces  intégrales  sont  nulles 
en  même  temps. 

D'après  ce  qui  précède,  l'aire  du  cercle  décrit  sur  le 
grand  axe  d'une  ellipse,  pris  pour  diamètre,  étant  à  l'aire 
de  cette  courbe  comme  le  grand  axe  est  au  petit,  celle-ci 
est  équivalente  au  cercle  décrit  sur  un  rayon  moyen 
proportionnel  entre  les  moitiés  de  ces  axes.  £n 
effet ,  par  le  rapport  ci-dessus  y  l'aire  de  l'ellipse  est 

ara*  X  -  ou  vab ,  et  cette  dernière  quantité  représente 

évidemment  l'aire  du  cercle  dont  le  rayon  serait  ^ab, 

i&5i.  L'hyperbole  rapportée  à  son  axe  transverse  a 
pour  équation  j'*  =  ~  {p.ax  +  jp'),  et  donne 

AQR  =  -/ck  t/aâar  -h  ?. 

Cette  intégrale  peut  s'obtenir  par  les  logarithmes  (i83) 
ou  se  développer  en  série  ;  mais  au  lieu  de  m' arrêter  à 
calculer  ces  résultats,  ]e  m'occuperai  des  secteurs  el- 
liptiques et  des  secteurs  hyperboliques,  dont  les  exprès^ 
siens  différentielles  se  présentent  souvent. 

25^.  Soit  ^^a&,  une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe 
AC-=^ay  le  demi^petit  axe  5C  =  à-,en  faisant  CP=zx 
il  vient 

PMz=y  =  ^\/7r:^. 

Cak.  intégr.  aS 
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il  est  érident  que  le ,  secteur 

ACM^^CMP  +  AMP,    ■ 

•et  que 

4[.ACM=>'à.€MP  +d.JMP, 

ClUP  =  -CPxPM=''^\/'^:=?,    . 


La  def  niëre  de  ces  différentielles  est  affectée  du  signe—, 
parce  que  l'aire  JMP  décroît  lorsque  x  augmente  ;  et 
^les  donnent 


I  6      a^àx 


Si  Ton  fait  t  =  i ,  le  secteur  elliptique  JCMse  ckn- 

géra  dans  le  secteur  ^C^V,  appartenant  au  cercle  ^£« 
décrit  sur  le  grand  aie  -Ai  comme  diamètre;  on  aura 
donc 

I      «•d»  1  «cl* 

-^^ij  _  _gjf..^  étant  la  d4flgren«ette  dé:  Varc  ^i 
il  en  résulté  ,  ainsi  que  de  la  Géométrie  élémentaire, 

et  puisque  les  secteurs  AÇN  et  ACM  ont  leur  origine 
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commune  au  point  ji,  on  en  conclura  (25o)  que  le 
lecteur  elliptique 

a  !^ 

a53.  Kans  Thjperbole  XAx^  4^ite  tn^le»  mèmet 
aies  que  Velllpse  ABab,  et  dont'  l'équation  est 


le  secteur  ACR=:CQR—AQRy  ce  qui  donne 

d.ACR=zd.CQE  —  d.AQR\ 
et  comme 


d.  ^QH  =»:  -  ds  »/x*— a« , 
on  aufra 


jPoù  l'on  voit  que  la  différentielle  du  secteur  hjrper* 
bolique  est ,  aul  signes  près^  la  même  que  celle  du 
secteur  elliptique» 

254.  Le  secteur  hyperbolique  ACM,  fig.  46,  est  »ïo«4^ 
égal  à  l'espace  asjmptotiq^e  BCMP  ;  «ar 

ACMsiz  BCMP  +sABC — AMP, 
et 
..^     ^BXJ^CXsm^      APxPMXnnB       .,_ 

255.  Ce  qui  prédbdé  suffit  pour  faire  voir  com-* 

23.. 
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ment  le  calcul  intégral  s'applique  a  la  quadrature 'dê% 
courbes;  cependant  je  ne  puis  quitter  ce  sujet  sans 
donner  quelques-uns  des  résultats  intéressans  auxquels 
les  Géomètres  sont  parvenus ,  par  rapport  aux  courbes 
transcendantes. 

'  jyêSM  laLogaritbo&fque^  doat  Téquatîoti  est  ^.=  Is, 
ou  a  y3'd*Œ=^îWw3=>«lar*-«4*coiM*.  (207),  La  partie 
TariaUb  de  cette  expression  devient  nulle  lorsque  4ees90; 

car  en  faisant  a;  =  — ,  elle  prend  la  forme —  — , 

sous  lâ4)uelle  elle  est  nulle  quand  m  est  infinie  (99)  : 
il  est    donc  inutile,    d'après  cela,    d'y  ajouter  une 
constante ,  lorsqu'on  veut  avoir  les  segmens  à  partir  du 
*'io.48.  point  Jiffig'  48- 

En  y  faisant  ar=^JB=  i  ,  elle  donne  l'expression  de 
l'espace  asymptotique  cu4Ex,  qui  est  fini  et  égal  à  —  i . 

Si  l'on  prend  les  ordonnées  à  la  place  des  abscisses, 
ou  aura  fxdjr=:fdx=:x ,  pour  l'espace  cOMx^ 
appuyé  sur  Taxe  des  ordonnées  AC^  et  dont  l'exprès"- 
sion  est  algébrique^  je  n'y  ai  point  ajouté  de  cons-^ 
tante,  parce  qu'elle. s'évanouit  en  même  tempsquejr. 
L'espace  cAExy  qui  répond  à  x=L/éE=i ,  a,  par  cette 
fbrmule^  la  même  valeur  que  parla  pîrécédente , abs- 
traction faite  du  signe. 

J'ai  supposé  le  module  égal  à  l'unité  ;  s'il  était  dé- 
signé par.  M  f  on  aurait 

fds\s=sixlx — JMàxssixlx-^Mx  ei  fxdy=9îx. 

256.  En  <]Kscutant  la  coiirbe  dont  l'équation  est 
a* 

on  trouvera    sans  peine  la.  forme   indiquée   dans  la 
«'10.49  figure  49«  L'axe  CC  des  y  est  asymptote  des  brandies 


/ 
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MF,  ffF',  et  AB",  côté  négatif  de  Taxe  des  * ,  l'est 
ib  la  brandie  "MK , 

La  quadrature  de  eeiteqoarbe  dépend  de  l'intégrale 

' —  dont  le  développement  en  série ,  obte;iu  dan^ 

le  n^  2i4)  semble<  ne  pouvoir  convenir- à  tft  partie 
de  l'aire  correspondante  aux -abscisses  négatives  ^  à 
cause  d» ^00  premier  terme  \x  qur  déficient  imaginaire; 
cependaïkt',  si  Ton  appUf«ait  à  cette  reeherobe  9e  pi<ô^ 
cédé  du' n°  233 ,  on  obtiendrait  des  résultats  réels. 
Cette  difficulté  9  du  même  genre  que  celle  qui  a  été 
indiquée  dans  le  n^  i4^,  se  lëvti*  en  changeant  le  signe 
de  X  avant  Tiiitégratioû  \  cl? 


r^^'=/ 


a-*dAr 


,        *la   .  *»(la)»        x3(la)3      ,  . 

\x 4-  —1-1-  —  —    -  '  ^  +  etc^  +  cb/w^. 

comme  si  Fotf  avait  cllangé  ^^l^  en  —  x  dans  les  seuls 
termes  algébriques  du  dévelop'p^gment  cité. 

Pour  savoir  ce  que  softt  les  trois  espaces  asjmpto- 
tiques  de  la  courbe  proposée,  il  faut  cbercber  les  va- 

/a*dx 
— -  entre  les  limites 

xsso  et  x;=s:n^  x=t:o  et  «cssi— /i, 
«= — n  et  x:=s,  —  infini, 

n  désignant  une  quantité  finie  quelconque.  Dans  le 
premier  et  dans  le  second  cas,  on  trouve  un  résultat 
infini  9  puisqu'en  faisant  xso,  soit  dans  la  série  du 
n*^  214?  soit  dans  celle  qui  vient  d'être  rapportée^  elles 
se  réduisent  à  1 .  o  ^  mais  on  ne  saurait  rien  prononcer 
sur.  le  troisième  cas  ,  parce  que  les  teirmes  dadével^p^ 
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pement  dé  /  — ^ étant  alterna tiT^mentcfej^ignes  cou- 

trairesy  il  se  peut  que  la  différeiice«ntre1a  partie  positive 
et  la  partie  négative  demeure  finie,  quoique  cbaenne  de 
ces  parties  soit  infinie;  et  c'est  ce  qui  arrive  en  effet, 
eompie  Va  çrouviâ  Masdieroni ,  en  déteniitnakit  la  cdnà- 
tante  arbitraire,  dé  manière  qàePintégràles'évàtioùisse 
lorsqu'on  y  suppose  x  infini  \  eu  sorte  que  Véspace 
asymptottque  B^P^SfK'^  compris  éùtre  Tes  liiâitës 
artss*— 7}  et  arrs=— .  inllni^  est  (Tune  grandeur  finie  (*). 

-p  (a  1 4)>  obtenue  en  |Eitsa]it^;^;fK  ^ 

présente  ïes  mêmes  circonstances  ii  cause' du  terme  Vs 
qui  commence  son  développement,  et  qui  devieiit  ima- 
ginaire quapd  lâK  est  négatif. 

^^57.  I/équalion  de  la.  cycloiide.étaat  .1    .  ^ 

il  vient  ...  .,!'.. 

•  expression  qu^tl  serait  facile  ^'intégrer  par  les  ares  4è 

cercle,  au  moyen  de  la  formule  du  n**  199;  mais  on 

peut  arriver  à..uii  résultat  plus  simple^eik  prenant  la 

.5o.  différentielljç  du  segment  ^QQMfJlg.  ^j^àçttoX  For- 

donnéç  Çilfcs^C— Pilf  praa  — ^. 

Posant,  en  conséquence,  ia  — j^ç=a,  on  aura 

à.4CQM^iàx, 
et  l*on  obtiendra    '*  '  ^  .       . 

'  (*)  yoyt*  It  Traite  m-4%  t.  III,  p.  5ï3. 


ionc  ^  '       « 

Ôr  G«tte  iut^ale»,  ex  primant  IVire  4'uo  j^|PgnieQ^,4ui 
oercle  dont  le^ diamètre  est  2a ,  et  l'abscisse,  j*  (24sD» 
représente  le  segment  Imn^  qui  s*évanouît  quand  J^==Q, . 
ainsi  que  le  segment  ACQM  i  donc  AC(JM's=iImn., 
Au  point /ï^  oà  yz=z:kaLy  le  segment  ^CX  devient 
égal  au  demi-cercle  7/1^/^/.  Enfin  il  est  visible  que  V^^^ 
^ceÉ:MQ±:zAf:K'^ACQ3t=Krt^n^ 

Le  rectaiigle  AK  ayant.pour  bautéur  IK  et  pour  base 
AI^=zImK,  sera  quadruple  du  demi  -  cercle //n/if/; 
retranchant  de  ce  rectangle  l'espace  ACK  ==  ImK/y 
il  restera  AMKl  c=  3  fois  ImKL  II  suit  de  là ,  que  l'es- 
pace ^i^X^,  compris  entre  une  branche  de  tecjcIcSde  et 
son  axe ,  est  triple  du  cercle  générateur. 

258.  Il  me  reste  &  parler  des  ypirales^  je  Tais  m'oc- 
Guper  d'abord  de  celles  que  représente  l'équation  ««^sa^ 
(117),  dans  laquelle  ^  est  égal  à  l'arc  ON^fig,   5i ,  Fio,5r. 
et  u  =  AM.  Les  coordonnées  étant  polaires ,  la  diffé- 
rentielle de  K^ire  sera  -*<^  (ts^o) }   mariant  pour  u  la 

Taleur,  et  intégrant,  il  Tiendra -r—T-^.+  conaL;  et 

quand  n  est  positive ,  on  doit  négliger  1»  constante  lors- 
que l'on  compte  les  aires  en  partant  de  la  ligne  AO  sur 

laquâlle  <=o  :  alors  Taire  ACM=  X^ÛT''  ^V^^^  ^^^ 
révolution  du  rayon  Tedteur ,  on  aura  l'iespaoe»  *  • .  • . 

ACMB  î=  —7 — -— ,  w  étant  lft>denii-ctrconféreuce- 
4/1  +  a 

du  cercle  ON, 
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Dans  la  spirale  d'Archimède  (ii'7),a  =  ^—,   /»—  i 
et  -^Cif  £=--,— ,  résultat  qui,  lorsqu'on  y  fait  *=2îr, 

donne  ACMB  =i^ ,  c'est-à-^îre  le  tiers  du  cercle  OW, 

puisqu'il  s'agit  d* unités  q))^réesy  ^t  que  Taire  de  ce 
cercle  est  «-(i)*. 

Dans  la  secondp  rérolutipn  >  le  rayon  xecteur  AN  ter 
passe  sur  l'aire  tracée  dans  la  première,  et  ainsi  de  suite 
à  chaque  révolution  y  en  sorte  que  ces  aires  s'ajoutent  les. 
unes  aux  autres,  et  que  pour  donner  seulement  celle  qui 
est  terminée  par  la  m'  révolution  ,  l'iuitégrale 

/  , —  ^  doit  être  prise  entre  les  limites  t=:{m — ï)2îr 

Pour   la    spirale  d' Archîmède ,  on  trouve  ainsi . . .  - 

3  "-  .. 

Si  l'on  calcule  l'aire  terminjée  par  la  révolution  sui- 
vante, c'est-a-dire  la  (i»+  i)',  et  qu'on  en  retranchai 
celle  qui  la  précède,  on  aura  pour  l'(çspace  compris 
entre  deux  révolutions,  ou  spires , 

.  ^ ,    ■ — •— -  îTîsssa/iur, 

ù 

ce  qui  revient  à  2sr  quand  me:::  i,  et  montre  que  l'es* 
pace  compris  entre  la  m'  et  la  (7w+  i)'  spires,  est  ^al- 
à  77»  fois  cdui  qui  est  renfermé  entre  la,  première  eil^, 
seconde ,  ainsi  que  l'a  trouvé  Archimède. 
Dans  la  spirale  hyperbolique,  oit  /i  =  —  i,  on  a 


r- 


= 1-  consé. , 


oi  CAhCUh  mràatijj»-  36» 

et  Fatre  comprise  entre  les  deux  rayons  yectears  coi^re&- 
pondansà  /  =  &  et  a  t:=ic,  sera 


expression  .qui  devient  infinie  quand  ^  =  0,  à  cause 
de  l'espace  compris  entre  l'axe  AB  ^fig, 3 1 ,  et  la  branche  ne .  3 1 • 
ÎQiînic  M/iC  (p.  173). 
Dans  la  spirale  logarithmique  enfin ^  t^s^lu  (128), 


u      J     %         J      a  4 


consU 


259.  La  dî£PérentieIle  de  l'arc  d'une  courbe  rap- 
portée à  des  coordonnées  perpendiculaires  ewlre  elles, 
est  exprimée  par  v/djp*-|-dj'*  (64);.  en  y  substituant» 
au  lieu  de  dj^*,  sa  valeur  tirée  de  l'équation  difFéren- 
tielle  de  la  courbe  proposée ,  elle  prendra  la  forme  XAx^ 
et  son  intégrale  donnera  la  lopgueur  de  l'arc  de  cette 
courbe.  Demander  la  longueur  de  Tare  d'une  courbe, 
c'est  demander  sa  rectification j  parce  que  la  solution 
de  ce  problème,  lorsqu'elle  s'obtient  exactement ,  n»et 
en  état  d'assigner  une  ligue  droite  qui  soit  égale  à  Parc 
dont  il  s'agit*. 

260.  Je  prends  pour  premier  exemple  les  paraboles 
des  divers  degrés ,  représentées  par  l'équation  ys^s^^ 
n  étant  un  nombre  queloonque  entier  ou  fractionnaire; 
il  vient 


l'arc  para}x>lique  sera  donc  exprimé  par 

Ççt.tç  intégrale  s'obtiendra  sous  une  forme  finie  et  algé- 
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sfj  trouTera  oonletiii  uti  nomlire  eiaétdefoh^;!^). 
Soit  d'abord  &n«*«2s=i'y  i)  en  pé^oltêra  »!s=f ,  et 

1 

5 
la  co«i*be  proposée  sera  donnée  par  Véqnation  j^;=/>x' , 

ou  ^*=y*jf',  et  sera  par  conséquent  la  même  que  là  pa- 

vaMn  ç|u  troisième  degré^  qui  eat  |a  déiidoppée  àf^  la 

parabole  ordinaire  (8i}^Si  l'on  compte  tes  arcs  à  partir- 

dupointeà  iv^'o,  on  a«rà        '    •  -' ^ 

En  faisant  =  î,  î  désignant  un  ncmbreentier. 

oA  tnoutçia  7»=n  ii**-.A  eLl^é<JiiatiiB  y^hm^j^^fhsnt^ 

nîra  une  infiiMté  de  paraboles  reqtifia})Ies  :  .à  l'égard  des 
autres,  on  ne  peut  obtenir  leurs  arcs  que  par  ap^frùii'^ 
mation.  , 

^Pour  la  parabole  ordinaire  >  dans  laquelle  7t=a,  on 

a  /d*(i+4p***)'  5  par  la  formule  (B)  du  û*  igjj.oç 
trouve  »    ,  \ 

et  comme 


/i 


ds- 


il  en  résultera 


pl(2p«+  V^  I 4-4p''**)-H'<'««*«  (ïÔ4)v 


/d*(i  +4pV)^=ai*(i^4p«j^' -j-  '  i(2jD«4-|/  i4.^**»>fc«»*t 
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Telle  eath  i^a^ear  4' on  t^te  qmobsaatfa^  im.  la  p«Va«*> 
bole  ordinaire;  on  peut  y  supprimer  la  eonstaftiey  etl 
faisant  commencer  FiAtégrale  lors4)ue  «9s^<' 

L'arc  des  hyperboles  données  par  Péquation  ^y=yar""", 
1  i. 

a  poar  esp^sf ion  73r'^"'M4<«*»+^-fn*)>*)* ,  et  «e  |>eiit 
s'c^tenir  que  par  approximation. 

'  261 .  La  dîfierentldle  de  Parc  de  cercle  <>«t— ^ 

lorsqu'on  part  de   l'éqùàtion  j^*=sa*— ^s*  (ë4),  ^' 

tïd*  '        '    ■        '  '       '   "  '.     •'  ''^'  '.'■"'    " 
=  9  quand   on    era|»lo^   l'éfuation*  •  •  •  «  1 4 

j^  =  îM{df— «■•,>sbus  iVne  el  Vautre  Se  ces  formes  , 
son  intégrale  ne  peut  s'obtenir  que  pat  approximation , 
et  j'en  ai  déjà  donné  plusieurs  développemens  (2o5)^ 

262.  Je  passe  à  l'ellipse ^  et  je  prends  (K>ur  équation 
de  cette  courbe  jr*as^(a*-^x^);  la  dîfëré&tkfle  de 

d^V/a4^(a>-ftV  '    ''^:'\-  , 

sQA arc  sera  — r^ — js=3m\  ,  ".^^ i enlaKafil  ppiir  ^ua 

1^  simplicité  le  grand  uxeo'sssi ,  etJe.quarré-de  l'exr 
centricité  a*— i'ssi  —  b^:s=ê^,  l'arc  deviendra. . . . 

".  Déjà^<dans  le  n*  ao6,  j'ai  rapporté 

une  série  qui  <lottne  la  Ttdemr.  approchée 'de  celle  -in- 
tégrale,  lorsque  o  est  très  petit ,  et  qui  conviendra  aux 
ellipses  peu  aplaties. 

£n  sii^posant  ;r=:='i^n8  cette  série ,  et  mettant 

-  à  la  place  de  l'arc  A ,  qui  est  alors  de  1^,  il  vient 

I    /        i.i  .      1.1.1.3  .      f. 1.1.3. 3. 5  -       ^    \ 

-«•(  i «* y-7^ — — '  V  r  ir^^ — etcfc  ) 

»    \       2»a     ^   2.2.4.4  '     2.2.4.4*^^®  ^   ^ 
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développement  très  conrergent  lorsque  e  est  une  petite 
fraction. 

263.  La  différentielle  de  l'arc  elliptique  s'exprime 
d'une  manière  très  simple,  au  moyen  de  l'arc  qui  lai 
correspond  dans  le  cercle  décrit  sur  le  g^andaxe  comoit. 
»ic.47.  diamètre.  Soit  j&iV=;^,y^.  4?  >  on  aura    . 

CP  =  ai==sin^,       ^  -Z — L  =  d», 

et  par  conséquent  -  - 

A,BM-=:.  d^V^i  —  «'sin^*. 
%^.  L'équation  de  l'hyperbole  élant 

d*V'(a^-j-ô*)>.^'i  .      .,^        .  „     , 

on  a  — *^         '      ~ pour  fk  dtffiSrentiellè  de  son. 

arcj  en  faisant  as=  i ,  a*  +  6*=  i  +  A* =«*,  cet  arc  se 

trouve  exprimé  par  I  — —  et  peut,  dans  le 

J       y  x^ — x 
cas  'o&  ^  est  très  près  de  l'unité,  se  développer  en ^Âe 
par  un  procédé  analc^uè  à  celui  du  n®  206. 

26$. .  Il  me  veste  à  parler  de9Coui4)es  transcendantes» 
L'équation  de  la  cjcloïde  étant 


on  en  tire 


V  2fl  —  y 


se   CklAWi,   ÙiTiOÊtAÏM  36& 

différentielle  dont  Tînlé^rate  est 

=  —  2  y2a{2a  —  ^)  +  consL 


Il  €%t  évident   que    \/2a(2a — jr)    est    Tex  pression 
ie  la  .ato-de  wiA,  ^.  5o,  da  cercle  générateur;  et  piô. 5o. 
oomme  la  parité  variable  de  Fintégralc  s'évanouît  au 
point  K  oh.y^aisa,  il  s'entuil  qu'elle  exprime  VarcMKj 
on  a  donc 

MK  =  2  V^aa(2a— j^J=  2/n/ir. 

Quand  j^  =  o,  cet  arc  devient  uéK:r^^K ,  résul- 
tat qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n®  1 16 , 
et  d'o&  il  suit  que  Parc  total  jiKL  est  quadruple  '  du 
diamètre  du  cercle  g^né^eor  (f  ). 

266.  Pour  donner  un  exenkple  de  l'usage  de  la  for^ 
mule  V^w*d^  +  dii*,  qui  exprime  la  différentielle  de 
Tare  d'une  courbe  rapportée  aux  coordonnées  polaires  9 
('125)  y  je  prendrai  les  spirales  dont  Féouation  est 
utsaf^y  et  j'aurai  à  intégrer  la  différentielle 

Lorsque  »=  i ,  on  a  seulement  adt[t^  +  *)*  ^diffé- 
rentielle de  la  même  forme  que  celle  de  l'arc  de  la 
parabole  ordinaire  (260)  ,  et  d'où  il  suit  que  c'est  à  la 
F«ctifiçation  de  celto  courbe  €|!u«  se  rapporte  celle  de 
la  spirale  d'Arcbimëde. 


'  (*)  Si  l'on   représente  par  s  l'arc  MK,  par  y',  la  ligne 

Kn  ==  aa — ff  et  que  l'on  change  aa  en  a',  l'expression  de  ^A^, 
irouvée  ci-dcssns,  donne  IVqaation 

dont  on  se  sert  dans'  la  Mécanique. 
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Dftt»  k-spwale  l<^ftriihnii^e  on  a  «sslu,  oe  qni 
donne 

l/tt*d/*  +  du»  =  du\/Z  ; 

l'furp  de  oNMe .courbe  a  dono  .pour  expieMiOD»  ..•.'» 
tt'|/a«4»ei|acft,4m  ieulemènt  i^j/a/eûfM^rtaiAtd&Pori^ 
^»ede«  ca^QS''feptêu#s^atPoavoit  que  quoiqu'il  éb 
trouve ,  tntare  eette<oirîgiii«  et  «)i  point  queldOHq^ue  é&lii 
^courbe ,  une  infiaité  de  i^cftatiqns,  elles  ne  composent 
cependant  qu'une  longueur  fïpie>  égale  à  la  diagonale 
du  quarré  Ikil  sur  le  r^yon  yecteur. 

JDe-ia.  Gubature  des  corps  tprmmés  par  de$ 
.  sutfccces'ûùmbeSydèkiïp»^^ 
titres  >  eP-de  fin^ratwn  des  ïUffërenfy^ 
partleUeê: 

367^  Lea  stn^Eacas  oaudbes  qne  iesC^^^ôiukilve»  ont 
eonaidérécft les  premièras,^  sont  celles' de  ré^utktti 
jfwat  q«e  fe^  d^érenlidles  de  leurfci^ak'ea  et  des  to* 
lûmes  qu'elles  >conip«nnflitt»  qnt><uiie  niï|»^siou  pks 
aimiAe  que  leurs  anakfgues  dans  le»  turfhces  courfaei 
en  général.  »     •  ». 

Soit  u  le  'volunie  du  oorp9  engendré  par  le  segment 
ncSi  AMPjfig.B^y  d'une «CMorfaetqueleenque^'Z, tournant 
Hutour  de  Vaxç  AB  pris  dans  son  plan;  ilestérîdent 
que  ce  Tolume,  terminé  par  le  pltfn  circulaire  décrit  par 
Pordonnée  MP^  est  une  fonction  de  Pabscisse  AP  =x. 
Si  l'on  prend  une  ji^utre  abebi^  AP'f  que  l'oo  mine 
une  seconde  ordonnée  IfP^  et  les  droites  MR  et  SUf, 
parallèles  i  PP'y  on  Terra  que  ïe  TOltmite  u  9^acerolt 
de  celui  que  décrit  le  trapèze  curviligne  PMW^P^f^n 
tournant  «utour  df  PiP'y  et  qoe.ee  desniere  corps, 


compris  entre  les  cylindres  engendrés  pat  iourocUn^les 
MP'  et  3fP,  diffère  d'autant  moins  de  l'un  et  de 
l'autre,  que  les  points  ilf  e^  ilf  sont  |»lus  rapprochés, 
en  sorte  que  la  limite  des  rapports  de  ces  trois  corps  est 
l'unité  ',  on  |ieut  donc,  lorsqu'il  s'a^t  de  Utilités,  prendre 
le  cylindre  décrit  par  MP'^  povr.le  ûorps  an^ndré 
par  PMM'P'^  Qe  ^ylîjpdn&ajpaoiipmMBrJbMa  le  .carde 
Récrit  par  le  ïviyon  PAf a»^  ^m  Y^laam9e3nimy^:x£i^^f 
mi  «i»o«imant-9r'le.riq|ipprl4i»l«'eiyoM^ 
^tfe^.#t  iV>ii ttf«iiiVer«#. par  lajrtmmfnte^'dv aP £db, 

du 

que  -T-  =3«-^%  d'où  u=7Ffy^ix.  Lors  donc  qu'on  aura 

l'équatiotn  de  la  ooio-be  AMZ^  on  substituera  pour  ^  sa 
Takttr  en«,  etritttégration  fera  connaitrele  volume  d'un 
segment  qaelconquedu  corps  engendré  par  cette  courbe. 
268.  Pour  trouver  la  différentielle  de  l'aîre  du  même 
corps,  il  faut  observer  que  son  accroissement,  ou 
l'aire  4é«arîte  par  PanoJf  Oilf'  qui  s'^ppioche^Rsè^se 
de  sa  corde  l^M'y  tend  à  se  cenfoadre  av«e  i!àiM>  du 
kone  de  cèaB&dKoit  décrit  par  cette  cordtt  ^  et  «n  passaâft 
dxos  limites,  on  peut  prêtre*  l'une  pour  l'autre -(^)C 
Ibôs'  yaire  •dU'tfOftb  dis  bône  droit  déertt  par  JifÀf , 
aura  pour  expression 

et  en  la  comparant  à  l'accroissement  de  Pal^oisse  PP\ 
on  obtiendra 

or,  en  pa$»ant  aiigi^  Ipuit^^  AfP'  s^rconfond  nvec  JtfP 

{*)  On  Terra  aisément  qu^il  n^en  est  pa*  ainsi  de  celles  des  cy- 
lindre^ inscris  et  circonscrit ,  engendrés  par  MR  et  SM\ 
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ou  j^,et  — gr=  1/  i+;^(64)  ••  donc  le  coe£Bcient 
différentiel  de  l'aire  décrite  par  l'arc  jiM,  est  égal  à 


«t  par  t^onséquent  2Ty  V^djr*+d^*  est  la  différentielle 
de  cette  aire. 

On  parvient  sur-leH^hamp  à  cette  expression ,  ainsi 
qu'à  celle  du  n**  précédent,  en  regardant  la  courbe  AMZ 
comme  un  polygone;  car  alors  l'élément  du  Tolame 
est  le  cylindre  décrit  par  le  rectangle  MP*,  celui  de 
l'aive  est  le  tronc  de  cône  décrit  par  le  côté  MM\ 

26g.  Pinsisterai  peu  sur  les  applications ,  qui  n'ont 
par  elles-méities  aucune  difficulté.  Si  Pon  prend  l'équa- 

tion  à  l'ellipse,  j'*  =  -j(aa4p—4f*),  on  trouvera  que  le 

yolume  d'un  segment  du  corps  qu'elle  engendre ,  en 
tournant  autour  de  l'axe  désigné  par  aa ,  est  expri- 
mé par 

~j\MX'-x*)dx=s:Z^^x^^J^^can8t.  (267), 

et  l'intégrale  étant  prise  depuis  âf=o  ju^u'à  0^=34, 

donne  .-^0—  pour  le  corps  entier. 

Quand  a =& ,  ce  corps  devient  une  sphère,  et  sonto* . 

lume  est  -=-ç- ,  ainsi  qu'on  le  trouve  par  la  Géométrie 

élémentaire. 

Si  l'ellipse  était  rapportée  à  son  centre,  ou  <}ii'on  em- 

ployât  l'éqvatiôn  y*  =  —  (a» — x^) ,  le  segment  serait 
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/ 


VA^.  .        .. ,        ir6* 


^(«•— ;r»)d;f=— i  (3a»*— «?)  +  co/m^., 


a* 


intégrale  qu'il  faudrait  prendre  dépuis  *  =  —  a  jusqu'à 
af=a,  pour  obtenir  le  corps  entier,  et  qui  donnerait 
alors  le  même  résultat  que  ci-dessus. 
On  aurait 


/ 


T^bds  \/a^^  (a"  —  b^)j^ 


pour  l'expression  de  l'aire.  Lorsque  a,>i,  joette 
intégrale  se  rapporte  facilement  à  Taire  du  segment 

circ«ildire  dont  l'abscisse  eA  x  et  lé  rayon  — m  '  —  ; 

elle  est  logarithmique  quand  a<^by  puisque  le  ra«* 
dioal  prend  alors  la  forme  yà^+  (ô*— «"^Jor*  :  enfin, 
si  l'on  suppose  aa^b ,  on  a  seulement 

f!iwadx^=s2xax  +  const, 

intégrale  qui  donne,  en  la  prenant  depuis  «=— a 
jusqu'à  s=a,  ^sfu^  pour  l'aire  totale  de  la  sphère. 

270.  Je  considère  maintenant  les'^surfaces  courbes 
en  général,  en  les  rapportant  à  trois  plans  perpendi- 
culaires entre  eux,  au  moyen  des  trois  coordonnées 
AP=x,    PM  —  y,  M'M^^.fig.Si.  „o.53. 

Le  segment  APGMM'QHD,  ayant  sa  base  APM'Q 
sur  le  plan  des  xy^  et  terminé  par  les  deux  pi  ans  PATMG^ 
(^MMH^  respectivement  parftllëles  à  ceux  des  y%  et 
des  xz  ^  et  par  la  surface  courbe  proposée  ,  est  néces- 
sairement une  fonction  des  deux  variables  indépendantes 
«  et  j)  il  pettt  s'étendre  successivement  dans  le  sens  de 
chacune,  ou  varier  par  rapport  à  toutes  deux  simultané* 
ment.  £n  effet,  si  l'on  suppose  que,  jk  demeurant  constant, 
Cale,  intégr.  a4 


jr  se  change  en  AP+Pp ,  ^  segment  s'accroitr^  de  la 
tranche  PGMMMmgPf  et d*  la  tranche  Qmfjl^n'nhq^ 
si  l'on  fait  yarier^^eulde  Qq}  enfin  ci  «  et  jk  4ô- 
TÎennent  simuTtanément  AP  +  Pp^  -^Q+,Çîi  l<> 
même  segment,  ayant  alors  pour  limites  les  plans 
pN'Ngy  qN^Nhy  différera  de  son  état  primitif  par 
les  deax  tranches  déjà  énoncées  ^  et  par  Vespèce  de 
prisme  tronqoé  M^m'N'nnMmN'^  qsi  fi'esit  antre  que 
l'accroissement  de  la  première  tranche  >  lorsqu'on  j  fait 
Tarier  y  seul ,  ou  celui  de  la  seconde  qi;uind ,  dans  cette 
dernière,  on  fait  yarîer  *  seul. 

Si  Pon  représente  par  u  la  fonction  de  âp  et  de  ^  qui 
exprime  lé  volume  du  segment  APQM^QffJP ,  il  est 
érideat  que  dans  l'expression  du  changement  total 
de  cette  fonction  (4i)  y  les  tersies  oii  x  a  varié  dsd 
4pQ|ieroÉ:)t  Fexpressioo  de  b  première  tranche ,  ceux 
o\x  y  9L  varié  seul ,  c^lk»  de  la  deustième  trioiche ,  d 
q^tte  les  autres  appartiendront  au  prisme  tronqué  MW; 
on  aura  donc 

divisant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  hkj 
et  passant  aux  limites  rdatives  à  l'anéantissement  de 

A  et  de    t,  çpjile  du  second  meqibre  «çra  t^.  Ot 

le  prisme  tronqué  ifcf  iVtend  ^ans  cesse  vers  le  parallé- 
lépipède formé  sur  la  hase  ]lfm*N*n  et  Pordonn^e  M^M\ 
et  peut  en  approcher  aussi  près  qu'on  voudra  ;  thaïs  si ,  en 
prenant  Pun  pour  P^tre ,  puisqu'il  s'agit  de  limites,  on 

substitue  Afm'XHfn  x^JIffM^SLu  pri^m^  M'ff,m^oiA 

^    ÙMt3fmoviPp^h,Ikrn'oa  Q^  c=:  i&,  k  rapport^-^ 
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sç  réduit  à  1^M^=:%  ;  il  ré$ulte  donc  de  Ifc  qûo  •-=—»  a»  «i, 

et  iqoe  pour  obtenir  le  segment  4PGMM'QBb^  il. 
fsBnit  7  par  r intégration^  remonter   du  coefficient  diffé- 
rentiel -r-T*  à  la  fonction  u. 

t»7i»  Quoique  le  coefficient  difiSrentiél  ^^-j^  soit  re^ 
»   ^        ♦!  o*4/,        .    ,. 

latif  à  deux  variables^  on  peut  néanmoins  parvenir 
à  la  fonction  dont  il  dérive,  par  les  méthodes  ^(»n^ 
pour  l'intégration  des  fonctions  d'une  seule,  parce  ^ue 
chacune  de   ces  yarîahles  est  regsffdée  oomme  oons- 

;  ,  dw  . 

%  <n  A*  I  i  d*M  dx 

tante  a  son  tourt..  En  effet,  a  cause  de  •:   ■ -=  --->-. 

*»dy  .     ^.V 

di  ' 

on  aura  ~— d^  a=  »Ay ,  ^    prenant  l*înlcgrale  de 

chaque  membre,  en   ne  considérant  oomme  variable 

que  y  seul ,  il  viendra  -r-  zr^Mày^  d'où  Pon  tirera 

^Asrxz^Mfuày\ 

in  tarant  de  nouveau,  mais  par  rapport  à  x  seulement, 
on  trouvera  ï*c3/a«/id;y. 

En  ne  considérant  cette  Técherche  quedu'c^é.pn** 
rement  analytique,  il  est  évident  que  la  constante  qm'il 
£ftudra  ajouter  pour  compléter  la  première  Intégrale, 
peut  renfermer  s  d'une  manière  quelconque^  qiie. celle 
qviW  mettra  à  la  suite  de  la  secoue  intégrale  doit 
être  considérée  ccmmie  une  fonction  quelconque  de  ^; 
et  cela ,  parce  que  toute  fonction  de  »  seul  doit  dis* 

«4.  • 


3^2  TRAltÉ   ÉLÉMENT  AIRS 

paraître  comme  une  constante  lorsqu'on  ne  dîfféi'éntie 

que  par  rapport   k  y ,  et  qu'il  en  est  de  même  d^ 

toute  fonction  de  ^ ,  lorsqu'on  ne  diiTérentîe  que  par 

rapport  à  x. 

L'ordre  des  intégrations  est  indififérent  (4o)  (*).  En 

«'occupant    d'abord,  de  la    variable  x  ^  on   aurait  eu 

j  dw  . 

à*u  d r     ^   ,    „  ....   » 

-— -*  =  -t-ïi- ,  et  de  la ,  on  aurait  tire  successivement 
dxdy  da;  • 

Ce  résultat  et  le  précédent  s'écrivent  comme  il  &uit: 

u^^ffkAyàx      et       u:=iffzixdj, 

en  faisant  passer  les  deux  différentielles  sous  le  der- 
nier signe  /,  ce  qui  est  permis  ^  lorsqu'on  observe  que 
cbaque  signe  n'est  relatif  qu'à  l'une  des  variables  en 
particulier. 

Pour  éclaircîr   et   confirmer  ce  qui  précède  >  soit 

«  =  -r-i — i  ;  il  viendra 

La  première  succession  d'intégrales  donne 

résultat  dans  lequel  X!  représente  une  fonction  arbi- 

(^)  M.  Gauchy  a  montré  que  ceci  nVtait  plus  géDéralemenC 
▼rai  »  lorsqu'il  s'agissait  d'intégrales  définies  ;  on  en  trouvera  des 
exemples  dans  la  de'termination  de  quelques-unes  de  ces  intégrale», 
il  la  fin  de  cet  ouTragc. 


I 
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traite  de  x^  «ajoutée  pour  compléter  l'intégrale;  en 
intégrant  de  nouveau  par  rapport  à  ^^  et  faisant 
jT^'djf  =  X,  on  trouve 

=y^arc(tang=:0+X 

Uintégcale.l  — arc  f  tang==  -  )  s'obtient  en  série ^ 
en  mettant  an  lieu  de  arc  rtang=  -  j  son  dévelop* 

pement -^  —  ~  -f-  =-j  —etc.  (20a)  j  et  comme  il  faut , 

après  cette  intégration^  ajouter  une  fonction  arbitraire 
de  j^;  en  la  désignant  par  Y,  on  aura  enfin 

JJ  ^F+i^-^^^^    x^^^    ^5?^^     ^*^- 

£n  Opérant  dans  un  ordre  inverse,  d'après  la  seconde 
succession  d'int^ales ,  on  trouvera 

=/7«rc(tang=î)+F. 

Mais  si  l'on  observe  que 

arc(tang=^)  =^- arc  (tang=^), 

on  aura ,  après  la  dernière  intégration  et  Paddition 
d'une  fonction  arbitraire  de  *, 
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et  comme  on^at  oomprendre  le  ternid— ly  dans  k 

fonction  arbitraire  Y,  ce  résultat)  gui  se  changera  par 
là  en 

sera  le  même  que  lé  précédenf^  ainsi  c^u'on  peut  s'en 
.€0nvAiiM;re  en  mettatil.pour  aroltang^x- j  éoù  défe- 
loppéttient. 

.  2,^2.  fjprM^ue  l'on  regarde  jj^djvd/  comme  expdr 
mant  le  volu^mi  d'uj^  corpii,  il  fa^.aypîr  ^açd  ai^f 
b'mites  etxtre  lesquelles  doit  être  prise  chaque  intégrale^ 
et  qui  tiennent  à  la  nature  des  suir£fiiaes  par  lôsquplleslfi 
corps  proposé  est  terminé  latéralement.    - 

'  Le  ésa  le  phis  sîihpiet  est  eelcii  oh  lé^  corps  tetienité 
par  quatre  plans  ^  p&i>âlftlés  deul  à  deux  aux  |ltm 
coordonnés  CAD ,  BAD,  En  supposant  que  les  pre- 
miers répondent  aux  abscisses'  «  =  à ,  v^sritl ^  et  les 
seconds  aux  abscisses ,xç=:&«  y:=^b'f  qu  prendra  l'inté- 
graley^sdLr  »  depub  jp=a  jusqu'à  ai=za%  en  y  regardant 
d'ailleurs  y  comme  constant  ;  et  nommant  P  le  résulta 
obtenu^  il  restera  à  prendre  l'intégrale  fPày^  depuis 
^=i=ô.  jusqu'à  j/'=:S'« 

Lorsque  le  corps  proposé  e&l  terminé  Iiatéralement 
par  des  surfaces  couines ,  les  valeurs  extrêmes  de  l'ane 
des  variables  sont  liées  avec  célTes  de  Paûtre  ,*  ainsi 
qu'on  va  le  voir  dans  l'exemple  suivant ,  où  il  s'agit  de 
trouver  le  volume  tfune  sphère  dont  le  centre  est  te 
A  >  et  dont  le  rayon  est  égal  an 


On  a  «*  4" «y *+**'=*'*>  €t,j#r  coi^aéquettt 

puii,  en  suppesatit  ^  constant  et  f^'^jf^:=ssr*y 
on  trouve  /ad*  :±ifdx\/r^—»*  ±;i «*//•—*• 


+  i/-arc(sin=^J)(a4d): 


Cfla  posé,  rîntégrale.yidjf,  exprimant  V^ire  .de.  là^ 
section  faitç  dans  la  sphëre,  parallèlement  an  plan  des 
xafetk  la  distance  j4Q  s=sy ,  doit  ètra  prise  entre  ks 
limites  éê  cette  section ,  qui  éont  d'une  part  ie  plan 
CAD  f  et  de  Fautre  le  cercle  BFECf  suivant  lequel  la 
spbëre  rencontre  le  plan  SAC.  k  k  prefniëre  limite 
«  =  o,  à  là  seconde  xts  QF;  mais  cette  dernière  est 
liée  avec  AÇy  car  en  frisant  «rsao;  on  trouve  x^y^^^scg^ 
pour  l'iqtiàtiDB  du  cercle  BFEC ,  iTôfa  il  snit  que. . . 

QFt=z  V  r* — AQ  =  V^r*  — jK*='*'î  «1  pa^  conséquent, 
pour  use  valeur  quelconque  dt  ^>.  lesiraJenAs  e&trèuMS 
de  X  sont  o  et  r  . 

An  mojen.de  ces  valeurs ,  le  résultat  obtBnu  plus  haut 

se  réduit  à  7  /%  puisque  arc(sins=:  i)  =  -  ,   et  Pinté- 

grale  fiyffsAà  dévient 

Cette  dernière  doit  être  prise  depuis  la  plus  petite  va- 
leur de  yi  que  je  supposerai  bulle  ^  en  fermant  de  ce 
côté  le  corps  par  le  plan  BAD ,  jusqu'à  la  plus  grande, 
qui,  dans  le  cas  actuel,  est  AC  =z  r  :  le  volume  du  seg- 
ment ABCDy  qui  est  la  huitième  partie  de  U  sphère, 
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sera  donc-^,  et  pa'i^  cottséquent  le  Tolume  de'la'^  spbSre 

4»r*    "  "    :  ■ 

entière  sera  ~—. 
^    -*  • 

Il  est  à  propos  de  remarquer  qu*on  peut  obtenir 
immédiatement  le  Tolume  de  tout  l'hénaispbère  supé- 
rieur au  plan  BAC,  en  prenant  la  première  intégrale 
depuis  0?  =js: —  {/r^ — y*  jusqu^à  a?=  -|-  V^r"  — j'*  ;  car 
dans  ce  cas  les  valeurs  extrêmes  de  or  se  terminent 
départ  et  d'autre  à  la  circonférence  du  cercle  BFJSC, 
dont '^C est  le  rayon,  et  Pon  a  la  valeur  complète 

^  /idaP5=r-  C'^— J^*>  Prenant  emui^e  Tistégcale 

dans  tx>tfte  riétend^iede^la  partie  de  Paxe  des  j  comprise 
dans  le  cerde  BF>EC ,  Vest-è*^ird  depuis  l'extrémité 
de  son  diamètre,  située  derrière  le  plan  BAD,  oh  ^y= — r, 

jusqu'à  l'autre  extrémité  C,  où  y2s-+.r,  on  trouve  -^  ; 

et  en  doublant  on  a,  comme  cî-dessusy  -^v"    pour  la 

spbère  entière. 

d'jB.  En  considérant  les  différentielles  comme  les. 
accroissemens  infiniment  petits  des  variables,  on  peut 
négliger  la.  différence  du  prisme  tronqué  M^N ,  an 
firisme  complet  ayant  pour  hauteur  M^M,  et  le  regar- 
der alors  comme  formé  de  petits  parallélépipèdes  ayant 
pour  base  le  rectangle  3fmN'n\  pour  hauteur  àz,  et 
étant  par  conséquent  exprimés  par  da;dj)/d«.  Pour.obtenir 
la  somme. des  parallélépipèdes  contenus  dans  le  prisme 
QBtieir^.  il  faut  intégrer  cette,  expression  par  rapport  à 
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z  s^v^emeaty  ce  qui  4oimera 

comme  on  l'a  trouvé  ci»  dessus. 

On  observera  ensuite  que  Ta  valeur  complète  de 
djfzix  est  Vexpression  de  Ja  somme  des  parallélépi- 
pèdes contenus  dans  la  tranclie  FHQqhf,  comprise 
entre  deux  plans  parallèles  au  plan  BAD  des  xz\ 
jTL^xs  fzAx  étant  Taire  de  la  section  \PiîQ ,  îl  s'ensuit 
que  la  tranche  infiniment  mince  PîSQqlif^eul  être  re- 
gardée comme  égale  à  FH'Q  X  Qq  j  Q'est-à*dire  à 
Faire  de  la  courbe  qui  lui  sert  de  base^  multipliée  par 
Pépaisseur  Qq.  Oii  toit  enfin  que  fdyfz&x  exprime  la 
somme  de  toutes  les  tranches  semblables  comprises  dans 
le  volume  cherché.  •    >  <  . 

Il  est  évideîit  qu^dd  représente  toutes  ces  opérations , 
en  > cqnsidérantF-intégifale  triple  fffàxàyàst  dont  «diaqtie 
signe  se  rapporte  à  l'une  dès  variahles  ic,  ^  et  a. 

2^4-  ^^  général,  s'il  faut  déterminer  la  portion  du 
corps  proposé,  terminée  latéralement  par  le  cylindre 
élevé  perpendiculairement  au  plan  BACfJig,  54,  sur  F10.S4» 
la  courbe  donnée  E^N'G',  on  prendra  l'intégraley^dx^  ^ 
depuis  XT=AP  jusqu'à  ar=-^/>,  afin  que  l'expression 
dyfzdx  devienne  celle  de  la  tranche  MM'N'Nnnm'm, 
les  lignes  AP  et  Ap ,  respectivement  égales  à  ÇA/' 
et  QN',  seront  données  en  fonction  de  AQx=y^  par 
Péquation  de  la  courbe  E'N'ff  dont  elles  sont  les  abs- 
cisses ;  en  les  représentant  par  JF^y)  et  f{y) ,  on  devra 
prendre  fedx,  depuis  x^=iF{y)  jusqu'à  x'=s:y{y)^ 
ce  qui ,  comme  l'on  voit ,  introduira  de  nouvelles  fone* 
tiôns  de  y  que  z  ne  renfermait  pas,  et  pourra  aug- 
menter ou  diminuer  la  difficulté  de  la  seconde  inlé^ 
gratioQ.  Pour  obtenir  ensuite,  dans  ceiie'Ci , là  i^leiir 
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totale  de  l'espaee  cherché  >  ou  ta  sotliiike  des  itmdbi6é 
dont  on  a  déjà  l'expteesioB  générale)  il  faudra  prendre 
fàyf^àx^  depuis  y:=zAF  jusqu'à  j^==  AH,  valeurs ^t 
répondent  aux  limites  K  et  G'  de  la  courhe  EfT^Gr^ 
dans  le  sens  des  y, 

II  pourrit  arrÎTer  que  te  contour  Eflf&^  an  liée 
d^éu^  une  courbe  continue  ,  îùX  Vasseml)iage  de  plu- 
sieurs portions  de  courbes  différentes^  l'application  des 
principes  precédeas^à  ce  cas  est  trop  facile  pour  qu^il 
soit  besoin  de  s'y  arrêter. 

y^*  On  panfieBt  à  l'expression  gte^ale  4e  la  dif* 
£érentieUe  de  Faine  d'unie  surface  courbe  »  en  imaginant 
ne.  53.  cette  surface  partagée  en  aonesi  teUes  quie  EGgé^^*  5î| 
par  des  plans  parallèles  à  l'un  des  plans  ooordon«éS| 
et  en  concevant  que  chacune  de  eetfaones  sOit  décou- 
pée en  portions  quadrangulaires  MmNn,  par  dès  plans 
parallèles  à  un  autre  plan  «bordoUné»  Â.  l'inspeetioU 
de  la  figure,  on  voit  que  l'aire  DGMff,  que  je  repré* 
senterai  par  s>  s'accroît  du  quadrilatère  curviligne 
GMmg,  quand  *  augmente  de  Pp ,  et  que  ce  quadri- 
latère s'accroît  de  MmNn ,  quand  y  rient  ensuite  à  laug- 
menter  de  Qq.  Un  raisonnement  semblable  à  celui  du 

.    ,       ,    1.    .      ,  ,       ifmNn 

n*  ^70  fera  voir  que  la  limite  du  rapport  de  j,uJ   ■  .ar 

est  &ale  aii  coefficient  difierentiel  %   ,   . 

nsûy  ■ 

Pour  parvenir  à  cette  limite ,  on  observe  d'dbord 

que  les  quatre  plans 

niM    et     'N*ny    nM    et     iV^w*, 

pàraOëles  deux  à  deu!t  aux  plans  des  jns  et  des  yatf 
et  qui  déterminent  le  quadrilatère  coftrbe  MmPfn^àéLer' 


jttiixif»itau8ii,aur  le  plan  Ufàgeatau  ^nt M, fig.  55 ^  Fia.55. 
im  p«raUékigranime  MXZY ,  sur  lequ^  toutes  les 
JigiM»  tirées  do  point  M  seraient  tangentes  aux  diverses 
sections  que  feraient,  dans  le  quadrilatère  *  courbe, 
des  plans. menés  par  l'ordonnée  M' M,  et  auraient  avec 
les  ânes  de  ces  seétions  un  rapport  tendant  sans  cesse 
vers  l'unité  (63)^  on  peut  donc  ^  dans  la  limite  cher- 
ohée>4ldbstituer  au  quadrilatère  oojurbeM/iiJV»!  le  pa- 
ipaUéiograniine  MXZXf  dont  Taire  est  k  celle  de  sa 
projection  M'm'N^ny  comme  le  çajon  est  au  cosinus  de 
l'angle  compris  entre  le  plan  tangent  et  celui  des  xy  (^). 
Or,  la  normale  MG  et  Fordonhée  M'M  étant  respecti- 
Tement  perpendiculaires  à  ces  pTans^  l'angle  qu'ils  com- 
prennent sera  égal  ir  OMWy  et  aura  par  conséquent 
|Jbur  cosîmi^V  '     ^    ' 

^^     /.    ..''    .  ■'  /  a  X  '  "" 

ee  fvi'ddD&Q 

on  a  dooo 

0&  il  faut  obserrer  que  d^/d«V^i+/>'+5'*^  représenté 
Paîrè  de  la  zone  FHhf,  fig.  53.  'ï«-5a> 

276.  Si  l'on  prend  encore  la  spliëre  pour  exemple; 
«QH  éfjuation  9c*-+-^*  ^♦«*c=ïr*,  donnera 

(^)  /^«tx'es  poar  cette  proposition  le  ]|«  60  dn  CompUwtmu  dêS 
Élemens  de  Géométrie  j  et  pour  ce  qui  procède,  le  Traite  ia-4% 
t.'IÏ,  p.  198,  note. 


38o  'rjuuTi  iuiufti^Aint 

posant  ensuite  r*— j'*=r  *,  cette  intégrale  deviendra 

qui ,  prise  depuis  ir  =  o  jusqu'à  x  =  r  =  V^ r* — y* ,  est 
égale  à  -,  et  ne  laisse  pour  la  seconde  int^ration  que 

Il  est  aisé  de  \oir  que ,  comme  on  n'a  pris  le  radical 
V^r*— 0?*— j'*  qu'avec  le  sigae  +>  on  n'a  du  obtenir 
que  la  portion  d'aire  supérieure  au  plan,  des  iPj^  que ,  de 
plu5>  les  limites  assignées  à  x  n'embrassent  qu'une  moitié 
de  la  partie  supérieure  de  la  zoneperpendicnlaireà  Faxe 
des  y,  et  qu'ainsi  la  zone  entière  serait  exprimée 
par  2^rj  ,  c'est-à-dire  par  la  circonférence  d'un  grand 
cercle  >  multipliée  par  la  portion  du  diamètre  compris 
entre  les  plans  qui  terminent  cette  zone,  résultat  con- 
forme à  ce  qu'on  a  vu  dans  la  Géométrie  élémentaire. 
Quant  aux  limites  dé  j^,  il  est  évident  qu'il  faut  prendre 
—  r  et  -}-  r,  lorsqu'on  veut  obtenir  l'aire  totale  de  la 
sphère. 

277.  L'application  de  l'Analyse  à  la  Mécanique  cooi-* 

dnit  souvent  à  des  intégrales  triples  de  la  forme 

ffP^AxAydiZy  dans  lesquelles  la  fonction  ^peut  reu-r 
fermer  les  trois  variables  x,  y^  Zy  considérées  comiœ 
iBdépendattte9  les  unes  des  autres  ^  en  sorjte  que 
chaque    signe  d^intégr^tioa   ne   tombe  que  sur  une 
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d'elles  en  particulier  (273).  Il  est  aisé  de  yoir  que 
ces  intégrales  proviennent  de  la  détermination  d'une 
fonction  u  dépendante  de  trois  variables  *,  y,  m^ 
et  dont  on  ne  connaît  que  le  coefficient  dUPérentiel 

j  ,  j  ,  donne  par  lequation  ,  .  ,  =  F',  car  on 
dxdjrdz  ^  ^  dxdydz 

tire  de  là,  en  opérant  comme  dans  le  n^  ^71;  !*•  en 

regardant  x  et  y  comme  constans  y 

d^u      -,  __ j  d'z^  __    '  ^^^^rzrA     ij- 

dxàyiz  Axày   v  '   dxày  1^      f    . 

T*  étant  une  fonction  arbitraire  de  «  et  de  ^  ;  2°.  en 
regardant  x  éi  %  comme  constans  ^ 

T'  désignant  la  fonction  axJiitraiTe  de  :v  et  de  y^  résnl-f 
tante  deJT"dy,  et  S'  une  fonction  arbitraire  de  s  et  de  «  ^ 
3-®.  en£n ,  en  regardant  yeiz  comme  constans , 

~dx=::dxfàyfFdz+Tdx+S'dx, 

""    u=fdxfdyfFdz+T+S+R, 

7*  et  «S^  représentant  des  fonctions  arbitraires  résultantes 
de  fT'dx  et» de  /S^dx,  et  7Î  étant  une  fonction 
arbitraire  de  ^  et  de  «  :  l'intégrale  complète  renferme 
donc  trois  fonctions  arbitraires ,  savoir ,  une  de  x  et 
de  y  f  une  de  x  et  de  a,  et  une  de  y  et  de  z.  En  réu- 
nissant les  différentielles  sous  le  dernier  signe  d'intégra- 
tion ,  fdxfdyfFdz  devient  ffp^dxdydzy  et  a,  sous 
cette  dernicre  forme /la  même  signification  que  souslâ 
précédente. 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  00  re-* 
Tiendra  du  coefficient  diffièrentiei  d'un  ordre  quai- 
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oonque  d^uae  fonction  de  plusieurs  Tariables^  à  cette 
fonction  elle*ni4me.  Les  fonctions  arbitraires  intror 
dttites  ici  n'ont  rapport  y  con^me  dans  le  n**  s^a, 
qu'au  cas  où  lès  intégrales  sont  prises  entre  des  limita 
pour  lesquelles  les  variables  « ,  ^  et  is  sont  indépen- 
dantes  les  unes   des  autres;  mais  le  plus  soayent, 

Fintégrale  relative  à  z  doit  être  prise   depuis 

s  =  F(jts ,  j')  jusqu'à  if  ;f/C« »  J') >  ^  «^ /étant  des  fonc- 
tions données,  l'intégrale  relative  à  ^^  depuis  ^:=;Fi(jr) 
jusqu'à  y=fi(x) ,  et  enfin  l'iqtégrale  rdalive  à  «^. 
depuis  s  =7  a  jusqu'à  x=sa.  .• 

De  VintégratUm  des  différentielles  totales  con- 
tenant  plusieurs  variables  indépendantes*    •: 

278.  Les  fonctions  contenant  plusieurs  variables  in- 
dépendantes, ont  deux  sortes  ds  difféf^MielleB ,  savotr>V 
des  différentielles  partielles  et  des  diffî^epti^Uçs  to^ 
taies  (4^)  ;  on  a  déjà  vu  dans  les  n***  37 1,  ^37,  comment 
on  pouvait  remonter  d'une  différentietle  par^^elle  ex- 
primée par  les  variables  indépendantes,  à  Fa  fonctioii 
primitive,  et  que  ce  problème  est  toujours  pc^sible^ 
puisqu'il  se  rapporte  immédiatement  à  l'Intégratioii 
d'une  différentielle  à  une  seule  variable.  Il  n'eims^^plEis' 
de  même  quand  on  prend  au  hasard  une  expression 
de  la  forme  Mix  +  JVdj^/pour  la  diffârentîelle' totale 
d'une  fonction  de  trois  variables,  jgarce  que  l'équation 

^_  22  «_.  (^o)  établit  I  entre  les  quantités  M  et  2V, 

une  relation  sans  laquelle  elles  ne  peuvent  dériver  d'une 
même  fonction  priniitive. 
En  effet,  si  Pon  pose 

Auzs:MAM^Này, 
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il  en  résulte 

—  T=zM    —  =  iV    ~  =  ^     d^_dJV 
ds  '  dy         '  dyd*       dy  '  d^r^^d^' 

et  par  conséquent 

di^_dA^ 

dy        djp* 
Il  faudra  donc  que  toute  expression  Mdx  +  Ndy, 
quand  elle  «era  la  dURrentîcltc  totale  d'une  fonction 
des    variables   x  et  y,  rende  identique  Péquation  ci- 
dessus  ;  et  alors,  pour  ranonter  à  son  Intégrale  21,  on  aura 

^^dx'  ^~dy  *  ^^^  *'^°  déduira  la  valeur  des  dif- 
férentielles partielles. 

En  prenant  celle  de  la  différentielle  relative  à  x.  par 

A 

exenaple,  U  viendra  ^^xss^Màx^  et  par  conséquent 

"=/2My^-j-  Y.  On  ajoute  dans  ce  cas,  comme  dans 
celui  du  n*  271 ,  une  fonction  arbitraire  de  y^  puis- 
que l'intégration  n'a  eu  lieu  que  par  rapport  à  la 
variable  x;  mais  ici  cette  fonction  se  détermine 
parce  que  la  valeur  de  u  doit  satisfaire  encore  à  l'équa- 

tionA'cs-r-. 

dy 

L'équation  u  =s/Jtfdx  +  Y  donne 

.   Au_dfMdx      UlY 
dy  dy     '^  dy^ 

représentant.  fMdx  par  i^,  09  aura 

du      d\f  ,  dF       ^, 

d'oli  FoB  tirer»  . 
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et  en  intégrant 


dy-^    dy 


on  trouvera  donc 

telle  est  l'intégrale  de  la  fonction  proposée. 

Ce   résultat  fait  voir  que  la    fonction  N  —  j-  ne 

doit  renfermer  que  la  seule  variable  jy»  «ans  guoi 
il  ne  serait  pas  vrai  i  comme  on  l'a  supposé,  que  Max 
et  iVdy  fussent iesdifférentielles  partielles  d'une  même 

fonction  u.  Il  suit  de  là,  que  la  fonction  iV  —  ^,  ne 

contenant  pas  x ,  ne  doit  pas  varier  par  rapport  a  œtte 
quantité,  et  qu'ainsi 

'      diV       dV,      " 

—  ^M         ■»  z=r  o  ; 

dx      d«4y 

'mais  on  a 

dV  _   dV dx    ^^    Éî!— Af; 

dxdjK       dyàx^^  dy  '  d* 


il  vient  donc 


dV        dM        dN      dM      ^ 
dacdjrT  df         dx       4y 


•  Cette  conditicm ,  trouvée  f^u*  liaut ,  est  par  cwàséquent 
la  seule  nécessaire  pour  assurer  l*tntégrahilité  de  la  dif- 
férentielle Mdx^my\  et  quand  elle  n'est  pas  remplie, 
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l'expression  proposée ,  ne  pouvant  résulter  de  la  diffc- 
^entîMion  d'^iae  fonction  prîmitÎTe  à  deux  variables  >  ne 
«auraîit  être  «ne  différenlïelle  exacte. 

ano.  La  fonction  •2-—--- — ^  étant  ^rite  aî^st^ 


'^onoc  5uccesstvçment 

d^_  ^'—j^  _diy 


4d*^tk  u  =:  arc  T  tang  :=  -  j  +  y; 

Oifférentiant  et  faisant  tout  Tarîer ,  on  trouyera 

*^  +^  . 

jcompacant  avec  la  fonction  proposée^  en  aura 

dF=o,,  d'où  F=^coo«/., 
uet  p£r  conséquent 

(^)  Je  me>sj]u  afrrélé.«nç  r&Lt9  ii^tegraiioa  ,^parce  qa'clJe  sert  (k 
t)Me  à  une  d^îmonstration  très  cieg«mc  du  principe  de  )a  coinnofi- 
uûon  des  forces ,  donnée  par  M.  LaplîCce,  daôssa  M-écùnique  c^Usiel 
>£alc,  intégr.  25 
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Soit  encore  la  fonction  

en  la  comparant  avec  la  formule  Max  +  Ndy^  on  a 

d'où  l'on  déduit 

àM      ^y+Vx^+J"  ,  y; 

diV_2y+ai/]^H^V 


ces  valeurs  étant  réduites ,  donnent 

dj'         ^       x^V^x^+y""       ^' 
et  par  conséquent  la  fonction  proposée  peut  s*intégrcr 
immédiatement.  On  obtient  d'abord 

fMàx=^\x^^^+yf^y^+7: 
mais  l'intégration  par  parties  donne 


2*» 


et  faiwnt  t/^'-l^j'^ss^*,    on  trouve,    ea   opérant 
comme  dans  le  n*'  198, 
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donc      JM,U  =  k—  ^.  _-t£îi+Z! 


On  a  ensuite 

dy  a«»  **V*'+7 

d'où  il  résulte  î^2=;l^  +  «in«|f.,  «t  enfin 


«=!*- 


J'V^*' 


■  const. 


+ii(--^'-^^;^-'+-^)+. 


28a.  Les  différenlîelleç  ^swxtenant  un  nombre  quel- 
conque de  variables,  s'intègrent  |>ar  une  extension  de  la 
méthode  précédente ,  qu'il  suffira  d'appliquer  aux  fonc- 
tions de  trois  vàriablesi.  Suit 

Mix  +  ÎUy  +  Pàz 
une  différentielle  de  ce  genre  ^M^Ti^  P,  désignant  des 
fonctions  cle*,  jf  et  à^en^y  suppoSahl  alternativement 
dz,  Ay^  dx  nuls,  c'est-à-dire  en  regardant  tour  â  tour  is, 
y  ei  X  comme  constat! s  ^  oi:i  doit  successivement  obtenir 
trois  différentielles  exacte*  entre  deux  variables,  savoir, 

Màx.+Này^     Max  +Pàzi     J^Tày  4-Pd«, 
desquelles  il  résultera  nécessairem^it 


AM      àN  'àM      âP    dN      dP 

25. 


d^~  ^'    àz  ^  dx'   àî'^dy  ^^^^^- 
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Lorsque  ces  équations  de  condition  sont  vérifiées,  la 
différentielle  proposée  est  exacte ,  et  peut  s'int^rer  eft 
commençant  par  opérer  sur  Tune  quelconque  des  diffé- 
rentielles k  deux  rariablesquW  en  a  déduites.  Si ,  par 
exemple,  on  a  fait  à  la  première,  Mêx+Nily,  l'appli- 
cation du  procédé  du  n*  278,  et  que  le  résultat  soit 
représenté  par  ♦'j  on  aura 

Z  étant  une  fonction  de.  «  seul ,  et  proyenant  des  termes 
de  la  fonction- primitiine  cherchée,  qui  ne  contiennent 
pas  X  et  j<.  Gela  posé<»  si  l'on  difféi^entie  Téquation  ci- 
dessus,  en  y  faisant  tout  varier,  il  viendra 

^=di'     ^=^'     ^  =  dl+  d.-- 
La  dernîèie  de  ces  équations^  donne 


d'où 


Z  =  f(f—^^  -^-comt. , 


ponnru  que  P-^-r-  ne  eoatieiine  ni  jt,  ni  jr  :  on  doit 
donc  avoir        ., 

dP        dV  _         AP        d^i^    _ 
dï"~Ard»~^'     dy       dyàz^    ' 

ce  qui  revient  à  ^ 

dx        dz  ^      dy       d%      .    ^ 

en  întenrertissant  Tordre  des  deux  différeotiations  indi- 
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qaées  sur  r ,  et  mettant  pour  -p  et  y  leurs  valeurs  M 

et  N.  Les  deux  conditions  que  je  Tiens  de  trouver, 
jointes  à 

ày  "^  d* 

que  suppose  l-intégratîon  de  la  dificrentielle..  •• .  • 
Màx-^Ndy,  étant  les  mêmes  que  celles  qui  se  sont 
présentées  au  commencement  de  l'article^  font  Toir  que 
ces  dernières  sont  suffisantes  poor  constater  Fîntégra-^ 
bilité  d'une  fonction  différentielle  quelconque  à  trois 
\ariables;  et  lorsque  ces  conditions  ne  sont  pas  satis* 
faites^  la  proposée  ne  peut  dériver  d'aucune  fonction 
primitive  renfermant  le  même  nombre  de  variables 
indépendantes. 
£n  générai ,  il  est  visible  qu'une  différentielle  exacte 

comprenant  n  variables^  doit  présenter diflFé— 

rentielles  exactes  à  deux  variables  ,  ce  qui  fournit 
un  pareil  nombre  d'équations  de  condition;  et  de  là 
on  peut  s'élever  aux  conditions  que  doivent  remplir 
les  différentielles  des  ordres  supérieurs  :  mai5  elles  s'oA- 
friront  presque  d'elles-mêmes,  dans  le  Calcul  des 
variations  j  qui  entre  dans  le  plan*  de  cet  ouvrage , 
c'est  pourquoi  je  ne  m'y  arrêterai  pas  ici  (*). 

a8i.  Le  procédé  suivi  pour  obtenir,  dans  le  n°  278, 

leipression  de  y-,  équivalente  a  -^^ — -^,  conduit  a  une 

formule  très  utile  9  qui  apprend  à  diff^rentier  soiis  le 
signe  /,  par  rapport  à  une  autre  variable  que  celle  à 
laquelle  il  se  rapporte. 

(*)  f^oyez  d'ailleurt  le  Traité  in-4''»  t.  îf ,  p  a32. 
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Eli  effet,  réquation 

dxdjr       dy  ' 


revenant  a 


,  4*..       djK      .  djf  ^y 

êli'^èéà#(d«6  membre»  deTèelté  denrièk»6  éitmtiatégvc 

en  remettant  pdur  ii  sa  talwr  /BHi?'  (*);' 

'  '  ,  /'  '  '  ; Il 

(*)  Leibnùz/&  quî  ce  ' tiH^orèiiic  eft^'d&,  t'appelait  c2ç|fere/zfia- 
tio  dû  citrvd  in  eurvamy  parce  que  daiiftla'î[aesûon  qa?il  m  pr<^ 
posait  de  résoudre,  il  passait  d^uoe  courbe;  ji  une  autre  de  même 
espèce,  e|i  faisane  varier  nue  consiste.,     > 

On  j  parvient  aussi  en  chercLant  immédiatement  ta  différentielle 
de  fMàxj  par  rapport li y;  car  il  est  é'iiàént  qttc'|)oar  oBteAiv 
cette  di^rentielle ,  il  ûioi  ttohêUmtv  y^'^h^  à  ^  xtio*  la  Ibo^ 
tioa/il/dry  qui  fk^iljtt  al«^ 

=:/>/di+djr^^iffx  +  etc.,  ^'  • 
puisque  le  signe/  n'est  rebtif  quî^à  la  Tariable  t{  on  aura  donc 


f 
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De  ^intégration  des  équations  différentielles 
à  deux  variables. 

De  la  séparation  des  variables  dans  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre, 

282.  Dans  ce  qui  précède^  faî  supposé  que  les 
coeffictens  différentiels  de  la  fonction  eherchée ,«  étaient 
exprioiés  immédiatement  par  le  moyen  de  la  variable 
indépendante;  mais  le  plus  souy^ai  on  n'a  qu'une  équa- 
tion différentielle  qui,  renjFerfne  aussi  cette  fonction. 
Pour  le.  premier  ordre  /  r4quj»tion  différentielle  , 
lorsqu'elle  est  du  preniîiér  degré  paf  tapport  h  Ax  et 
à  d^,  a  néoessairemwtU.iin^me  i^d^riri^dj'=^  et 
elle  exprime,  ainsi  qu'on  l'a  fait  Toir  n*  Ifij  une  re- 
lation entre  la  rariable  Xj  la  f^pctÎQn  y  et  sor^  coeffi-» 

dv.  '  .      ^       \  ' 

cîent  différentiel -7^.  *    '       '\     -         ■ 

Le  moyen  qui  s'est  offert  le  premîcfr  atilAnalyites, 
pour  découvrir  l'équation  primitive  dont  celle-ci  tire 
son  origine,  a  été  de  cherclieir  à  séparer  les  variables, 
c'est-à-dire  à  ramener  l'équation  MAx  4-  iV(Lly=o  à  la 
forme  Xd»  +  YAy  =10,  X  étant  une  fonct ion  de x seul , 
et  Y  une  fonction  de  y  seul.  £n  eBbt,  lorsqu'on  est 
parvenu  à  ce  point,  les  termes  Xdx  et  Ydy  s'intègrent 
par  les  méthodes  enseignées  précédemment^  et  Ton  a 
pCàx'^' priy'=^  C,  C  désignant  une  constante  ar- 
bitraire. 

Pour  donner  un  eiemple  àes  cas  où  l'équation 
différentielle  se  présente  immédiatement  sous  la  forme 
d'^dessus,  soit  o^Ax+y'^Ay  =oj  on  trouvera  sur-le- 

champ  — -—  +  -i^- —  =  C. 
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Sî  rérjualîen  proposée  était  yd»  — *  arfyrrr  a-,  Ta 
séparation  serait  facile  a  effectuer,  car  l'ott  volt  qu'en 

divisant  par  xy,  on  trouTerait ^  =  o;    prenant 

X         y. 

séparément  Fintégrale  de  cliaque  icrme  de  cette  der- 
nipre,  on  aurait  Ij?:— ^'=;<7,  eu  1  -  =C,  et  puisque 
Fon  peut  regarder,  la  oMMtante  arbitraire  comme  u» 
TogarlfTxme  >  on  en  conclurait  1-  =Ii;.  En  passant  aux 

nombres,  il  viendrait  -  =<?,  our  a:=r;cy. 

.         •  -^        -.      .      .  J  ..      ..:    .. 

Après  cet  esemplë^oti' rèi[}OB«ia#t  «an»  peine  que  la 
séparation  des  yariah1ei$  s^ofi^ctu^rA  !  de  la  méAae  manière 
dans  les  équations  F(}jr-*-Xdj^^o,X'yidjr*^FArkdy=ro'; 
car  la  première  donne  ■-  *  i  .   . 

àx    "dy  *^     ■      / 

^-:^»o,      .    • 

et  la  secomîe 

XHx'    Ftly  ■     ," 

En  général ,  st>  lorsqu'on  prend  la  valeur  da  i^  dans 

'     dy 
proposée,  on  trouve  '^^=.XY^  il  i 

d'en  tirer 


'     dy 
l'équation  proposée,  on  trouve -p=:-YF,  il  est  facile 


JVdx^-^: 


et  par  conséquent 

283.  Il  y  a  encore  un  cas  trè»  étendu  eu   l^ou  se- 


^^-c 


r 


pare  facilement  le»  vauiaWe*;  c'est  Ior8(|ae.  M  et  N 
sont  des  fonclîom homogëoes  de  xeX  de  ^.On  s'appuie 
pour  cela  sur  ce  que,  sij  dans  une  fonction  algébrique 
des  quantités  x ,  y ,  z ,  etc.  j  où  la  somme  des  exposons  de 
chacune  de  eer  lettres  eat^lc^  mimepotpr  tças  lets  tfrmes, 
et  égale  à  m,  on  substitue  Px  à  y^  Qx  4  Zj  etc.^  le  résulta^ 
sera  divisible  par  x".  En  eflet,  an  terme  quelconque  de 
cette  fbnotiov étant  de  laioFin^v^^v'^ffif-^,  cJ^Vji^eadrtï 
par  la  substitution  indiquée,  APi'Q^., . . . ^p"'^''"^';*'***'-  \ 
maî^  par  l*hypollièse  on  à  dans  tbàs  les  iëhncs... 
B  4"^  +  S^  +  etc. . . .  =  /fe  :  donc  x^  sera  facteur  com- 
mun. Il  suit  de  là ,  que  sî  la,  fonclîon  proposée' était 
égalée  à  zéro,  ou  bieià  qM'^Ue.fûtfupe  fraction,  ayiant 
pour  nuinérôt«ujr  et  ppur  détTomînatottr.deo:!.  pplbynoine» 
liomogènes.  du  mQtyye.ilegréy/lajq^antité^vdl&paraitrait 
entièrement  du  résultat.  ,     ,.      : .  /  .    , 

D*après  ce  iqiii  précède,,  iï  suffit  de  faire  y=.xz^ 
pour  séparer  les  variable&dansl^quation  A/dx+iVdj'— o. 
En  effet  ^  les  fonctions  M  ^X.  N  prennent  la  forme  Zx^9 
Z,**",  Z  et  Z,  ne  renfermant  que  Ja  nouvelle  \a* 
riable^;',  divisant  silprs  par  «af*",  et  mettant  pour  dj^sa 
Taleur,  ;sdar  +  A;dj5,  il  rient  Zdjc+ Z,(adflf -f-ard«)=o, 
résultat  qu'on  p&ut  obangpr  en  . 


d* 


Z,d2 


et   d'où  l'on  tire 


rdx     r  z,âz    _ 


J*appliquerai  d'abord  cette  transformation  à  Téqi 
tion  î   -^ 

xix  -f"  y^y  =  nyAx 
qui   devient  >  .         , 


/ 
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(x'^ny)ix  +  :yày  =  o, 
en  passant  tous  les  termes  dans  un  membre;  j'aurai 

peut  se  simplifier  len  obseryant  qne 

car  il  Tient  alors  ■     •►;' 

L'intégrale  qui  reste  à,. obtenir  dépendra  des  loga- 

ritbmes'si  ^>  i ,' dëk  arcs  Se  cèrtsW  sî  -  <  1*5  et  sera 
2  2 

»a  /    *       ■      ■     "  ^     ' 

algébrique  si  -  =  i.  Je  ne  rapporterai  que  le  résultat 

relatif  à  ce  dernier  cas  :  /  — — — — — -  devient  alors 
J  I  —  nx  -t-  «• 

et  l'on  a  par  conséquent  Ijc  + 1  (1  —  «)  H =C,ou 


1(^7 — y)-^  =i:C,  en  remettant  pour  z  sa  ?a- 

leur^. 

Le  terme peut  être  changé  en  un  logarithme , 

X  —  y 

en  observant  que,  par  la  définUîon  des  logarithmes 
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népériens,  une  quanti (é quelconque  ia  ost  te  logarithme 
du  nombre  c";  et  d'après  cette  remarque,  on  écrira 
i'équatîon  précédente  sous  la  forme 

/^    .  l(*-^\^)+le4>  =  Ic, 
dont  on  déduit  successivement ,  ^ 

f^  ...  -^^     ^  ^^'  '   *  "    "'       '^  "^    ■     i. 

Il  est  à  propos  de  faire  attention'  à  celte  _m^tttère  de 
passer  des  k^rithmes  anmotttbres^  parce  iquVm  Feot- 
ploie  souvent. 
Soit  encore  à. intégrer  Péquation 

'  «4y-ii^  ,ydar=  dx  V^J?*X3^« 

Efe  feîsâht^i=slar^V  etdl^iSntt  pit  x  iotis^s  termes  r 
vé\mh  ^aipun'sçal  njcmhç^,  op  trouvera 

darV^i-f-a*  —  jpd«  =  o,., 

ce  qui   donnera  "  ' 

:  o. 


A?         '    S/l  +  Z- 

Onobtiendra  ensuite,  par  l'intégration  de  chaque  terme 
en  particulier. 


et  remettant  pour  z  ^  sa  valeur  ~  ,  il  viendra 

eu  multipliant  les  4eux  t^rnifes  du  prfîmier  membre 
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par  ^—  V^x*+j*  :  faisant  disparaître  le  radical^  oit 
aura  enfin  or*  =  e*  +  2<?y. 

284*  L'équation 

(a  +  77wp  +  7iy)d*4-  (^ +/>*  +  S'yîdy  =  o, 
peut  facilement    être  rendue  homogène.  En   substi- 
tuant t  +  tt  à  la  place  de  x,  et  tt  +  /3  à  celle  de  ^, 
on   a  djr  =  d^,  iy  =  du^ 

on  f%it  disparaître  les  termes  constans>  en  posant  les 
équations  a  +  ^^m  +  /ijS  =  o,  t  +  jd^ -|-  y/8 = o,  au  moyen 
desquelles  on  détermine  les  quantités  «  et  /S ,  et  il  reste 
alors  l'équation  différentielle 

(mû  +  nu)dt  +  (pi  +  ^u)d£«  =  o  , 

homogène  par  rapport  aux  nouvelles  Tarîahles  u  et  A 

La  transformation  précédente  est  Ta  même  que 
celle  dont  on  se  sert^pour  changer  l'origine  des  coor- 
données sur  un  plan  (Trig,  122)  :  elle  ne  donne  iucun 
résultat  quand  mq  —  nj»  =  6,  cas  dans  lequel  les  va- 
leurs de  «  et  de  iS  deviennent  infimes;  mais  alors  on 

a   ûT  =  -i-     d  ou 

^         m  '       ,       ,  '       • 

px  +  qy  =  E^(mx'^ny), 

et  l'équation  proposée  se  changeant  en 

aàx  +  bdy  •+-  (//mt  +  ny)  (dx^^dyj^rzo, 

il  suffit  de  faire  mx-^ny  =  Zy  pour  y  séparer  les  va- 
riables. 

£n  substituant  cette  valeur,  ainsi  que  celle  dedj', 
qui  en  résulte,  et  dégageant  dx  ,  on  trouve 


^  (bm  +pz)dz •  _  ^. 

amn  •—  bm*  -}-  [mn  ^^pn%)%         ' 

^équation  dont  l'intégrale  renfermera  des  logaritlimesy 
excepté  lorsque  mn — ^/7»=  o,  d'où  il  résulte 


^{amn — -im*) 


La  substitution  de  s ,  an  lieu  de  mx  -^  ny  ^  a 
changé  i'^qualion  proposée  en  nne  autre  oh  l'une  des 
variables  n'entre  q^e  |}ar  sa  différentielle^  et  il  est  facile 
de  voir  que,  quelle.que  soit  l'équation  sur  laquelle  on  ait 
produit  cet  effet  f  on  pourra  lui  donner  la  forme*... 
dx4-Zdis=o,  Z  étant  une  fonction  de  a  seul,  et 
qu'on  en  tirera  jf-}-/Zd«  =  C 

285.  La  séparation  des  variables  s'opère  d'une  ma- 
nière très  simple  sur .  l'éqnation  dy  n|-  Pydx  =  Qdx^ 
dans  laquelle  P  et  Q  dé$îg:ient  des  fonctions  quel* 
conques  de  x.  En  y  substituant 'Xs  et  i^dX-f-^tl^^au 
iiea  de  j^  et  de  dj^ ,  elle  devient 

sàX  +  Xd«  +  PXzdx=Qàx  ', 

la  quantité  X  étant  considérée  comme  une  fonction 

îndéternainée  de  x ,  il  est  permis  d'en  disposer  pour 

partager  l'équation  précédente  en  deux  autres  où  ies 

variables  puissent  se  séparer:  or,  il  est  facile  de  voir  que 

cette  condition  sera  remplie  si  Ton  fait  Xâ^+PX%dxz=io^ 

ce  qui  donne  sàX^xs  Qdx»  En  divisant  la  première  de 

ces  équations  par  X,  elle  se  réduit  à  d2*f-P2dv=p; 

âz    ' 
on  en  tire  —  +  Pd*  =  o  ,  la  -f-yPdr  t=zlc ,   et    en 

z 

passant  aux  nombres,  a = ce^^  ,  Prenant  ensuite  *  la 
valeur  de  dX  dans  la  seconde  équation^  après  y  avoir 
substitué  celle  de  z  que  l'on  vient  de  trouver,  on  aura 
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«t  par  conséquent 

puisqu'on  peut  changer  en  C  le  produit  arbitraire  Ce, 
ce  qui  montre  ^û'ori  aurait  pu.  faire  l«s=so. 

L'équation  cly  -+-  Pjfàx  t=  Çâx ,  remarquable  parce 
€(ue  la  variable  y  et  sa  différentielle  ne  s'y  trouvent 
qu'au  premier  degré,  s'appelle,  à  cause  de  cette  cir- 
cùnsiAncù,  ^qUatian  linéaire  du  prettiîeL^  ordre,  déno- 
mination que  f  ai  cru  devoir  changei*  dafis  celte  adéqua- 
tion du  ^«mier  degré  et  du  ^tÉmiér  Ordre  (*). 

286.  Les  preitaiers  Analystes  qut  Se  «ont  occupés  du 
Calcul  in^ég^l>  ((^ss^etitti^^lmtti^'  âiÉ^ 
par  ie  i?iombx*e[  de,  leurs  tfaroïes.  Pftps  :  celles  tfui  n'en 
ont  que  deu^x^  et  dont  ^  %W  4'1îi.p8?rf^P*^^"?^ 
^uf.z^àz  :?^  Au'zfàu^  les .  variable^  ,s0  'Séparent  s^-le*^ 
fpsmf  y  .pi^ifflju^'on  en  .tiir<5  ^z';-/^»  =^  ^'Tf4f*  i Wi?  ?/ 
n'en  est  pas  de  même  de^..  éiju^jti^ip^^.À^^.trc^s.^lefiafÇis^ 
comprises  dans. la  for;x\uIe  ,.,.  .^  ,  ^iî,  >..  ..<  « 
.  \ ^»4a5MteH^^i^»*dw»^oç «»*«^^*        . .    K» 

On  peut  lui  donner  une  forme  plus  simple' eii  divi- 
Wnt  tons  ses  termes  par  v^'^j'elle  devîendi^ 

y  '    • ,  ■  .y-T     •■•    • 

(*)  Le  mol  fiojfairi  ck  iw^ropre  j  ii  est  icktil'  k  l&  GéQiiiétn«« 
-et  en  rappliquant  m%  ^aqatk)Bs\  q<i  a.  qn^^n  vue  la  ligne  droite, 
4an8  ré^ttation  de  laquelle  Tordonnee  et  Tal^sciâse  ne  be  trouveot 
5|a'ato  «preiilîef/dêgrié  :  ion  né  simr&H  éfmèitef^ajfitiP^Qmute  foirâircs 
des  équations  telle*  que  .^T  ^"i^djc  =  ÇdJT ,  qpi  Ap|>articiinc(itie 
l^ius  souvent  à  des  cunrbes  transcendantes. 
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supposant  ensuite 

on  aura 
d'oJi 

et,  en  faisant  pour  abréger-, 

h—f  e—g 

il  en  résultera  l'équation.  dy.+  ^'<l»=^*"'i*' 

287.  Le  cas  lé  plus  simple,  a^^rës  celui  qui  rentre 
dansl'équatiou  du  premier  degré^  ^st  celui  oii  n=2  ;  on 
tombe  alors  sur  Téquation  Ay  +  hy^Ax  =:  ax^Ax ,  traitée 
pour  la  première  fois  par  Riccati^  géomètre  italien 
dont  elle  a  conservé  le  tùôrd,' 

Les  variables  se  s6^)areht  Ittimédiatemèht  dans  cette 
équation  y  quand  m  s=so  ;  ^lie^devîeoi  Ay^^y^Ax^zaAx^ 
et  donne  ,    , 

dx  =  -^=    '  T     -^     -  4^  —=^—=1. 
On  trouve ,  en  intégrant , 

Bout  chercher  à  rçndre^^  la  même  éq^iation  homo- 
gène,  on  fait  y=z&^\  elle  se  change  en 


et  prendra  la  forme  demaudée,  si  ir —  i  =2*  =rm,  ce 
qui  donne  it  =  — l,  et  suppose  qu'on  ait  j»=  — 2j 
il  vient  alors 

ds       tdA- gda? 

""  "^  +  "^  "~  jc*  • 

Je  ne  m'arrêterai  point  à  Tintégration  de  cette  der- 
nière équation;  mais  je  passerai  à  une  transformation 
plus  générale,  celle  qui  résulte  de  j^=  ^x^  +  ««a.  On 
trouTC  dans  celte  bjpothfese 

cl  par  conséquent 
x^iz  +  (.qx^"^  +  fibJxP^^  +  lx'^z)zàx 

Cette  équation  se  réduira  elle-même  à  trois  terme^^ 
5]  Ton  a  les  suivantes  : 

j5_i=2jt>,  pJ+bA^=o,  iz— i-/?+^,.£-Hî^'^=o. 
La  première  et  la  troisième  Vaccordent  à  xU)nner/?=: — i  ; 
on  tirede la  seconde  et  de  la  quatrième  ^==  j,  '^=1::— Î]S; 

'  i    '      z 
valeurs  qu4  conduisent  a  j  =  ^  +  ^ , 


je""d5  +  bx^h'^dx  =  ax^Sx , 
ou  th  +  bz^^Y^ax-^^àx. 

Ce  moyen  réduira  Téquation  proposée  à  Itomogéiiétlc , 
^  j»=—  2,  et  il  montre  de  plus  qu'on  pourra  séparer 
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les  yarlables  si  jto=  —  4 »  puisqu'on  %arà  dans  ce  cas 

Si  dans  Féquation  da  +  ia*—  =  a^«-+-adar     on  fait 

X       . 

«  3=  -7*.  il  vî/e»dra       ... 

posant  ensuite  ir^-^dx  ==  ^^  ;  oh  tronTera 


x"" 


^  "+• 


m  +  6  m-^-ô  ' 

puis,  faisant  pour  abréger 


zm 


,    m+3-"'  m+3-~"  ^'■~;^3 

op  tQioberà  .suf  réqu^^tion 

dy  +  b'y^dx'  =  cix'^àx', 

semblable  à  la  proposée,  et  par  conséquent  susceptible 
des  mêmes  tran&jÊormalions  :  la  séparation  des  Tariables 
y  et  x'  sera  donc  possible  y  après  la  substitution  de 

Si  cette  condition  n'ayait  pas  lieu ,  on  ferait  encore 
dam  la  trânsfonaiée  en  a',  ' 

.  CaUi,  miégr,  a6 


4oa  ThAiri  iLiMXNTAiBK 

771  +  O  771  +  *'  771  +  0  ' 

ces  expressions  I   pareilles   aux    précédentes^  conduis 
raient  nécessairement  à  l'équation 

encore  semblable  à  la  proposée ,  et  susceptible  de  la 
séparation  des  variables  y  quand  ttz.^'  =  —  4* 

En  poursuivant  de  cette  manière ,  on  parviendrait  à 
une  équation  séparable ,  si  dans  la  suite  des  exposans 

«     «'—      '^+^     m"—      "*'+4 

771  -^^ 

il  s'en  trouvait  un  égal  à  -^4»  En  supposant  succes- 
sivement que  ce  soit  m^  m'y  m" ^  w^ y  e\c,  \  on  obtient; 
pour  771,  les  nombres  — ^,  ""fi  "^'T»  '^^>  ®*^*» 
compris  dans  la  formule 

4^ 

771= i-i , 

2» I 

i  désigant  un  nombre  entieir  positif  quelconque.  CeïXé 
formule  donne  aussi  la  valeur  itk  =  o ,  remarquée 
dans  le  n®  précédent  :  la  valeur  77*  =  —  a  répond  à 
i  infini  (*). 

I 

{^)  On  arrive  direictement  à  la  forme  geneiale  de  m,  en  rappor- 
tant &  cette  qaantité  les  yaleurs  de  m\  m" ^  etc.  \  car  en  mettant  la 
valear  de  m'  dans  celle  de  m",  pnis  le  résultat  dans  la  .valear  de  m*, 
et  ainsi  de  snite,  on  trouve 

m  ss:— — -- — ,     m  =— —s,     m   is— .^ — -— —    etc., 

/îi+i'  am4-5  3m+7  *        ' 
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Ces  cas  ne  renferment  pas  encore  tpus  -ceux  que 
Ton  sait  déduire  des  transformaiions  précédentes.  Pour 
en  tromper  une  nouvelle  série ,  il  suffit  de  commencer 

par  faire  dans  la  proposée  j'm— 7-,  ce  qui  donnera 

dy  +  a^x^dx  =  Mar  j 
et  posant 

^1"+»=*,  ——=6,  T— î7;=«>  — irx;="*' 

il  en  résultera 

Cette  nouyelle  équation,   étant  semblable  à  la  propo- 
sée,  est  aussi  susceptible  des  mêmes  opérations  ;  c'est- 

et  de  là  on  conclut  que 

Cette  valear  se  vcrifiepar  la  relation 

mO+0  =-  V^±±A^       Ki-f-i)-ilm  +  4(^-4-i) 
m<0-f-3  (i-f.i)7»-ha(t-M)  +  *  ' 

qni  fait  voir  qpe  la  loi  ayant  lieu  pour  un  nombre  quelconque  i, 
aura  lien  pour  le  suivant  £+  <• 

L'équation  proposée  étant  intcgrable  qnaud  Texposant  de  x  dans 
le  second  membre  est  nul ,  si  l'on  fait  r/tCO=:  o ,  on  trouvera 


ai — I 
Si-  l'on  fait  m(0  =  —  4  >  ^^  obtiendra 

4^4-4  _  4(t4-î) 

ce  qni  indique  une  transformée  de  plus  que  .dans  le  cas  preci^dent, 
et  revient  à  poser  m('+0  =  o. 

26.  ♦ 
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à-dire  qu'et»  y  faisant 

et  ôoUtinuant  comme  on  Fa  indiqué  pour  les  premieil» 
cas,  on  parviendrait  à  une  transformée  séparaLIe, 
si  le  nombre   m   était  quelqu'un  de  ceux  que  cora- 

prend  la  formule -^ — ,  et  par  conséquent,  si  Ton 

avait 

m      4* 

TO  +  1  ai  —  I  ' 

On  tire  de  là 

et  donnant  à  i  les  valeurs  i,  2,  3,  etc.,  il  tient  la 
suite  des  nombres 

-f,  -!/.— ¥»  — ¥.,  etc. 
Il  suit  donc  de  tout  ce  qui  précède,  que  l'équation  de 
Riccati  est  séparable,  quand  l'exposant  m  est  de  la 

—Li 
forme    .     ■.  comprenant  o  et  — a. 

On  pourrait  multiplier  davantage  les  exemples; 
mais  toutes  ces  équations  particulières  ,  d'une  forme 
bizarre  le  plus  souvent ,  ne  se  rencontrant  jamais  dans 
les  applications ,  n'offrent  aucun  intérêt  :  Je  passerai 
donc  à  une  autre  méthode  ,  due  à  Euler. 

Recherche  du  facteur  propre  à  rendre  inté- 
grable  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre. 

a88.  Il  faut  se  rappeler  qu'une  équation  différentielle 
n'est  pas  toujours  le  produit  immédiat  de  la  différen- 
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tratîon  d'une  équation  à  deux  variables ,  mais  qu'elle 
résulte  en  général  de  Vélimination  d'une  constante 
arbitraire ,  entre  l'équation  primitive  dont  elle  tire  son 
origine ,  et  la  différentielle  immédiate  de  cette  équa- 
tion (53). 

L'élimination  s'efifectue  sur-le-champ^  lorsque  Péquà- 
tîon  primitive  est  sous  la  forme  uzzsCjU  désignant  une 
fonction  quelconque  de  a:  et  de  ^  ;  car,  en  d»£Péren- 
tiant^  on  a  dzf  =  o.  Si  la  fonction  du  n'a  aucun  fac- 
teur par  lequel  elle  ait  pu  être  divisée,  elle  conser*- 
Tera  la  forme  de  différentielle  exacte  à  deux  variables , 
et  pourra  par  conséquent  s'intégrer  par  le  procédé  du 
n*>  278. 

289.  Lorsque  Féqualion  primitiTe  n'est  pas  sous  la 
forme  u^rzc,  ou  que  la  différentielle  du  =  o  renferme 
des  facteurs  qui  disparaissent ,  l'équation  du  premier 
ordre  qui  en  résulte  n'est  plus  immédiatement  inté- 
grable.  Si  l'on  avait ^  par  exemple,  u^y — c*  =  o,  on 
trouverait  du  =:  dy, — cdx  =  o  ,  et  éliminant  c ,  il  vien- 
drait xdy — ydx^=:-o,  équation  qui  ne  satisfait  pas  à  la 
condition  d'intégrabilité  ^  puisqu'elle  donne 

ivr  àM  dN 

M=-y,  N^x,  •^  =  -^>  d^=î. 

Mais  si  l'on  dégage  la  constante  c  ^  on  aura  -=C|  et  en 
difierentiant,  --i--.^— =  o:  sous  cette  forme 

X*'  x'      dy  x^        djf  ' 

on  voit  donc  que  i'intégrabilîté  de  Tcquation. . . .-. ... 

xdy — j'd.T  =  o,  tient  à  la  restitution  du  facteur  —  ,quia 


4o6  TRAITE   éL£3i£NTAlR£ 

disparu  avec  la  différentiation  et  l'élimmation  de    là 
constante  arbitraire. 

En  général ,  toute  équation  différentie;11e  à  deux  va- 
riables^ et  dans  laquelle  les  différcntieUes  ne  passent 
pas  le  premier  degré ,  est  susceptible  de  devenir  une 
différentielle  exacte,  par  le  moyen  d'un  facteur ,  si  elle 
répond  à  une  équation  primitive.  En  effet,  soient 

Sldx-^-Ndy  ==0     et      m==  ç, 
l'équation  différentielle  proposée  et   son  équation  pri- 
mitive^ la  première  doit  donner  pour  -—,  la  même 
valeur  que 

différentielle  immédiate  de  la  seconde  :  il  faut  doae  ' 
qu'on  ait 

d^^  dn      du 

M  dar      j,  ,    dy       d* 

et  nommant  £  ces  derniers  quotiens^  on  en  conclura 

-^znzMz,  —z=Nz,  duz=;. Mzdx  +  Nzdy. 

On  déterminerait  ainsi  le  facteur  a,  si  l'intégrale  de 
l'équation  proposée  était  connue,  puisqu'il  suffirait  de 
résoudre  cette  intégrale  par  rapport  à  la  constante  ar- 
biti*aire ,  afin  de  lui  donner  la  forme  m  ==:c;  et  comme 
on  Terra  bientôt  que  toutes  les  équations  différentielles 
à  deux  variables  admettent  nécessairement  une  inté- 
grale (Complète^  au  moins  sous  la  forme  d'une  série,  il 
s'ensuit  qu'il  existe,  au  moins  sous  cette   forme ^  uo 
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facteur  propre  à  rendre  différentîelk  exacte  l'ute  quel- 
conque de  ce$  équations. 

290.  Quand  l'intégrale  n^est  pas  connue,  on  n'a  pour 
déterminer  Vé  facteur  z ,  que  la  condition 
d.Mz_d.Nz 
.    dy    ~   dx    ' 

a  laquelle  doit  satisfaire  Mzdx '■{' Nzdy  z=z  du ,  comm^ 
différentielle  exacte^  et  en  développant  cette  conditio^iy 
on  trouve 

j^^dz  ^      dM      ^dz-  .      dN 

^d7+^47=^di+^dï-^ 

'dz       __da    ,   /dM      dN\  ..^ 

^"      ^d^-^di+(-d^-dj)^=^--('^' 

Si  l'on  pouvait,  en  général,  tirer  de  l'équation  (\^)^ 
une  valeur  de  z ,  l'intégratiQn  dôs  équations  difiereuT 
tielles  quelconques  du  precokier  «^dre  s'e&cdLuerait 
par  le  procédé  du  n^  ^7^;  mais  cette  équation  est 
presque  toujours  plus  difficile  à  traiter  que  la  pro- 
posée, puisque  la  fonction  z  qu'elle  renferme ,  dépen- 
dant de  deux  variables ,.  a  deux  cpeffîciens  différentiels , 
et  qu'elle  est  par  conséquent  de  l'espèce  de  celles  dont 
la  formation  a  été  indiquée  n^  i4o.  Je  ne  saurais  ^ 
pour  le  moment,  entreprendre  sa  résolution ,  qui, 
comme  on  le  verra  dans  la  suite,  ramène  au  point 
d'où  Ton  est  parti  ;  mais  je  vais  montrer  encore  quelques- 
unes  des  propriétés  du  facteur  z. 

Il  est  h  remarquer  que  lorsqu'on  connaît  une  valeur 
de  z,  on  en  déduit  une  infinité  d'autres ,  en  observant 
que  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation 
z  Mdx  -f-  zNdy  ==  du ,  par  une  fonction  quelconque  de 
u ,  que  je  désignerai  par  ç{u) ,  les  deux  membres  du. 


4o8  TBAlTi  iL^ACENTAUlB 

résultat 

sp(^u)Mdx  +  zq>(u)Này  =  ^(u)dtf , 

•eront  aussi  des  différentielles  exactes  *,  ainsi  s  étant 
un  facteur  propre  à  rendre  int^rable  l'équation  .  • .. 
Mdx  4"  iVdy = o  ^  le  produit  zfÇ^uy  jouira  de  la  Bftime 
propriété. 

Il  (uit  de  là,  que  si  Ton  parrenait à  déeOQTrir  deux 
facteurs  distincts ,  propres  à  rendre  intégrable  l'équa- 
tion dififêrentieUe  proposée,  on  aurait.  sur«>feK:liâi«4> 
son  intégrale  ;  car  l'un  de  ces  £aeteurs  étapt  pris  p^Miic 
is,  l'autre  serait    de  la .  forme  2^(z^)  ^  et  ^en  posant 

— -—  =;=  c  ,^  on  aurait   f  (m}=:=c,  . o#  qjBti  retient  a <. •  * 


2 
u  =:  consK' 


291.  U  j  a  des  cas  où  le  facteur  s.ne  doit  renfermer 
que  l'une  des  variables  jp  ou  j^ ,  et  alors  il  est  aisé  d'en 
obtenir  l'expression  au  moyen  de  Téquation  {A).  Sup- 
posant en  effet  dans  cette  équation  >  j-z=zo,  elle  de* 

Tiendra  '  •    . 

-^disr   ,      /dM      dJV\ 
-^di  +  <d7-W="- 
et  l'on  en  tirera 

àz  _  I   /dM     diZV\ 

équation  qui  aura  lieu  si  la  quantité    ^ 

I  /AM      âN\ 
N\dy       dx) 

se  réduit  à  une  fonction  de  x.  En  représentant  celte 
fonction  par  X,  et  en  intégrant;  on  trouvera 
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\zz=:fXàx,     OU     JS=^ 
Cette  formule  s'applique  à  l'équation 

puisqa'il*  vient 

cjl'paé  conséquent  «=a=«^"^.  Multipliant  ensuite  l'équa- 
tion' dy  +  P^d* — Çdjp=i=o  par  e^^^',  on  trouve 
efP^^y  +  C^'y  —  Q)  éf/^^'d^  =  o  ;  intégrant  le 
terme  e-^^^dy,  par   rapport  à  y,  on  obtient 

uz=ijreJ^"^^X,^X  étant  une  fonction  de  jf,  déter- 
minée par  l'équation 

de  laquelle  on  tire 

et  par  conséquent 

yefP^-.fefpA^Qàx=:C, 
ou,  comme  dans  le/n^  285, 

y  =  e-f^'{fefP^Qdx  +  C). 

Je  ne  m'arrêterai  point  au  cas  où  le  facteur  z  ne  de- 
vrait renfermer  que  la  variable  y  y  on  voit  aisément 
que  son  expression  serait  alors  «=:e^^47*^  en  faisant 

M\dx       ày  )' 
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et  que  ce  cas  n'aurait  liea  qu'autant  que  K  serait  abso- 
lument indépendant  de  x* 

292.  II  existe  y  entre  une  fonction  homogène  et  ses 
coefficîens  différentiels^  de$  relation^  particulières  qui 
facilitent  beaucoup  l'intégration. 

Si  f^  désigne  une  fonction  homogène  de  Xy  y,  etc.  i 
et  qu'on  y  substitue  tXy  tj-^^c,^  au  lieu  de  ar,  y,  etc., 
elle  prendra  nécessairement  la  forme  ^^,  m  étant 
la  so'nime  des  exposas  s  des  variables  dans  chaque 
terme  (283).  Supposant  ensuite  qu^  ^=i-|-^,  on 
aura  (i  +g)"*^  au  lieu  de  /^;  dans  la  même  hypo- 
thèse X,  y ,  etc.,  se  changeront  respectivement  en 

x+gxy    y  +  gyy  etc., 
'  et  mettant  gx  pour  h ,  gy  pour  k ,  dans  la  formule  da 
n°  4^  >   ^^  parviendra  à  cette  équation 

^.  AF      ,dr       ,    ^ 
^"^d;^*'*"dv^'^  +  ^*''-  I 


■H^^"+"^-+'^«-^+"'}J 


+  ; 

+  etc. 

En  développant  le  second  membre ,  et  comparant  en- 
semble les  termes  affectés  de  la  même  puissance  de 
l'indéterminée  g,  on  aura 

d**  +  ^-^'+***'-='"'^ 

etc. 

293.  Au  moyen  de  ces  relations ,  le  facteur  a  se 
,    détermine   assez  facilement  dans  les  équations  diffé- 


rentîelles  homogènes.  Voici  commeDt  M.  Poisson  y  est 
parvenu  ^  par  uii  procédé  plus  exact  que  celui  dont 
Euler  avait  fait  d'abord  usage. 

Si  Mdx  r{-  Ndy  ==  o  est  une  équation  homogène,  et 
que  ]a  somme  des  exposans  de  4?  et  de  ^  dans  M  et 
dans  K,  soit  égale  a.  m  y  en  supposant  que  z  soit  aussi 
une  fonction  homogène  du  degré  n,  et  faisant.... 
i!/zda?+iVidy=di4,  il  résulte  des  théorèmes  du  nunaéro 
précédent  que 

d{Mz)       ,à{Mz)  r     JL      Mui 

mais  il  faut,  pour  que  la  dififérentielle  proposée  soit 
.  exacte ,  que 

d[Mz)_&{Nz) 
ày  Ax    ^      , 

équation  qui  fournit  le  moyen  de  chasser  — -^ —  delà 

précédente,  qu'elle  change  en 

à{Mz)      ,à{Nz)  r      i.    MLf 

-^^  +  ^jr=im+n)Mz. 

Cela  {fosé ,  il  est  yisible  que 

l'équation  trouvée  plus  haut  peut,  donc  s'écrire  ainsi  : 

—^—.  +  .——  =  {m  +  n  +  i)Mz, 
or,  l'exposant  n  étant  indéterminé,  si  l'on  £iit 

771  +  ^+1  =0  , 

il  en  résultera 
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HMzx)  ,  d(AV)  _ 

d'oJ.  3/*,+  iViy  =  c  et  *  =  j^^^qrjyy  i 

il  e$t  d'ailleurs  évident  qu'on  peut  faire  c=:i>  ainsf 
'a/'  Jl'W  ^^^^  ^^  ^^^  facteurs  propres  à  rendre  inté- 
grable  l'équation  Max  -f-  ^ày  t=L  o  {^). 

Des  équations  du  premier  ordre ^  dans  lesquelles^ 
les  différentielles  passent  le  premier  degré. 

294.  Par  la  génération  des  équations  différentielles, 
dont  j'ai ,  donné  plusieurs  exemples ,  n^  53 ,  on  TOit 
qu'il  peut  s'en  présenter  dans  lesquelles  les  difiSèren- 
tielles  passent  le  premier  degré.  La  formule  générale 
de  ces  équations  est 

djK''+^dj'»-'cl^+Çdj/«-*dA»..  .+T'dydar»-»+  Z7dA:»=o; 

si  on  la  divise  par  la  plus  haute  puissance  de  ix ,  elle 
deviendra  ♦    • 

en  la  résolvant  par   rapport    au  coefficient  dtfférep- 

dv 
tîel  j^,  et  désignant  par  /?,  p',  p",  etc.,  ses  racines, 

C^)  On  a  supposé  ici  ^ue  le  ùcteur  s  étuxt,  une  fonction  homo- 
gène, mais  on  |ustifîe  cette  hypothèse,  en  montrant  que  la  difft> 

rentielle  •— r= 57-^ est  exacte  toutes  les  fois. qvji   Met  JY sont 

Mx^Ny  ^ 

des  fonctions  homogènes.  {Voyez  le  Traijtc  in-4%  t.  II,  page  266,) 

On  trouve,  h  la  page  suivante  du  même  voldmc,  la  détermination. 

a  posteriori  du  facteur  «,  d'après  la  séparation  des  Tanables. 
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«n  aura 

résultats  qui  pourront  tous  se  traiter  par  les  méthodes 
précédentes,  puisque  les  différentielles  ne  s'y  trouvent 
qu'au  premier  degré.  L'intégrale  de  chacun  d'eux  sera 
aussi  Tintégrale  de  l'équation  proposée,  qui  sera  encore 
satisfaite  par  les  valeurs  tirées  de  l'équatipa  formée 
du  produit  de  toutes  ces  intégrales. 

En  effet ,  la  proposée  étant  équivalente  à     ' 


(l-^)(Ë--0(s^'-'')- 


sera  vérifiée  par  iautes  les  équations  qui  annuleront 
un  de  ees  facteurs.  De  plus,  si  Tea  considère  qu'une 
équation  primitive  de  la  forme 

n'a  lien  que  par  l'anéantissement,  successif  de  cliacun 
de  ses  facteurs,  on  en  coit^clura  que -la  différentielle 
immédiate  de  son  premier  membre,  savoir,      '       '   ' 

se  réduit  toujours  à  un  seul  terme  ;  car  si  l'on  prend,  par 
exemple,  itf  =  o,  il  ne  restera  que  dilf.iVP...=:o,  ou 
seulement  dMz=z  o  :  l'équation  MNP, .  .=ro  vérifiera 
donc  l'équation  différentielle  à  laquelle  satisferait  l'équà- 
lion  ilf  =  o. 

Les  deux  exemples  suivans  ,*  quoique  très  simples , 
éclairciront  toutes  les  difficultés  que  pourrait  renfermer 
l'énoncé  ci- dessus;* 

295.  1**.  Soit  d^* —  a^djf*  ==0;  cette  équation  se  dé- 
compose en  àjf-j-adx^^Ojày — ada;=o,  dont  les  in  té- 
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grales  sont  y+ax=c,  y^-^ax^rc-y  et  il  est  facile  de  Toir 
que  chacun  de  ces  résultats  satisfait  à  la  proposée. 
L'équation  (j+,ax — o)  (y — ^*— <î')  =o  y.  satisfait 
aussi  3  car  elle  donne 

(^+aar— c)  (dy— aiU)  +  (jy—ax—c')  (dy+adar)  =  o , 

d'oii 

,  . Z(y  +  ax—c)  —  (y—ax^  c)2a^x 

et  mettant  successtTement ,  au  lieu  de  j,  ses  Talears 
c — ax ,  c  +  aXf  on  trouTC 

d^  =  —  aàx  >    d^  =  -f-  adx. 

Uintégrale  (y  +  ax  —  c)'(y  —  a«  +  c  )  =:  o  ,  ren- 
fermant deux  constantes  arbitraires  et  irréductibles^ 
paraîtrait  plus  générale  que  celles  des  autres  équations 
du  premier  ordre  qui  ne  comportent  qu'une  constante; 
mais  il  faut  bien  faire  attentk^n  que  chacun  de  ses 
facteurs  doit  être  considéré  isolément ,  et  qu'on  n'en 
tire  pas  d'autres  lignes  que  celles  qui  résulteraient 
d'une  intégrale  renfermant  une  seule  constante,  dont 
cette  équation  est  aussi  susceptible.  Cette  dernière 
intégrale  s'obtient  ^a  faisant  èy^mdx  dans  l'équa- 
tion différentielle  dj'*  —  a*dx^  =  o ,  qui  se  change  en 
7»" —  a*  =  0 ,  oe  qui  détermine  la  quantité  m,  dont  il 
faudrait  ensuite  substituer  la  valeur  dans  l'intégrale 
de  Sjr^zmdx ,  qui  est  ^sszmx-i-c.  Il  suit  de  là  que 
l'intégrale  de  la  proposée  est  lé  résultat  de  l'élimination 
de  m,  entre  les  équations. 

yzszmx'i^c,       m*— a*s=:o, 
desquelles  on  tire 

'"=-7-  ^*  C^r-;-«  ; 


o; 
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La  dernière  étant  du  second  degré ^  donne,  pour 
chaque  yaleur  particulière  de  la  constante ,  deux 
lignes  droites  ;  inclinées  dans  des.  sens  diffi&rens^  par 
rapport  à  l'aie  des  x  ;  c'est  aussi  tout  ce  que  fournit 
l'autre  intégrale  (^  +  ^**— ^)  ij — oat— c')  =  o, 
excepté  que  chaque  facteur  ne  représente  que  les  lignes 
inclinées  dans  le  même  sens  ;  mais  comme  en  donnant 
séparément  à  c  et  à  c'  toutes  les  râleurs  possibles, 
ces  quantités  passeront  nécessairement  par  les  mêmes 
degrés  de  grandeur,  si  Pon  assemble  les  droites  corres- 
pondantes anx  mêmes  Taleurs  des  constantes  e  et  ç% 
on  retombera  sur  les  solutions  comprises  dans  l'in- 
tégrale (^- — ^  j  — a'  =  o,  qui  ne  contientque  la  seule 

constante  c. 

.  Il  est  bon  d'observer  que  toute  équation  ne  renfei - 
mant  que  Ay ,  àx  et  des  quantités  constantes ,  peut  être 
intégrée  ea  y  faisant,  comme  ci^dessus,  d^=mdx. 
2®.  Sôit  encore  l'équation  dy* — ûxdjp*=o,  on  en 
'  tired^^-d*V^ajf=o,  dj  — darV/a*  =  o,  et  en  inté- 
grant, on  aura 

i  a  .  2  3 

y +  !«'  Jc*  — c=o,     y—\a^  jp*— c'=o. 

Ces  équation^,  ainsi  que  leur  produit,  pourront  être 
GKuasîdérées  séparément  comme  des  intégrales  de  la 
proposée;  mais  ce  cas  diffère  du  précédent,  en  ce 
c^ue  les  radicaux  que  contiennent  les  deux  intégrales 
obtenues  forment  eiUtre  elles  un  lien  qui  permet  de  les 
comprendre  toutes  deux  dans  une  même  équation, 
avec  une  seule  constante.  En  effets  si  l'on  fait  dispa* 
redire  le  radical  dans  l'équation 
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on  obtient  (^— c)*  =  far\  Ce  résultat  est  encore 
l'intégrale  de  l'équalioB  proposée,  à  laquelfe  il  con- 
duira knmédiatement  par  Pélîmination  de  c.  I!  appar- 
tient à  une  espèce  de  paraboles  dont  eb^cune  des 
équations  irrationnelles  ne  présente  qu'une  brancbe; 
et  le  produit  de  ces  équations  ne  répondrait  qu'à  des 
*  groupes  j^^.ljiri^qçh^  apparjbenantes  à  des  coaib^  diffé- 
rentes, mais  qui  ^  étant  rassemblées  deux  à  deux  pour 
les  mêmes  valeurs  des  constantes ,  ne  donneraient  rien 
de  plus  que  l'intégrale  rationnelle.  ; 

296.  Ce  q^i  pi^ëdô  faisant  dépëndi*^  l'intégration 
des  équations  oii  les  différentielles  passent  le  premier 
degré,  de  la  résolution  des  éqi^iaiip.ns  algébrique^, p(g(r 
laquelle  on  est  bientôt  arrêté ,  tolcî  quelque»  procéda 
qui,  dans  certains  cas,  peuvent  éluder,  au  moins  en  par- 
tie, les  difficultés  que  présente  la  résolution  de  Véqua- 

tion  différentielle  proposée ,  par  rapport  ^  ^*  » 

dy 
Quand  cette  équation  n§  contient  "avec  '*— ,  queFunc 

des  deux  variables,  x,  *par  exemple,  et  qu'il  est  plus 

facile  de  la  résoudre  par  rapport  à  x  que  par  rapport 

dy 
au  coefficient  ^,  que  je  rq>résenteriai  1  peur  abréger, 

par />,  on  en  tire  d'abord  x^=zPyP  désignant  une  fonè-  . 
tion  quelconque  de  />  ;  et  comme  l'équation 

-p-=/}  donne    d^=pdar,   d'où  y=:px — fxèp-^C, 

si  l'on  met  pour  x  sa  valeur  P ,  il  viendra 

:yz=zrp—fpàp+.c. 

Alors  l'élimination  de/y,  entre  les  deux  équations 
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'  condiiisaiiti  unQëquatfe^  4pnnittive  entrie  »,  y  et  la 

coiu^tailite  arbitraire  Cy,doii«ara.PiittégKale>danaB<lée. 

S«t ,  pi»  exemple ,  ird»+  ùdjr  3»^|/djr»-|-*r%  ou 

*+^  =  Z»v/i4-jtï%  en  écrivaat  p  au  lieif  de  -7?: 

oette  diorDÎèreéqttajtîon  doAne  imniédiàtenietit 

et  par  conséquent 

297.  Quand  les  deux  yariables  entrent  en  même  temps 
dans  l'équation  proposée,  mais  que  Vunc  d'elles^  ^,  par* 
exemple >  n'y  monte  qu'au  premier  degré,  sil'onprenil 
alors  1^  valeur  dp^  en  *  et/> ,  on  en  tirera 

âjr^Rdx  +  Sdp, 
d'où  îl  suit 

, ,    j^dj?  ssfldar  -+n,5dj>  9u  (ft— p)«U-f.J^saso; 

et  si  l'on*  parvenait  à  intégrer  4îette  ddmière  éqaAtio»^ 
on  aurait,  ôitrè  p,  x  et  «ne  coustafite  ari»|raît^,  u»e 
nelation,  au  mbyen  de  laquelle  chassant/?  de  Péquation 
pt«|K»é9,  imJQlMiéndrait  ime  équation  prhttitÎTe  qui 
serait  i'iat^rsde  €fa6i;cKée.  ' 

Quand  la  variable  x  ne  s'élève,  pas  non  plus  au-^ddi 
du  premier  degré >  l'équation  proposée,  étant  alors  de 
la  forme  t 

yzszNx  +  P, 

où  A^  et  P désignent  des  fonctions  de/?,  conduit  à 
une  différentielle  analogue  à  Péquatibn  traitée  dans  le 
n*>285j  mais,  pour  plus  de  siippUG^té,  bor^ftons^aou» 
Cak,  intégr,  2^ 


an  cas  particulier 

On  a  4r=pd*  +  (*+ dïï)^^*^*P^^^^^-^^^' 
il  reste  Téquation  ^«  +  ^clp=:o,  qui  se  déoom- 

poseen  deux  facteurs  «+^=0,  dp  =  o.  Le  pre- 
mier n'est ,  au  fond,  qu'une  équation  primitiye  entre 
X  et  »;  il  ny  a  lieu  à  intégrer  que  le  second,  qui 
donne  p  =c^  0u  ^jr  s=  càx  et  y=:cx+c.  Les  cons- 
tantes c  et  c  ne  èont  pas  arbitraires  toutes  deuxj  car 
en  faisant  dans  l'équation  proposée  />  =  c ,  on  a 
yz=zcx  +  Cy  C  étant  ce  que  devient  P  dans  la  même 
circonstance,  et  Pon  tire  de  là  q'=C  :  l'intégrale  de- 
mandée Qàtdonc  :y=cx  +  C,  et  s'obtient  en  changeant 
p  en  c.  ^      , 

Ij&  fadeur  *+'gr=»®  "^^^'^   P®*"^*  étranger  â  la 

question.  Si  on  le  combine  avec  Tèquation  proposée 
pour  éliminer  pi  <m  obtient  enfa-e  s  fit  y,  une  équa- 
tion priiaitîve  qui  «Airfait  aiwsi  à  cette  pn^posée;  car 
b  relation  qtt'il  établit  entrç  x  et  p  réduit  encore  k 
fAx  Ja  valeur  de  dj<,  déduite  de  l'équation  proposée 
eUerinèinei  mai»  cette  dernière  scJulion  ne  rciM«r- 
mant  pas  de  nouvelle  constante,  n'est  que  particulière. 
Soit,  pour,  exemple,  l'équation 

'  yix^xdy  =  n)/dx*+iy^ 

qui  se  met  d'abord  sous  la  forme 

en  la.  jifii^ntiant  ,^  on  troure 
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V I  +p^ 

et  à  cause  que  ày^^pàx ,  il  reste 


Cette  équation  se  décoùipose  en  deux  facteurs 
*4- 77===  =  o".  et' d/î  -  o  ; 

Iq  secQnd jcoodnit  à  p^=:c,  et  l'uitégrale  deinandée  est 
lie  premier,  facteut  donne 

sabstituaat  dans  Téquatlou  proposée ,  on  a  jr* 


j$qitation  qai  ne  xenfcrine  point  de  constante  arbitraire, 
qui  n'est  point  comprise  dansPinté^rale 

^i  telle  néanmoins  ,  que  les  valeurs  de  ^  et  de  dy,  qni 
Ven  déduisent,  satisfont  à  Féquatîon  dîfféreatîeUe  pro-* 
posée  >  dont  elle  offre  par  conséquent  une  Bolutiônpar^ 
ûculiète.  Je  retiendrai  dans  la  suite  sur  ce*  genre  de 
èoIutio^Sé  / 

De  Vintégraiion  des  équations  différentielles 
du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs. 

298.  La  difficulté  d'intégrer  les  équations  détient 
d'autant  plus  grande,  que  ces  équations  sout  d'un 
ordre  plus  élevé  :  on  n*y  réussit  que  par  rapport  à  Un 

37.. 
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petit  nombre  d'^éqQatioQS  très  particulières;  et  oepeit- 
dant  tonte  équation  différentielle  h  deux  Tariables^dan» 
qtielque  ordre  que  ce  soit,  n'exprime  point  une  relation 
absurde  y  lorsqu'elle''  ne  donne  pas  une  yaleur  imagi- 
naire pour  le  coefficient 4IP^iUiel  de  rovdre  le  pins 
éleyé.  Cette  propositiou,  dé)à  annoncée  dans  le  n®  289^ 
se  prouTe  aisément  par  Je  théi^èmâ  de  Ta^âor. 

En  efiâsti  une  équation  différentielle  quelconque  de 
l'^Klretny.étant  résolfie  p»r  rappM't  au  odeffiiDÎent  diffé- 
rentiel de  cet  ordre  ^  en  donnera  l'expression  par  ceux 
dès  '€rdrea:isi)Éupieiii«vcit  l'onéum  «n^  {{éiiétift  '    ^^  - 

KM.:.d^_«/-   ..    drdV:      'A^^S    -^ 

4'oii,.par  des  ditferentiationa  9ucpe^ii(fs^.x>n^1;M^a  Je;i. 
expressions  de  ,    '   '         '        ,     ;. 

*     -      .       d?t^^dP^•^''^t  ,0.1,     , 

en  ayant  8oin>  après  cbaque  différentiation,  demettre- 

pour  —^  y  la  valeur  qu'a  fournie  Péquation  proposée: 

FàV  ce  mo jeu ,  '  on  obtiendra'  tons'  téâ  ^âb^lft^iéns'  ffî"- 
ftiièàtiels,  depuiis 'l'ordre  n  inclusivement /eh  fl!mctfeii 
des  rariables  primîtiTes  et  des  n^^i  ptexoSéiéoôëBir 
detis  aWé^witîels.    '  0 

Si >*da!ifi!s  ces  fonctions,  on  permit  support'  jr=^o ;  sàfis- 
qu'efleb  eeMen.!  d'élre  réelles  et  finies,  il  faudra  èhcbrè) 
pour  acbevttr  de  déterminer  les  coefficiens  diffiérèàftéU 
qu'elkrexprimetll:>precidré  arbi(ratremeiitWtMear& 
«oiHrespondaBtes  desb  quantité»       - 


^^  di^a? 
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(fue  Pé<|;Katîon  proposée  ne  fait  pas  coanaîtr e^  et  ei)  leà 

repr^entaut  }>ar  ,  ; 

.•  ,      :    '^.i>  -«*»    i^«t  *  "  •  «•»»1^»>     •' i    J    ^    '•         '- 

«érie  oàjop  [0MkîeMr4eA«  Ji  preBrâvs»  ftarnet'àonl  déi  ; 
constaDtes  arbitraires. 

S'il  antvdit 'i^ne  la  «ii|i|KM£tion  de  V  f=  »  vébdit  ina* 
giaaire  egii  infi&ie  Texi^Kémoài  du  coedLcient  dilFérentiel 
de  Tordre  n  ou  des  suiTans,  on  ferait  alors  xs=sa,  a 
dësignaot  une  quelconque  des  valeurs  qui  ne  produisent 
pas  cet  effet,  et  l'on  aurait 

1  1.2  l.2....rn — i) 

.;,    ,     .M.    ^,.:,-,        ;.     -/    î:   ^     T^^^^i  ^    ^^'  m' 
-+-f(a,>^,  y<i,  -#/^,..  .,^„«,)— — >.etc., 

sérieoj^  ]fs^^3^^ntît^  orbijbç^irias  ^ »  ^i  r  ^^  » . , . .  ^4.  t 
,  sput  lefi  Taleprs  4e  y  et  4e  ses  coefiiisif^us  dîfiSreutieli, 
Qotrresp^a^i^fe^ à  ;i?;=?uf.  :,  .         ,/  . 

De  cette  manière  comme  de  Pautre ,  on  voit  que  si 
.1^  fonction  dési^éopaïc  £  n'es:t  pas  oonstami^ent  ima- 
jinaire  peyor  tontes  les  Talaurs  de  »,  on  tirera  tomîours 
4e  réqif^tion  différeptieUo  pri^putsé».  on  iiombi!e4i^i 
.  de  ,Taleifi^,çp|i3écutii!eft  da  ^».  par  up*  «érie  qui  «SMra 
d'autant  plus  eoiiTerge^teti  qw  {osstral^vs  ji^^  4iSh 
reront  moins  de  la  quantité  a  :  l'équation  proposée  ne 
tombera  donc  point  dans  le  cas  d^une  iinpossibilité  abso- 
lue >  quoiqu'on  itt^nque  de  moyens  pour  l'intégrer.  Cette 


propriété,  qui  est  particalîère  aux  équations  diiETéred". 
tîelles  à  dlfiux  yariables,  se  reconnaît  aussi  par  des  con- 
sidérations géométriques,  comme  on  le  rerra  plus  bas. 

^99.  On  conclut  aussi  de  ce  qui  précëdp^  que  l'ex- 
pression générale  de  ^  en  «  doit  renfermer  n  constautés 
arbitraires. 

La  quantité  a  qu'introduit  ici  la  yariable  indépen- 
dante «,  ne  doit  pas  compter  dans  le  nombre  des  qom* 
tantes  arbitraires  amenées  par  l'intégration,  comme 
on  peut  s*en  assurer  sur  les  intégrales  complète)  des 
équations  du  premier  ordre,  eonsidéréeft  dan»  lei» 
fovme  générale  F(x,  y,  C)  39&0.  On  ne  peut  daùs  ce 
cas  déterminer  la<  constante  arbilirairè  ^,  qu'mî  a8sî^ 
gnant  en  même  temps  une  Taléur  à  x  aussi  bieir.  qu'à  ^^ 
et  si  cm  les  représente  par  a  et  &,  on  aura  l'équation 
r(a,  i,  CJ=^o,  de  laquelle  on  tirera  la  valeur  de  C 
en  a  et  i^  mais  ce  qu'il  faut  bien  observer,  c'est  que  là 
fonction  de  ces  quantités ,  par  laquelle  on  remplace  * 
ainsi  la  constante  arbitraire,  peut  également  être  $- 
minée  par  la  différentiation  ;  car  si  Ton  met  l'intégrale 
proposée  sous  la  forme  /    <  --.    r 

F,(*,  ^)  =  C,    il  viait  C7iiVi{a^:b^r^^  :   ; 

et  ensuite  Féquation  ■  v^ 

dont  le  second  membre  disparait  par  la  diiFérentîatf(i&* 
On  détermine  semblablement  deux  constantes  Cet 

Ciy  dans  une  équation^ primitive' de  la^^forme 

FC*,  y,  C,  Ci)  ==  o ,  lorsque,  pour  une  valeur  donnée 

de  4P,  on  assise  celles  de  ^  et  dé  ^;  car  en  joi^nt  à 

Féqnatiom  ci-^dessus  sa  différentielle  preniiërè,  que  ^e 


J 


représenterai ^ar  .r    .    ,  ,,. 

F.(*,J',  J.    C,   C.)=:=o, 
«t  supposant  qu'à  «=a  réponde 

on  a  led  deux  équations 

F(a,  6,  C,  0=0,     F,(a,  J,  c^  C,  C.)=ao;' 

au  moyen  desquelles  on  détermine  C  tl  Ci  en  -a,  bf, 
Cf  par  des  expressions  qui  se  oomportent  dans  les  dif-*- 
férentiâtions  et  les  éliminatîoB9>  oonmie  le»^  simpleti 
lettres  C  et  C,. 

3oo^  Ces  considérations  nous  ramènent  à  la  forma- 
tion des  équations  différentielles  par  l'élimination  des 
constantesi  dont  on  a  déjà  tu,  dans  le  n^  54/un  exemple 
CKmdaisant  jusqu'au  second  ordre. 

En  partant  de  l'équation 

une  première  diffîrentiation  oondttit  à 

résultat  qui  ne.  contient  plus  a;  pu)&«une  seconde  dif* 
férentiation  suivie  de  l'élimination  dem^  donne  Téqua^- 
tioB  du  second  ordre 

qui  ne  renferme  plus  les  constantes-  ^  .et .  ac    .     : 

Cette  même  équation  peut,  encore  s'obtenir  en  com- 
mençant par  éliminer  m,  entre  l'équation  primitive  et 
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puis  différentiaiit  celle-ci  pour  élûpÂHCx  ^n  ilerp;ierjin^ 
la  Gonstaiite,;a«  £a0oy«i  bpcm^UAte  i«  qeViupuiiiwaii 
pas  (^elle-mème^â  la  premî^sedifféi^Qti^ 
commencer  par  diiTérentier  [deux  fois  de  smt^  l^^^a|ioIl^ 
(Ï7),  puis  elfmine^^.qntre  cette  équation  et  ses.différen- 
tiellea  première  et  seconde  t  les  constantes'  ir^  et  a^ . . 
'  Qndl  qiiç  soit.cefai^^ç.  pes  ïrois  |iroc|yés,Qtt'qf  ait 
suivi  y  on  arriyç  toujours  à  Véquajtion  iZ)  ;  mais  oe 
qu'il  faut  remarquer»  c'est  que  chacune  de^  ,éqn^\iom 
(/^)  et  (^')itj  menant  en  particulier. par  la  différeivr 
tîation  et  l'élimiDation  d'une  cons^tapte^  ^i^.^. une, inté- 
grale. On  les  appelle  y  en  conséqji^Qj!^w^\inf4groLlevpr»r 
mières^  four  les  distinguer  de  l'équation  (C0>  qui  ^ 
Y  intégrale  Seconde  ou  Ymtégrcde  pripUiipe  ^  à  cause 
que  (Z)  n'est  que  àxx  second  ordre.      '  ' 

On  ¥<ûl  pai^H  qWune'équetkmdîSfcrëfitîenii  du  se- 
cob4  ordre  .pe«t  airoir.deuxiînftégrale^iprteÎÉîèresV^^ 
qu'en  éliminant  de  celles-ci  le  coefficient  ^iffifentiel 

~  t-on-  dbticndraîty  .entre  or /y  et  deux  ^bUist^ntes  ar- 

bîtrâîres^  nne  équation  primitijije  qwi  deyra.ït,'if^fltfpr 
dans  l'équation  (17)  :  d'où  il  suit  qu'il  suffit  de  qonnaitre 
les  deux  intégrales  premières ;|.  pour  ^Vpi;(^r.]|'jnf|^ak 

Ces  remarques  s'éteif 4çn  t  ^uiç .  éqjif^ t i^ff ,"!  ,qç  itops.  Ips 
ordres.  Pour  le  troisième,  par  exemple  ^  l'^H^t^'WF^^'' 
raitiTC  doit  contenir  trois  constantes  ai:i>î/tt)aires  (2^> 
car  on  a  les^qoatre  équalforis  ,.       ^ . . ,  ~ 

U—Oy  dj7=5.o^  d^U=s:o^  d'ï7?=:ai„:,. 

piais  si  l'on  élimina  d'aboFd  deux  des  oiOiiiBtattles  îirlâ^ 


traJres^entieles  équation»  (/sro^âl/s^o,  d*  t'=30,  on  $kiti^ 
trois  équations  différentielles  du  aeoond  ordre>  puisqu'on 
pourra  conserver  chacune  des  trois  constantes  à  son  tour. 
Les  équations  qn'oai  obtient  ainsi ,  sont  des  intégrales 
/»nf7iitéiv«  de  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre, 
qui  Résultera  nécessairement  de  l'éliminaftion  delà  cons- 
tante qu'elles  renferment.  Les  intégrales  secondes  sont 
ici  les  équations  du  premier  ordre  que  donne  l'élimination 
de  chacune  des  constantes;  entre  les  équations  l7rro 
et  df7=o,  et  l'équation  primitive  î7=o  est  V intégrale 
troisième.  Sans  pousser  plus  loin  ces  con sidéra tioûs ,  on 
doit  en  conclure  quune  équation  différentielle  de  V ordre 
na  un  nôrhhre  n  d intégrales  premières;  et  comme  ces 
intégrales  sont  de  l'ordre  n — t,  elles  ne  renferment 
quelesn— I  coeflBciens 

dJ'  5?*''"'*'  d^  ' 

si  donc  on  peut  les  éliminer,  on  aura  l'intégrale  «''*"', 
ou  l'équation  pnmitîve  qui  répcmd  à  l'équation  diffé- 
rentielle proposée. 

3oi.  Pour  généraliser  la  théorie  précédente,  Lagrange, 
par  l'application  de  la  série  de  Taylor,  a  déduit  de 
l'éqaatioTi  différentielle  même,  cette  multiplicité  de 
leurs  intégrales  premières ,  qui  yient  d'être  établie  en 
partant  de  l'équation  primitive. 

Si  l'on  pose  d'a1>ord,  comme  dans  le  n®  24^,  hz=z — jr , 
et  que  l'on  désigne  par  A  la  valeur  de  y  lorsque  *=  o^ 
on  trouve 

éqoaticMt  où  l'on  peut  faire  disparaître  tous  les  egeffî  - 
ci^us  difc^entiels  des  ordres  supérieurs  à   celui  do 


4lfi  TBAWk  iliiMSMTAIlK 

Fé^ttartiott  ditKrentféne'  proposée.  SupposonsT;  par 
exemple ,  celle-ci  da  second  ordre  et  mide  sous  là  forme 

on  en  déduira  les  valfears  sies  coeffîciens  diScrestidi 
des  ordres  plus  éleyés,  et  par  ce rnojen,  réquation  (a), 
devenant 

-     .^=.-rr+'(-'*è)é         ' 

est  ramenée  au  premier  ordre,  et  est  une  intégrale 
première  de  l'équation  (Z) ,  A  désignant  alors  la  cons- 
tante arbitraire, 
i  Cela  posé^  on  peut  écrire  dans  le  second  membre  de 

dy 
Féquation  (a)>;p  an  lieu  de  y  \  il  donnera  la  valeur  de 

d  V 

'T'i  onrespomlante  à  «^sxo;  en  d^agiimt  oette  tàle«r 

par  Ax,  on  aura 

et  remplaçant  encore  -7-^,  T^*>«tc. ,  par  leurs  valeurs 
tirées  de  Féquation  (Z)  ,  on  obtiendra 

qui^sera  eneoro  une  autre  intégrale  première  àé^ëcfkif 
lion  proposée.:  On  »e  pourra  pas  dier  plus  léiii  >  pdk- 


qu'il  n'j.  a  d'arbitraire  qne  les  p¥emièr6$  Taleurade^; 

-etde^.'  •     - 

d* 

Sans  qu'il  soit . besoin  d'eiitrer  dans  Renouveaux  dé- 
tails, on  voit  que  si  l'équation  |)roposée  était  de  l'ordre 
71^  on  tirerait  dé  Péqttatibn  (à)  Aéi  expréSsioti»  de 

.    d^     d^'  '  d"""'/   "'    ;, 

•^^  d«'  d«»':;'"dAr»r~» 

correspondants  a  jp=:e,  qui  sueraient  tdutes  arbitraires^ 
et  en  y  remplaçant  le^  poeffîeî^ns  différentiels  de  l'ordre 
7»  et  des  or drê^  supérieure  gar  leurs  valeurs  tirées  de 
réquatîoii  proposée;  on  formerait  /» équations  de  l'ordrç 
n—  I ,  qui  en  seraîeÀt  les  intégrales  premières.     . 

3o2.  Nous  commencerons  l'intégration^ide&^équatiinD»' 
4i$rérenti€iU0s d^jQiv(tr9fl.$|iipéHe0ili,  parxeUes^ qtii  he 
renferment  point  les  variables  primitives. .  , ,  .      .  ; 

'  Dans  le  second  ordres  ôes  écjuatlonsneooiitrennentque 

2^<àt^j^^.et?l0rafa'<m  y  &it-poûr.aJMÎégeîi4^£i2^^ 

qui  donne -T-4  ==  i^  >  elles  conduisent  à  ^  =  P,  P 

étant  une  fonction  àe  p.  Od  tiré  de  ïà  d*  =—• ,  et 

par  conséquent  xt=z  f  -^^  C'y  mettant  pour  d*  sa 
valeur  dans  l'équation  Ay  =;joda?,  on  trouve  aussi. . , 
^=  /  ^^+  C'  :  ilnés'agîtpliisqued^élimînérpentre 

les  deax  équations  x^T^'^^C  eiy=  f^  +  C, 

potti^  avoir  TuitégraliE^  «H  «r.et-y,  4{vî  sera  iaoBiplàte:;V 
mr  elle  renArmera  deiii  oonakanles  arbitraires  (299)4 
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aura  efiTectué  les  iatégratiotis  indiquées;  mais  par  les 
quadratures  y  on  construira  la  courbe  clierchêé.  ' 

Soit  pour  eiemple  i^Quation  ■    \\    .,  '  ■>*>=a.  En 
mettant  /^ds  pour  dj^,,,^t  ^d*  pour  d'j?,  pti  xîhangpra 


2,  *U' 


.  T       ^ 


cette  équation. en      '    j^         ■  ■  *>  et  l'on  en  tirera 


LMaiégi«li«ft'  '  doMitira' 


n';<^yf^f-vm:' 


é^i/n\)iant  f  j  it  vica4<*a    ,     .    . 

résultat  facile  à  prévoir^  car  l'équation  difFérentîelle  pro- 
jpdsdef  n'étant  'autre  chose  que  rexprcssîon  générale  du 
^-ayon  de  ctmrbure ,  égalée  à  une  constante  —  a  (81), 
èij^rtoe  lai  propriété  fondamentale  du  cçrçlè. 

3o3.  On  ramène  de  même  à  F  intégration  des  fonc- 
tîoiii  j^e  setde  tnviablè  /les  équ^tiotis  d^iti  ordre  qtiel^' 
conque ,  dans  lesquelles  un  coefficient  différentiel  est 
«xprimé  par.  celiii  de  Tordre  immédiatement  inférieur. 

dV  .        ^y 

Si  l'on  avait,  par  exemple ,  -r^  en  fonction  de  -r-;  » 

on  ferait  -^  =7,  d'où  il  résulterait  -r^  =  ^j  et  par 
conséquent  réquatioiï  proposée  serait   transformée  en 


{ïtiîs  et  -j^ss-^y  on  tirerait  ffucdeètoiVÊmeiit'  ^    ^ 

'.  ■  '   ''    -^  •  ;  ) 
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^  mi  Q;  (^  repréeenlànt  tiM <  fonction  d^titéë  ' Uë  g.^ 
où  côîielttrait  decette4crnU^'éfwti^      ^i    ;    .^^ 

Pintégrale  demandée  serait  donc  U  i;^Hlt4J»  d^l'.éliini^ 
nation  de  ç  entre  les  deux  équations 

et  il  y  aurait  trois  constante^  atrl^^aires  daofik  1è''rè-^ 
saltat.  On  étendrait,  facilement  ce  ^proç^  à  nn  ordre^ 

qndconqtie. 

*  ^   .   .      l.-  i-^  '.'.•.'».•  :     -  -i:    •  :î 

,  3o4'  Qn  réduit  .eiJbore  très  ai^émen^  à  J^i^t^Atiofi 
des  fonctions  d'une  sç^a^Yaniabl/e;  J^.^uatiopa  d'iHii 
ordre  quelconque ^  dans  lesquelles  un  coeSoient  d\£r 
férentiel  est  donné  par  celui  de  l'ordre  infêrieai:  de 

'  deux  unités*,  Si  l!piik  avaiJtTr  par  fsfjsmsf^^r^r^  ^  &o^ 
tion  de  j^,  on  vepréseaterAit.^^  pj^  ^»,  d'oirîl-fvi^ 

Trait  r  «»r  '     ■•'•.■.•.  'u   ij  :»■-   t   iC: 

..  :di^l:"ite^,f^»♦~d*^':      ;•  .1...,.;  ,, 
tt  la  ifropQsée  serait  traiisfprmée  en 


M{j'.«:jl* 
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Q  désignant  une  fonction  donnée  de  q.  En  midtipliut 
alors  les  àeux  membres  par  is^i\  «Tiendrait 

et  comme  -~  =  d  -^i  oh  tirerait  de  là 

d,  =      '     ^f,    ■    .:7^L^:;^g,         +  CI- 
V/a/ÇdjT  +  Cr       -  J  ^ifQàq+C 

m^  âe'-^  tt±=^,  on  déèeEit-suéeessiremeiit 

Tîntégrale  sortir  par  oonséquent^lei^sij^tàerâiini- 
natiou  de  ^,  entre  les  cquationi    ^  ]>■ 

•^     J  \/zfQéq-^C\J  V^fQàq  +  C         /       ! 

antteaàntiquittrA  «oi^ttnteB  arbitraires^  On  traiterait  de 
a^œ  leséfaatioliBanak^ues,  dans  les  ordres  pins  âeVâ> 

.^  3*5.  l/éqo«*i»i»' 03»ri«fi  rdésigÉiétnnefo^ 
quelconque  de  y,  est  le  cas  le  plus  simple  de  la  claw 


d'équations  qui  nous  occupe;  il  Tient  alors 
Si  l'on  applique  ce  procédé  à  l'équation  particulière 


on  aura 


en  intégrant  CHwtgfiuit  C  ea  -^ ,  on  tirerait  deU 


faisant  ensuite  à + 1/ J = « ,  il  Tiendrait 

et  enfin  .... 

^  3  i  _  ■ 

.W  '  .     *  • 

3o6.  Les  équations  diffikentioHos  qui  ne  eomtieonept 
qa'une  seule  ^des  Taria^s  primitivesy  «'abaîisent  «n 
moins  d'un  ordre. 

■  vCela  est  d'dborcf  visible  pour  celles  qui  sont  4e  la 
forme 
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X  désignant  la  variable  indépendante  ;  car  si  l'on  ùit 

^zszp.  a  vient 
ex      "^ 

équation  qui  n'est  plus  que  de  Tordre  n—  i ,  par  rap- 
port aux  variables  x  et  p.  Quand  on  pourra  l'intégrer 
et  en  tirer  p  en  x^  ou  bien  x  enp,  oa  aura  j^  par  les 
formules 

yssifpdx-i-C,    ou    j'ss/w— /kdp+C. 
Soit,  par  exemple  |  l'équation  différentielle 

jàx^  +  dyr  _^ 

X  désignant  une  fonction  donnée  de  x  seul^  eette  équa- 
tion se  transforme  en 

—%  ^> 

ou 

d*  djp 

"V^^^  3  • 

En  iat^[nnrt  il  vient 

/ix 
•jp+C  par  r*,  et  il  en  résnke 


307.  Si  b  fbftcti«n^y  entrait  ditis' P^^wation  pro- 
posée,  au  lieu  de  la  TariaMe  iiulépendante  «    onjra- 
toènÈfait'  ce'  casiupté<^deÀt','en  prenant  dv  'constant 
au  lien  de  d*  (i3o).  ;,  ^' 

On  pourrait  encore ,  si  l'éqvialion  proposée  n'était 
que  du  second  ^ordre,  chasser'  àx  aa  jiojen  de  sa 

■Si    (..j    ■!•   c-.v.     ;  :.  .éffy-_j^ip-i    pà/X-   »  ■     \   -     ;i>    l'.      j, 

àx'       d*       dy  '  '-rl.n-'oi 

la  tran^fSi-ttièrf kë-rénfèriÀerait  alors  qiie^, "èp' véf  dr 
Si  elle  vtMtàti£îtitëgntift^^'tS«ÛmMVp'en'ylon 
trouTerait  *  par  laformnle*;^  f.^,  et  par  la  for- 

""^•'^ff  t/"^' ^'''T***'*  ••"'"*  :>'«»/'. 

L'équation  ^=  F,  déjà  traitée  dans  le  n»  Soè,' 
devient,  par  le  prypédé  '«H-depswy. 

^  =  F,    d'oà,  j,'  =  2/Çdj.  +  <:, 

^=Ë=  V/2/Tâ^^  et  i==/AC=^=,  4.  /v 

^  3o8.Parmileséquationsdpr^ntieîfes^aicontiennent 
en  même  temps  le$  deux  fariables  ptimifiyes,  il  faut 
remarquer  celles  qui  sont  homogènef  e^itre  la  fonction 
^'et  sesAifférentiâllos,  .conadécé^hccjm^e  ^fejfteféurè 
algébriques;  une  transformation  très  sîmplej  faisant  dis- 
p^aître  la  fonc\ioa  pjpimitiwtjy^lef  ramène aïroayi)*ë. 
cèdent."     •'     •  ^^  -  ,    /      *^^' 

Caic.  iniégr.  28 
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Il  suffit  de  poser  ^rr^^'y  4'oi  U  ipésttlt^ 
.     dy  =  «Ma,     dV  =  -^"(d*"  +  dw») , 
dV  =  «*(d^+3***'^+d^)i  «tc.> 
le  facteur  e^,  deyenant  alors  commun  à  tous  les  tenues 
de  l'équation,  disparaît,  et  il  ne  reste  plus  que  Ijcs  dif- 
férentielles de  u,  avec  x  et  dx. 

Liç  ca9  le  pluft  sîmplç  de  ces  équations  est  cekii  oh  * 
y  et  ses  difiérentielles  ne  passent  pas  le  premier  degré] 
il  est  représenté  par  la  formule  géuérale 
4»^  4.  Pd'-'j'd*  4-  Qd— ^j'dx» .,...+  Uyàj^  =  0. 
Prenons  pour  exemple  celle  du  troisième  ordre 
à^jf  +  Pd^dA?  +  Qdj'd*'^  H-  Uyàs^  =oj 
les  valeurs  de  j^  et  de  ses  différentielles  la  réduiront  à 

à^u+3dud^u  +  du^  +  P(d!'u+du!')dxl  _ 

'^Qdudx'+Vàx'y  —  ^^ 

qui  s'abaisse  au  second  ordre  en  posant  du  =  tdx,  d^où 
il  résulte 

dH+(3t+P)  dtdx  +  ifi+  P^+  Qt+  COdA:»=o. 

La  form^  de  cett^  ^nation  donne  liçaa  une  remarque 
importante ,  savoir ,  que  si  les  quantités  jP,  Q  et  U 
étaient  constantes ,  on  pourrair^pposer  t  constant*,  car 
en  £aii9antd^^=o,  d^==o,  il  ne  resterait  pour  déter- 
miner t,  que  l'équation 

dox)Lt  les  coefficiens  seraient  des  constantes. 

Désignant  donc  par  thi,  m^y  ms,  les  trois  racines 
de  cetiA  équation,  on  pourrait  prendre  successive- 
mçnt 


el  comme 

dw=dar     donne     u=^ftàx+c,     ^^  =  6^^^*^^ 
on  aurait  pour  jf,  les  trois  valeurs 

qui  retiennent  ii 

en  prenant  pour  constantes  arbitraires  les  quantités 

4>*',     e*^%     d^^- 

Sog.  Ce  ne  sont  encore  là  que  des  valeurs  particu* 
liëres  de  la  fonction  j^,  puisqu'elles  ne  renferment  qu'une 
constante  ;  mais  en  les  ajoutant ,  on  forme  l'int^ale 
primitive  complète 

Non-seulepient  il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  ex* 
pression  de  j^  satisfait  à  l'équation  différentielle,  pro- 
posée ;  n;iais  on  peut  établir  à  ce  sujet  une  proposition 
générale  y  quels  que  soient  les  coef&ciensP,  Q  et  27, 
savoir:  que  si  yi,  y»,  y  s  sont  trois  valeurs  de  y  qui 
satisfassent  chacune  en  particulier  à  cette  équation , 
leur  sommé  yi+yu  +  yzy  étant  prise  pour  l'expression 
de  y ,  satisfera  également ,  et  que  ^i  les  fonctions  y^y  y^ , 
y^  ne  contenaient  pas  des  constantes  arbitraires  comme 
ci-^dessusi  on  pourrait  prendre 

y  =  Ciy^  +  Ç^y^  4-  Czy3  ; 

car  en  diSerentiant  trois  fois  cette  expression.  Substi- 
tuant dans  l'équation  proposée ,  les  valeurs  de  y ,  ày, 
i*yy  d^y ,  et  rassemblant  tous  les  termes  où  entre  la 
même  constante,  il  vient 

a8.. 
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+C.(dV.+Pd":K.dx+Qdj^,d**+  Uy.dx') 
+^s(dV3+i'd>3d*+Qdj3dx"+C/>3dx3)J 

résultat  dans  lequel  la  fonction  qui  multiplie  chaque 
constante  est  nulle  par  elle-même,  puisqu'on  a  sup- 
posé que  les  fonctions  j^i ,  j^a,  y  s  satisfaisaient  sépa- 
rément à  l'équation 

dV+^d*^d«+  Qdj'd*»  +  C/>d*3=o. 

On  Toit  aisément  que  cette  démonstration  peut  s'ap- 
pliquer à  l'équation  d'un  ordre  quelconque 

d  V  +  i'd»-' j^dar  +  Qd»- ^d** +  U>d*»  =  o , 

et  que  par  conséquent  si  l'on  trouve  n  valeurs  par- 
ticulières, 

yiy  y%y  y^y  y*y 

q«i  j  satisfassent,  on  pourra  poser 

y^C,y,+  C^y^+  C^y^ +C.j.., 

Cl,  C^i    A» Cu  désignant  des  constantes  arbi- 
traires. 

Il  est  également   visible  que  si  les  coefîiciens  P^ 
Qj, ..  .U  sont  constans,  les  valeurs  de  y  s'obtiendront 

par  la  supposition  de  y=ie^^,  m  étant  une  constante , 
ce  qui  donne 

dy = ^'mdx  y  d^y  =  6"*i»»d«», . . . . .  d^  =  «"'i»*da?», 
^rendapt  divisible  par  «"'dx»,  l'équâtioa,proppsée,  h 
ré4^italor?a    ..;!!,;/  J  '^^      /   ;,;.;' 

-     -  .      "^     *   •  »    '     '^  ^  t-.-. 

Si  Pon  représente  par  miy  m», 1?% ,  les  racines  de 

celle-ci ,  on  aura 

y\  —  «      >    y% — «      ^•••••j^»  —  «      y 


et  par  conséquent 

y=  C^"*'*  +  C^e"»*' +  C,«'"**. 

3 10.  Lorsque  parmi  les  râleurs  de  m^  il  s'en  trouye 
d'imaginaires  ;  Pexprcssion  ci-dessus,  qui  ne  cesse  pas 
pour  cela  de  yérifier  l'équation  difiPérentielle  proposée, 
a  besoin  d'être  transformée  en  une  autre,  où  il  n'y  ait 
que  des  quantités  réelles ,  ce  qui  s'effectue  au  moyen 
des  formules  du  n®  187. 

Si  TU,  et  m^i  par  exemple,  désignent  un  groupe  de 
racines  imaginaires,  elles  seront  de  la  forme 

i?ii=«4-/3V/— I.     /îH=«'^/8V/— I, 
et  fourniront  dans  l'expression  générale  de  y  une  partie 

mais,  pat  Partiele  cité,,''oaa 

ces  yaleurs,  substituées  dans  l'expression  précédente  » 
la  changent  en 

«*''{(Ci  +  COcoSiSar+(C,— C«)v/^sin^ar}; 

et,  comme  les  constantes  Ci  et  C%  disparaissent  de 
l'équation  différentielle,  sans  qu'il  soit  besoin  de  leur 
assigner  aucune  yaleur,  on  peut  leur  en  supposer  une 
telle  que  les  quantités  C^+Ca  et  (C,— CJl/ — i  soient 
réelles,  et  faire  en  conséquence 

C,  +  C.  =  £,,     (Cl  — COv/^  =  ^, 
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d'où  il  résultera,  pour  l'expression  chercbée  > 

e*^{  JE,  ços  iSjf  +  jEa  siû^a?} , 

:rflcius  entièrement  réelle, 

.    Qn  peut  changer  cçtte  dernière  de  fonnç ,  ça  y  posant 

p  et^  étant  de  nouvelles  quaj^tités  arbitraires;  elle  de- 
viendra 

e**  { /?  rin  ^  cos  i8«  rjr^  00»  f  siafe  } 

=  /»**  sin  (q  +  /S*). 

On  traiterait  de  la  même  manière  te»  autres  groupes 
de  termes  imaginaires  que  pourrait  renfermer  l'expres- 
sion générale  de  ^. 

3ii.'Si  quelques-unes  des  racines /tij,  m^f  etc. de- 
viennent égales,  cette  e:i^peession  perd  de  sa  généralité; 
quand,  par  exemple,  irai  =  TO»,  les  deux  premiers 
termes,  prenant,  la  forme 

se  réunissent  en  un  seul  dont  le  coefficient  C^i+O»  ne 
coiji^Lpte  plus,  que  pour  une  seule  constante- 

Des  divers  procédés  qu'on  a  donnés  pour  parer  h  cet 
inconvénient ,  celui  qu'a  proposé  d'Alembert  me  paraît 
encore  le- plus  ingénieux  et  le  plus  simple  :  voici  en 
quoi  il  consiste  (*). 

Au  lieu  de  supposeï;  que  les  racisiçs  n^i'ot  mj^.soîettt 
ig/l}es,,  on  fiait  d'abord. 

•  '  I --     *      ♦  -  m^  ;=  TWi  +  A , 
n  F'oyez  d'aiUeuw  le  Traité  io^l»,  t.  UI,  p,  6g^ 
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C6  qui  donne 

•"lft  +  <-  +  T  +  S  +  «-B 

en  développant  l'exponentielle  «^  (27)^  alors  sij'on 
pose 

I  Cx  +  C^  =  El ,       C^  =:  Eé , 
il   vient 

é^^^E,  ^E^rt-Ei—^  etc.]  ; 

or,  Cl  et  Ci  étàttl  arbîlrâireô,  E^  et  £.  le  seront 
pareillement ,  et  rexpréssîori  C,e^'^  +  Ca^*^»^  satis- 
faisant à  l'équation  différentielle  proposée^  indépendam- 
ment d'aucune  valeur  de  Ci  et  de  Ca  (Sog)^  il  en 
sera  de  méiâëf  du  développement  ci-dessus,  et  dè^ 
cMstantes  £i  et  ^i  ^  et  cela,  qudque  petite  que  soit  lâ 
quantité  h.  Si  donc  on  Suppose  h^rza,  l'expresstox» 
ci-dessus,  réduite  à 

e^*'(E,  +  E^) 

et  contenant  deux  constantes  arbitraires  irréductibles  y 
satisfera  encoi^e  k  là.  proposée^  mais  ce  cas  répond  pré- 
ciséttieni  i  mi'^sm^. 

De  la,  on  passe  aisément  au  cas  où  m,  =  ma=/ra3; 
car  en  ne  supposant  d'aoord  que  l'équation  jn,=  ma, 
on  aura 

et  faisant  «n  conséquence  Treja*  tu,  +  h,  il  yiéndra 
que  të  développement  de  e  '  cliangerai  en* 


44^  TRAivi  Âlémbktairb 

et  faisant 

on  aura  l'expression 

^«.«^^.+F.,+F*»'+F,Ç+  etc.), 

satisfaisant  encore  à  l'équation  différentielle  proposée, 
quelles  que  soient  les  constantes  F,,  F»,  Fs,  et  quel- 
que petite  que  soit  h  :  en  posant  donc  A  =  o,  il  en  ré- 
sultera, pour  le  cas  oh  mi^=im^z:zms^  l'expression 

^«•'(F.+Fax+Fs**), 

qui  remplacera  complètement  la  partie 

Cifl'"'*  4-  Cae'"*'  4-  Cse'^^'y  et  amsî  de  suite,  en  quel- 
que nombre  que  soient  les  valeurs  égales  de  m. 

3 12.  L'équation  différentielle  proposée  peut  rare- 
ment s'intégrer  lorsque  les  coefEciens  sont  Tarlables', 
le  cas  suivant 

(a  +  bxyày+P(a  +ôar)»-*d»->d«    î  _ 
+  Q(a+  ftar)"-»d"-»j^dx» +  I7yd**/  ""  ®' 

où  F,   Qf U  désignent  des  constantes,  est  un  des 

plus  remarquables.   Si  l'on  fait  a  -)-  ^^  =  ^^  d'o&  il  suit 

d«  =  —,  l'équation  ci-dessus  se  change  en 

«•d»^H-  ^i—'d^-'j^df-t-  ^^— d— »yd#\..  .4-^dfeao, 
à  laquelle  on  satisfait  en  posant  ^z=:t^^m  étant  ua 


exposant  indéterminé;  car  d^  étant  constant  ainsi  que 
âx,  la  substitution  de  y  et  de  ses  différentielles  rend 
l'équation  ci-dessus  divisible  par  ^"•d^'*,  et  Ton  a  seu- 
lement 

P 

7n{m — i) . . .(/» — 71+ 1)+  T" ''»(''*— i)  •  •  •  (»*— 'Ti+a) 

4-^ otCtu.— i). .  .(m— 71+3). .  •+j. 

qui  détermine  m,  au  moyen  des  constantes  n^  ^>  P, 
Ç, U. 

3i3.  Il  est  facile  d'appliquer  ce  qui  précède  à  Féqua^ 
tion  du  second  ordre 

dy  +  Pdydar  +  Uyâx^  =  o , 

et  d'en  tirer  les  résultats  suivans,  qu'il  est  utile  de 
connaître. 

i*'.  Si  j^i  et  j^ft  sont  deux   râleurs  qui  satisfassent  à 
cette  équation,  son  intégrale  complète  est 

jrr=z  Cj^j  +  Ct^a      (309). 

2®.  Quand  P  et  U  sont  constans ,  on  à 
77^1  et  77ta  étant  les  racines  de  l'équation 

77l*+P77J+Z7=0. 

3**.  Si  CCS  racines  sont  imaginaires ,  il  vient 

jr^pe*^  sm{ç  +  fix)     (3io). 
4**.  Si  elles  sont  égales    . 

j.  =  ^'»'*(jS.  +  ^)     (3ii). 
5®,  Enfin  l'équation 
ia+bx)^dy  +{a  +  bx)Pd:ydx+Uydx'z=:o; 


>=o. 
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se  change  en 

P  V 

lorsqu'on  fait  a+^*  =  *>  et  dépend  de 

p  U 

m  (ot— i) + j  TO  +  g.  ï=  o     (3ia) , 

<»  qui  revient  à 

ainsi  son  intégrale  est 

7»!  et  /T^a  étant  les  deux  valeurs  de  m. 

3i4'  L'équation 
d»^+Pd''-^V«l^+Çd"^*:Kâi"?'. . .  .  +  ^:Kdar"îS=o  (ï), 
n'est  qu'un  cas  particulier  dé  Téquation  différentielle 
de  l'ordre  n  et  dilfir^mier  dëgté  ;  cai»  cellè-cî,  pour  être 
générale^  doit  contenir  un  terme  indépendant  de  ;f  i  et 
avoir  par  conséquent  la  forme 

d>+Pd"->dar+ Qd»-*^dar* . . .  +  J7j/dx*=rd*"  (2)  ; 

mais  l'intégration  de  cette  derniëre  se  ramène  facile- 
ment à  celle  de  la  premiëref  :  on  l'a  déjà  tu  pour  le 
premier  ordre,  dans  le  n®  285;  et  dans  un  ordre  quel- 
conque, il  suffit  de  connaître  un  nombre  n  de  valeurs 
particulières  de  j>  satisfaisant  à  l^ équation  (^i)  ^  pour 
parvenir  à  l'intégrale  complète  de  V équation  (2). 

Lagrange,  qui  a  découvert  cet  important  théorème , 
l'a  prouvé  en  étendant  à  l'équation  (2) ,  par  la  va- 
riation des  quantités  C, ,  C»,. . . .  C« ,  l'expression  gé- 
nérale de  y  relative  â  l'éqfuation  (1). 


Pour  fixer  les  idées,  îe  prends  l^équstiaa  profkosée  du 
troisième  ofdre  seuleiue^t  ?  il  Ttent^=5aC^i+Cn;^»+  Çsya, 
eifiressnm dau»  laqudl^  il  £^at  déterminer  Ci ,  C^  et  €3, 
de  maniera  qu'elle  satisfasse  à 

dV  +  Pd^dor  +  Qàyi}x^  -+-  Uyia^zsz  VAx^. 

Si  Ton  forme  snçoessiteaieiït  les  yaleurs  de  dy,  d'3^ 
et  d^j^,en  traitait  Ci,  C,,  C3  comme  yariables^oii 
trouvera  d'abord 

dy  =  C.d^,+Ç.d>'a4-^3dj'3+ J'idC,+ j^.dC.+J'adCa  j 

mais  comme  on  a  trois  quantités  i  déterminer,  et 
que  la  question  proposée  n'offre  qu'une  condition ,  on 
en  peut  choisir  deux  autres  k  yolouté,  et  faire  en 
conséquence 

jridC,4^jr^dC.+^3dC3  =  o, 

cç|  qui  donnera 

dy  =  CAy,  +  Cad>^.  +  Csd^j , 

comme  si  les  i|uantités  Cj ,  C«  et  C3  n'avaient  pas  yarié. 
En  différentiant  cette  valeur,  il  viendra 
d*:K=iC.dVi+C.dV.+C3d>+dyidC.+dj^.dC.+dj>',^r3. 
posant  encore 

iïj'.dCi  +  dy.dC^  +  dj'3dC3  =  o , 
il  restera 

d^  j.  =  C,d^  j,  +  C.d^^.  +  Csd^^a , 
d  où  1*0^  tirera 

,  .,      ,.'  .,      ,.}-d?y.plC.4-d'y.dC.H.d?y3dC,. 

Par  la  substitution  des  talteurs  de  y,  dy,  A^  et  d^, 
Féquation  proposée  deviendra 
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+  C,(d3j.s+Pdty,d*+Q4ysd**+ t^J'sd^)  (  ' 

oe  qui  se  réduit  k 

dy^dC^  +  d«;y,dC.+  d^sdCs  =  /^d*^, 
quand  les  fonctions  y^  y%j  y$  satisfont  à  l'équation 

d'y  +  Pd'^dor  +  Qdydar*  +  Uydj^  =  o  : 

il  existera  donc  entre  les  différentielles  dCiy  dC^et 
iCz,    les  trois  équations 

yidC,+  ydC^+  yzdCs=o, 
dy,dC,+  dy»dC.+  d^3dC3=o , 

dyAç^+dyjLCs^+dysdCs^rds^ , 

d'où  l'on  tirera  les  Taleurs  d^  chacune  dç  ces  d^ffé^ 
renti  elles  ,  exprimées  en  x^  et  en  ix ,  lorsque  les  foo^ 
tions^i,  y^y  y 3  seront  cpniiues.  Les  résultats  ay^at 
la  forme 

dC,  =  X»d*,     dCa=:-X.d«,    dCs^X^da, 

on  en  déduira 

Ci-=JXidx+c, ,      C^=z/X^dx+c^ ,       Cs=/Xid*+C3 , 

et  par  conséquent 

y=y,{fX^dx+c,}+y^(J:K^dx+c^)+ysU:K^dx+C3), 

sera  l'intégrale  complète  de  l'équation  proposée* 

Si  l'on  ne  connaissait  que  deux  yalenrs  particulières 
de  y,  la  proposée  ne  pourrait  s'int^rer.  qu'arec  ]§ 
secours  d'une  équation  du  second  ordre,  réductible  au 
premier.  En  effet ,  on  aurait  alors 

y  =  C^i  +  C^^^     djr  =  Cidyi  +  C^ày^^ 


en  faisant 

mat$  puisqu'on  ne  pourrait  disposer  que  d'une  ïeule  des 
quantités  Ci  et  C^ ,  il  faudrait  employer  le  développe- 
ment complet  de  d^^ ,  qui  serait 

dy  —  Cd^y.  +  ^.d>.  +  ày.dCi  +  dy.dC^ , 
et  qui  donnerait 

dv = c,dy,+c^àya+  2dy,dCi + 2dty.dc. 

+dj^.d»C.+djr.d*C.- 

Substituant  dans  la  proposée,  et  réduisant  de  la  même 
manière  que  ci- dessus ,  on  obtiendrait  ^ 

dy,d*C,+d>d*Ca+2d»J^,dCt     +2d»>dC.       )        ^,    , 

+PdyAC,dx+PdyAC^dxî~^'^''^' 

équation  de  laquelle  on  chassera  dC.  et  d^C.,  en  tirant 
leurs  yaleors  de  l'équation  j^idCi  +  ^ftdCA=o  et  de  sa 
différentielle;  la  résultante  ne  contenant  que  d^Ci , 
dCi  et  des  fonctions  de  x ,  se  ramènera  au  premier 
ordre  (3o6), 

Enfin ,  lorsqu'on  n'aura  qu'une  seule  valeur  de  y, 
on  tombera  sur  une  équation  auxiliaire  du  troisième 
ordre,  réductible  au  second;  c'est  ce  dont  il  est  facile 
de  se  convaincre ,  en  mettant  dans  la  proposée , 
C,yi ,     C.dj't+y.dC, ,     Cxdy^+^dyxàC+yA^Ci , 
C^dy,  +  My^dC,  +  Sd^.d-C+^id^C, , 

au  lieu  de 

:  r  -y,     dy,     à*y    et     d^jr: 

ftquâtîoft  formée  par  ^  substitutions  sera  réduite  à 
\yad^C,+54yi*C;     +3dyidC, 

+  Py.d»C.d*  4-  aPdVtdCd*  5^  =  rd*5. 


i'C^dx  +2J>dy»dC.d*[: 

+  <2y,dC,d*'  J 
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Si  dans  les  calculs  précédens  l'on  suppose  ^s£:  0 , 
ils  montreront  commeut ,  atec  deux,  ou  seulement  une 
valeur  parti^lière  de  la  fonction  y ,  on  peut  paryenir 
à  son  ej^pression  générale ,  dans  l'équation 

d^  +  Pd^dx  -h  Çd^rd**  -f  I7ydar»=  o  ; 

et  de  là  résulte^  pour  toutes  les  équations  différen- 
tielles du  premier  degré ,  le  théorèma^  suivant  : 

Si  Von  a  n  valeurs  particulières  de  jj  pour  Vêqua- 
tien  (^i)jOn  en  déduira  immédiatement  l'expression  gé~ 
néraèe  de  cette  fonction  pour  les  équations  (ji)  et  (2); 
eà  dans*  le  cas.  oiJt  l*on  ne  connaitrait  que  n-^i  va^^ 
'leurs  particulières  j  on  panfiendrait  encore  à  la  même 
expression  j  en  intégrant  une  équation  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre. 

3i5.  Je  psendrai  pour  eitemple  Véifuatioii  du  second 
ordre      ^  ,  .      .;  i 

dV  +  Pàyàx  +  Uyisf"^  VAx^, 

En  désignant  d'abord  par  j^t  >  y  a.  y  les  valeurs  partica- 
lières  de  y  qui  satisfont  à  l'équation 

à^y  +  Pdj^da;  +  UyAx'^o^ 

l'intégrale  complète  de  la  proposée  sera 

y=C,y,+  C^y^, 

Cl  et  Ca  étant  déterminés  par  les  équations 

yxàCi  +  >dC.  =  o , 
d^idCi  +djfadC,  =  Fdar*    (ii°  précédent). 

Maintenant  si  l'oa  suppose  que  les  ooefEcieps  P 
et  ZJ  soient  constans,  ^demeurant  une  fonction  quel- 
conque de  o;,  on  aura 

;y.  =«>»■*,     y^^ze'^''     (3i3), 


et  par  oonséqueut 

d'où  Ton  déduira 

,^       rir--'«'*d4P     ,^        ;^é-'"»'dâr 

Toi  —  TIZ^  nts  — ^  IWi 

puis 

Ci  =  /i, -i --^ — — — ,     C.=sii.H — , 

et  enfin 

17*1  — —  IWa 

en  donnant  aux  constantes  arbitraires  Ex^  E^y  le  diyi- 
seur  commun  TOi  "—  /»« ,  ce  qui  revient  à 

^m,arp7^—  »»««j^ — e^^'fFe^  ^*^dx 

•^  Tï*!-^  77Zs 

en  concevant  que  cbaque  intégrale  comprenne  implici- 
tement sa  constante  arbitraire. 

3 16.  Cette  formule  est  soumise  aux  circonstances 
qui  naissent  de  la  nature  des  valeurs  de  mi  et  n^ 
(3io,  3m). 

On  pourrait  en  restreindre  l'emploi  au  cas  oh  les 
quantités  mi ,  m^i  sont  réelles  et  inégales ,  et  former 
immédiatement  des  expressions  de  y,  pour  chacun 
des  deux  auti^es ,  en  employant  les  valeurs  de  ^,  et  ^^ 
particulières  à  ce  cas.  Par  exemple ,  lorsque  m,  et  m^ 
sont  imaginaires  >  on  tirera  de  la  valeur  complète 

jr  =  #«*  (JE,  cos/8* 4-  ^. sin/to) ,-  . 
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trouvée  dans  le  n°  3io^  les  Taleurs  particulières 

jy^  =  e**  oosjS^r,     y^  =  e*^  sin  fo , 

ayec  lesquelles  il  serait  facile  d'obtenir  l'int^ale  com- 
plète de  Péquation  proposée;  mais  il  est  peut- être  plus 
simple  d'opérer  immédiatement  sur  la  formuledun*^  pré- 
cédent,  la  transformation  propre  à  en  faire  disparaître 
les  imaginaires,  c'est-à-dire  d'y  chauger 

j»i  en  «  +  /8V^ — I,     m»  en  «— ^v/ — i, 

et  de  remplacer  ensuite  les  exponentielles  imaginaires, 
par  leur  expression  en  sinus  et  cosinus.  Par  ces  substi- 
tutions, on  a  d'abord 

— l-={(cos  A«r  -f  V/— I  smfix^fFe'f^icQsfix'^  \/—\  sinito)d* 

^fiV—^  ^ , 

— (cos/8ar— V/— I  s\ïïfix)p^e-'^{co%^x+  /— i  sin^Jf)d*)  ; 

puis  en  efièctuant  les  multiplications  indiquées ,  sépa- 
rant les  intégrales  en  monômes ,  et  réduisant ,  le  facteur 

2  v/-^!  devient  commun  aux  deux  termes,  de  la  frac- 
tion, et  l'on  arrive  à  l'expression  réelle 

^  =  -j  {sini8*/7^tf~"*^djPCOS/8jr 

— CQs^xfFe^'^Ax  sin/8*}. 

Si  V  était  nul ,  il  faudrait  mettre  une  constante  arbi- 
.    traire  à   la  place  de  chaque  intégrale,  et  l'on  aurait 
seulement 


DE   CALCUL   UfTÈatLA^.  4^^ 

ce  qui  rentre  dans  le  résultat  du  n®  3io. 

On  rencontre  fréquemment,  dan&le»  applications  de 
l'Analyse  à  la  Physique  céleste,  Péquation 

pour  laquelle 

mT=z±:a\/^    {3i3)^ 
d'o& 

-»  =  o,    /8  =  a, 
et 

ysspsinax+qcosax 

^  sinojiryF'djf  coggaT"^— cos  ctxfFâxAnax 
'■■'^'-'    "•^"^ "^ a " ' 

en  restituant  les  constantes  arbitraires.  lia  fonctioa)f 
a  ordinairement  la  forme 

^ -|- ^cos>3jp  +  Ccos yâp  +  etc. , 

Ay  Bj  C,  etc.,  fi f  y,  etc». désignant  dés  coefficiens* 
constans ,  et  les  intégrations  indiquées  s'effectuent  par 
le  procédé  du  n**  aI8.^ 

817.  Uégalité  des  racines  nii  et  m^  réduisant  k  l 
l'expression 

_  ^'"'^/rg^^'*d:r— ^"''^/yg'^'^'^djr 
•      /»]  ■^-  m^' 

il  snfiBt,  pour  en  obtenir  la  Traie  valeur,  dé  différentier 
par  rapport  à  m^  son  numérateur  et  son  dénomina- 
teur, en  observant  pour   les  inti^let  la  règle  du 
Cale,  intigr,  ag 
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n*  a8i  f  et  il  Tient 

Cette  deraiëve  expression  comprend  celle  da  n^  3i  i  ; 
^r  lorsque  JF=o,  les  intégrales  se  réduisast  à  lenr 
constante  arbitraire  y  il  vient  sei|lenedt 

3 18.  Si  l'on  a  un  nombre  m  d'équations  différentieDes 
renfermant  un  nombre  m  +  i  de  variables ,  une  seule 
de  ces  variables  sera  Indépendante ,  et  les  m  antres  en  se- 
ront des  fonctions.  Supposons  d'abord  que  ces  fonctioiis 
et  leurs  coefficiens  digèrent iel  s*  ne  «'élèvent  pas  au-delà 
de  la  première  puissance ,  dans  les  équations  proposéts, 
qui  sont  alors  du  premier  degré  :  la  méthode  indi- 
quée^^H  Q^,  i3i^^cçmduiraity  dans -cecas, à  une  équation 
diiFérentielie  du  premier  degré  entre  l'une  des  fonctions 
à  déterminer  et  la  variable  que  Ton  regarde  comme 
îndépeiâfdànte';  mais  on  peut  quelquefois  éviter  tes 
calculs  de  l'élimination ,  en  iùtégrànt  conjointement  les 
équations  proposas,  .    ,     . 

Lorsqu'elles  ne  sont  que  du  premier  ordre  et  qu'elles 
ne  renferment  quetrois  variables^  ces^équatiens peuvent 
*be  Représentées  pkr'      • 

Mdu  +  Nàx  +  {Pu+  Qx)  à*=:  Màt, 

mais  si  l'on  eu  chasse  alternativement  di^'  et  dx ,  et 
quW  dégage  de  son  coefficient  celle  \de  ces  différen- 
tielles que  l'on  conserve^  leséquatipns  résultantes  pren« 
dront  .l^  forme 

î     ■  .  .i:.v    .•  ••■•=.»'     ,,      ..,,  .. 

du^dPu^  9«)d<  ^  yd4,  ; ,. 
.      :  V         dsr •*  ÇP'^  +'Q'«)iM  ^.r4^rr>    ..     . 


DB   CALCUI^  IKTiGRAL.  ^St 

Pj  Q,  Tj  P',  etc.  représentant  de  nouvelles  fdactions 
de  tt  dérivées  des  premières  par  la  suitç  d(îs  opérations 
indiquées.  C'est  sous  cette  dernière  forme  que  d'AIem* 
bert  a  traité  les  équations  différentielles  simultanées , 
par  une  méthode  très  ingénieuse ,  que  je  vais  exposer 
comme  l'a  présentée  M.  Ampère. 

En  multipliant  la  seconde  équation  par  un  facteur  êy 
et  ajoutant  le  produit  à  la  première ,  il  vient 

du+êdx+[{P+P'ê)u+{Q+ Q'6)x]  de^iT^rà)dt  ; 
faisant  ensuite  If +  ^^  = '9  on  aura  « 

di«+9d*=d«  —  jrdfl,     «=«— 9x, 
et  par  ces  valeurs ,  la  transformée  ci-dessus  deviendra 

enfin  égalant  à  zéro  le  multiplicateur,  de  x,. on  parta- 
gera rég;uation  ci-dessus  en  deux  autres , 

ds  -»-  (P-fP'fl)ad*  =  (ï'+7*d)d«  (a), 

dfl  4-  C(P  +  P'Ô)9  ^  (Q  +  Q'fl)]d/  =  o,  (i). 

dont  la  dernière  ne  renferme  plus  que  les  dieoK«'Vit* 
riables  9  et  û.  Lorsqu'on  pourra  ^trouver  une  valeur  de 
ô  satisfaisant  h  celle-ci ,  6q  réduira,  par  son  mojrtea»!;^ 
première  à  ne  contenir  que  les  deux  variables  s  et  ^; 
et  n'étant  d'ailleurs  que  du  premier  degré,  elle  s'inté- 
grera complètement  par  la  formule  du  n°  285. 

Quand  les  coefflciens  P,  P^,  Q  et  Q'  sont  constans, 
on  peut  faire     ^ 

d8  =  o,     (P.+  P'ô)e-(Q+Q'ô)='o; 
6  eStt   alors  déterminé  par    une   équation  du  second 
degré,  4pi^^  J6  désignerai  les  radiées  par '9i  et. 9^.  ' 
Dans  la  même  hypothèse,  rémiatipi  (a),,^eil  y  fai'Jant, 
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pour  abréger, 

a  pour  int^ale  l'équation 

cPoi  Ton  tire  les  deux  suivantes, 

'tt  +  M  =  «""'"''(/*'"*'rid*+  C,), 
u +  ••*  =  *■""•*  (/*"**'/^.d^+  C^)y 
loi^u^ôn  y  met  successivement  les  deux  valeurs  de  é  : 
le  problème  est  donc  complètement  résolu ,  puisqu'on 
a,  entre  les  variables  u,  x  ett^  deux  équations  primi- 
tives renfermant  chacune  une  constante  arbitraire. 

319.  Passons  au  système  d'équations  à  quatre  va- 
riables, auquel  on  peut  toujours  donner  la  forme 

du  +  {Pu  +Qx  +R:y  )d/=  Tàey 

àx  +  {P'u  +  q[x  +  B!y)àt  =  T'At, 

Ay  +  {P^u+  Q'x  +  flV)d*  =  T'ai. 

Si  Ton  multiplie  la  seconde  par  9 ,  la  troisième  par  Vy 

«in'on  ajoute  les  produits  à  la  première ,  et  que  Ton  tàsÊ 

d'où  il  8«it 

du  +  Mx  +  Vdyx^dz-^xdd—ydt^ 
uszzst  —  8*— .6'^, 

et  qu'après  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  rassemble, 
pour  les  ^aler  à  zéro,  les  termes  affectés  de  jp  et  de  y, 
Péquation  ci-dessus  se  partagera  dans  les  trois  sut- 
Tantes  , 

ds  +(P4-P'8+P'e')sdft=(r+y'9+y8')d^  (a), 

d«  +[(P4-^a+-P'9')«— (Ç+Ç'fl+Ç'ôOldteo  {h)\ 

àV^liiP+p'9^p''tr)tr^(R+R'é+R'V)-]di=oXby, 


I 
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el  lorsqu'on  pourra  trourerles  valeurs  de  S  et  de  6'  qui 
satisfont  aux  équations  (b)  et  {b'),  l'équation  (a)  ré- 
duite aux  variables  z  et  t,  s'intégrera  encore  comme 
dans  le  n^  précédent. 

En  se  bornant  au  cas  oii  les  ooefficiens  des  fbnctiofbs 
UfX  ei  y  sont  des  constantes,  on  peut  supposer  d6=:o, 
dS'sso;  il  en  résultera 

(P  +  P'e  +  P'V)6'—  (R + Bf&  +  R'V)  =  o  ; 

et  si  Ton  fait  P+P'B  +  P'h'zzzm,  les  équations  ci- 
dessus,  deyenant 

donneront  pour  0  et  Ô',des  valeurs  qui,  substituées  dans 
Pexpressîon  de  m^  conduiront  à  une  équation  finale ,  où 
cette  inconnue  montera  au  troisième  degré.  Chacune 
de  ses  valeurs  en  fournissant  une  pour  les  facteurs  fl,  V^ 
si  l'on  distingue  celles-ci  par  des  indices  inférieurs,  et 
qu'on  fasse  T+T'^T'i'^Vy  on  aura  les  trois  sys- 
tèmes  de  quantités 

ô|,  Ô'i,   miy  Vij       0«,  ô'.,  Wla,   V%i       hy    fl'sj  W^Sj  ^3j 

dont  la  Substitution  dans  a  =  «'""*'{/e"*';^d/+C}, 
intégrale  de  l'équation  (a),  donnera  les  trois  équations 
primitives 

u  +  Kx  +  ev  =e-'"«^or^'^-'^.d^+  co, 

li  +  93X  +  b\y  =  e-'^^^fe^^'Fzit  +  Q, 

On  peut  maintenant  étendre  ce  procédé  à  tel  nombre 
d'équations  que  l'on  voudra.  Pour  en  compléter  l'ex- 
position y  il  faudrait  examiner  les  cas  où  les  valeurs 
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de  B,  V  deviennent  imaginaires  ou  bien  égales  entre 
elles;  fnais  ces  détails,  qui  tiendraient  trop  de  place,  sont 
faciles  à  suppléer,  pai*  ce  qu'on  a yn  dansles  n***3 1  o,  3i  i . 

3ao.  D'Alembert  applique  aussi  son  procédé  aux 
équations  du  premier  degré  d'un  ordre  quelconque, 
et  pour  cela  il  les  ramène  au  premier  ordre ,  de  la 
manière  suivante. 

Ayant ,  par  exemple ,  deux  équations  de  la  forme 

d'w  +  i^àu  +  Bàx  )d/  +  {Cu  +  Dx  )d^  ==  7\1^, 
d*«  +  (^di^+  B'Ax)it  +  {Cu+  iyx)àt^  =  Tàe, 

il  fait  dw=/>d^,  dx=  gAt)  et  il  a  par  conséquent,  entre 
les  cinq  variables  p^q,  t,  u  eix,  les  quatre  équations 
du  premier  ordre 

ip+  {Ap-^Bq  +  Cu  +  Dx)At=  Tdt, 

dy  +  (^P  +  ^'9  +  ^ï* + ^*)d^  —Tàt, 
Au  — pAt^=z  o , 
d*  —^  qAt  =10, 

qui  peuvent  se  traiter  par  la  méthode  du  n**  précédent. 
Il  s'est  servi  du   même  artifice  pour   les  équations 
qui  ne  contiennent  que  deux  variables  ;  mais  le  pro- 
cédé du  n**  3i4  est  plus  simple  et  plus  élégant. 

321.  Considérons  maintenant  les  équations  du  pre- 
mier ordre, 

Ay  —  j8daf=o,       Az  —  /8dar=i-o, 

dans  lesquelles  «  et  ^8  sont  des  fonctions  quelconques 
des  trois  variables  x  ^  y ,  z  :  voici  comment  on  peut 
y  appliquer  le  procédé  du  n°  i33. 

On  difierentie  la  première,  et  il  vient 


f 


mettant  pour  ds  sa  valear  fids ,  oa  obtient 

éliminant  ensuite  Zy  au  moyen  de  Féquatlon  \ 

dy  —  «tdx  =  o , 
on  parvient  à  une  résultante  en  jr  et  jk>  du  second  ordre^ 
et  qui  a  nécessairement  une  intégrale  primitÎYe  avec 
deux  constantes  arbitraires  a  et  b  (298). 
Soient 

4  (*,  j^f  a,  ^)  =  o  et  dyz=:mdx 
cette  intégrale  et  la  valeur  de  dy  qu'on  en  tirera; 
en  substituant  celle-ci  dans  d^  —  ttdx  =  o ,  on  aura 
une  seconde  équation  primitive  m — «  =  0,  entre 
X,  y  et  z,  en  sorte  que  les  équations  différentielles 
proposées  seront  vérifiées  par  le  système  des  équations 
primitives 

et  par  toutes  celles  qui  seront  équivalentes  à  ces  der- 
nières. 

Cela  posé 9  on  va  voir  qu'il  existe  toujours  au  moins^ 
deux  systèmes  de  fadeurs ,  au  n^oyen  desquels  on 
déduit  des  équations  proposées,  deux  différentielles 
exactes.  £n  effet,  si  des  «équations  primitives  indi« 
quées  ci^dessus,  on  élimine  alternativement  les  cons- 
tantes a  et  bf  et  que  les  résultats  soient  mis  sous  la 
forme 

M  — a,      iV=fe> 

leurs  différentielles 

•dM  ,     ,  dM,      ,   dM  ,  '       ''^ 

d^^'+dj^^+d7^"=^' 
dN  .     ,  diV         ,dN 
dx        ^  df     ^  ^  dz  '         • 


4^  TRAlxi  iLàMSNTAmm 

derant  être  Térifiées  pat*  les  falears 

d^=«MLify      dz:=fidx, 
tirées  des  proposées,  il  s'ensuit  que 


dm 

A> 

dJV 

"Â7 

,àN 

+â7- 

+^^ 

•mit  des  quantités  identiquement  nulles;  on  a  donc 

àM__      àM    _dW 

d*  ~       dj'  •        d«  ^* 

d/V_      dJV;  dN_ 

d*  ~        dy'        d%  ^' 
et  mettant  ces  valeors  dans  les  différentielles  de  M 
et  iV,  ce  qui  ne  les  cbange  point ,  on  obtient  les  di^ 
ftrentielles  eiactes 

^  idy  — d,)  +g  (d«-^d*)  =  0, 

oomprexiant  les  produits  des  équations  proposées  mul- 
tipliées respectivement  par  les  facteurs 

i^    t  —      i?^  et  — 

d^  d«  '      dy         "dz  ' 

On  conçoit  aisément  qu'il  y  a  des  théorèmes  ana* 
logues,  pour  les  équations  dans  lesquelles  le  nondbre 
de  variables  surpasse  trois. 

Des  solutions  particulières  des  équations  cUffe-- 
rentielles  du  premier  ordre. 

3a2.  Dans  le  n^  297  il  s'est  présenté,  pour  une  équa- 
tion différentielle ,  une  solution  parliculière  qui  ne  dé- 
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rÎYait  pas  de  Tintégrale  complète ,  et  l'on  peut  quelque- 
fois tomber  sur  des  équations  primitives ,  sans  constantes 
arbitraires ,  et  vérifiant  une  équation  dîîfférentielle  dont 
on  ne  connaît  pas  l'intégrale  complète  :  ces  deux  cir- 
constances font  naître  les  questions  suivantes:  d^où 
viennent  les  solutions  particuHères  ?  et  comment  distin" 
guer  si  une  équation  primitive  qui  satisfait  à  une  équa- 
tion différentielle  proposée  ^  dériçe  ou  non  de  son  in-- 
têgrale  ?  c'est  ce  dont  je  vais  m'occuper. 

La  relation  qui  existe  entre  une  équation  différen* 
tielle  et  son  intégrale, est  telle  que  cette  dernière  équi- 
yaut  à  un  nombre  infini  d'équations  primitives ,  qu'on 
obtiendrait  en  donnant  successÎTement  à  la  constante 
arbitraire  toutes  les  valeurs  possibles  >  et  dont  chacune 
satisferait  à  l'équation  différentielle  (53).  On  désigne 
ces  diverses  équationa^primitives  sous  le  nom'  d^inté^ 
graUs  particulières  j  puisque  ce  sont  des  cas  particu- 
liers de  l'intégrale  complète.  Les  solutions  particulières ^ 
dont  le  nombre  est  toujours  limité  y  sont  des  équations 
primitives  essentiellement  différentes  des  intégrales  par- 
ticulières. Ces  solutions  sont  de  deux  sortes;  les  unes 
ne  sont  autre  chose  que  des  facteurs  de  l'équation  dif- 
férentielle proposée^  dans  lesquels  àx  et  ày  n'entrent 
point,  qui  par  conséquent  étant  égalés  à  zéro,  donnent 
des  équations  primitives  établissant^  entre  x  et  y^ 
des  relations  qui  rendent  la  proposée  identique.  £n 
cherchant  les  diviseurs  communs  des  fonctions  M  et 
Ny  on  trouvera  les  solutions  de  cette  espèce  ;  dont 
est  susceptible  l'équation 

Màx-^-Này^o. 
La  seconde  espèce  de  solutions  particulières,  dont 
l'équation  ^d«  —  «d^  =  7»V^d«*-f  dj^'  (^97)  *  fourni 
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un  exemple,  est  liée  intimement  a  l'équation  différen- 
tielle dont  elle  dérÎTe ,  quoiqu'elle  ne  puisse  rentrer 
dans  aucun  des  cas  de  i' intégrale  complète  ,  quelque 
yateur  que  l'on  donne  à  là  constante  arbitraire ,  ainsi 
qu'il  est  facile  de  le  voir,  en  comparant  les  équations 
y  :=:  ex -^^  n\/ 1  -^-^  c^   et  X*  +  J'*  =  '**• 

Voici  la  théorie  que  Lagrange»  en  i774i  donna  de 
ces  dernières  solutions,  regardées  avant  lui  comme  for- 
mant un  paradoxe  dans  le  Calcul  intégral  (*). 

323.  Les  solutions  particulières ,  sans  être  comprise» 
implicitement  dans  l'intégrale  complète,  peuvent  néan- 
moins 8'en  déduire ,  en  cessant  de  regarder  la  cons- 
tante arbitraire  comme  invariable.  En  effet,  soit  17=30^ 
une  équation  primitive  renfermant  les  variables  x^y^, 
et  une  constante  c\  l'équation  différentielle  correspon- 
dante, que  je  désignerai  par  /^=o,  sera  le  résultat 
de  l'élimination  de  cette  constante ,  entre  Ids  équa- 
tions 17=  o ,  -—  d*  +  -r-  d  y  5=  o  (53)  ;  mais  si  Ton. 
d*  ày     ^ 

suppose  que  c  soit  une  fonction  quelconque  de  «,  ot» 
donnera  à  l'équation  I7=r:  o  une  extention  telle  qu'elle 
pourra  représenter  une  équation  quelconque  à  deux 
variables ,  et  par  conséquent  aussi  toutes  les  solutions 
particulières  de  l'équation  /^=o.Cela  posé,  la  valeur 
que  l'équation  17=  o  donne  pour  j'  et  sa  différentielle 

(*)  Il  les  appela  intégrales  particulières ,  et  donna  le  nonr 
de  solntioQS  puiticulicres  aux  diffëreos  cas  de  l'intégrale  com- 
plète. Laplace ,  qui  s'est  occnpc  avec  succès  du  même  sujet  avant 
Lagr.\nge,  emploie  ces  dénominations  dans  un  sens  inverse,  et. 
je  Tai  suivi,  il  m'a  semblé  que  les  équations  primitives,  qui  résolvent 
les  équations,  différentielles  sans  être  comprises  dans  leur  intégrale 
complète,  ne  s'obtcnanc  point  par  les  procèdes  de  l'intégration,  ne« 
devaient  pas  porter  un  nom  qui  rappelle  ces  procédés. 
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que  je  représenterai  par  à  y  zsspdx,  yérifiant  iiulépeii^ 
dammeut  de  c  ^  Féquation  /^=o,  on  pourrait  supposer 
c  variable ,  pourvti  que  la  loi  de  sa  variation  fût  telle 
qu'on  eût  toujours  dy:=pdx.  Or,  quoiqu'en  regardant  c 
comme  variable  aussi  bien  que  Xj  il  ^enne  en  général 
dyzsspàx+qdCyp  et  y  étant  des  fonctions  de  *  et  de 
c ,  on  aura  néanmoins  dyscipàx  seulement ,  si  y  =  o  :  " 
déterminant  donc  c  par  cette  dernière  équation  ,  et 
substitua^nt  dans  27=  o  la  valeur  qu'on  trouvera',  le 
résultat  satisfera  encore  à  l'équation  différentielle  V^=ào\ 

Dansée  qui  précède >  y  a  été  regardé  comme  une 
fonction  de  jp  et  de  c;  en  considérant  k  son  tour  x 
comme  une  fonction  de  y  .et  de  c ,  on  aura  d*  =  mdyi 
et  raisonnant  comme  ci-dessus ,  on  trouvera  que ,  si  la 
valeur  de  dx^  prise  en  faisant  varier  c,  est  dxssmdy^ndcy 
l'équation  résultante  de  l'élimination  de  c,  entre  w^o 
et  l/=o,  satisfera  aussi  à  l'équation  différentielle  /^:=o. 

On  peut  comprendre   ces  deux  procédés  dans   un 

seul,  en  faisant  évanouir  les  dénominateurs  dans  l'équa- 

.      du  ^        du  ^     .  dZ7  ,  ,.^,        .  „       , 

tion  -T-dof  +-r-  dy^ — r-  de  =  o  ,    difterentielle    de 
dx        "^  d^   -^  ^  de 

{7  =  o ,  prise  en  supposant  o  variable  avec  x  et  y» 

Elle  aura  alors  la  forme 

il/d*  +  iVdy  +  Pdc  =  o; 
on  en  tirera 

M  P  N  P 

et  si  les  fonctions  entières  M,  N  sont  algébriques,  ou, 
quoique  transcendantes  ^e  peuvent  pas  devenir  infinies 
par  quelque  valeur  dec,  le  coefficient  de  de  ne  dispa- 
raitra  que  par  la  supposition  de  P=o,  qui  donnera 
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aîasi  tout  ce  qa  on  peut  tirer  des  opérations  indiquées 
cî-dessus.. 

Les  équations  auxquelles  ces  procédés  conduisent, 
ne  sont  pas  nécessairement  des  solutions  particulières 
de  Féquation  /^=r  o;  mais  pour  pe  pas  se  tromper  sur 
ve\èi  j  il  faut  examiner  les  diyerses  circonstances  que 
peut  o£Prir  l'équation  P=o. 

Il  est  d'abord  évjdent  que  si  cette  équation  donne 
à  c  une  valeur  constante  y  elle  ne  conduira  qu'à  une 
intégrale  particulière;  mai\  si  cette  valeur  est  va- 
riable, on  ne  den'a  pas  en  conclure  tout  de  suite 
que  le  résultat  de  l'élimination  de  c  entre  P=o  et 
17=  o,  sera  nécessairement  une^solution  particulière ^ 
car  il  pourra  encore  arriver  que  l'équation  résultante 
ne  soit  qu'un  cas  particulier  de  U^=z  o.  Pour  le  recon- 
naître ,  il  faut  éliminer  une  des  variables  entre  cette 
nouvelle  équation  et  27=  o.  Si  Ton  peut  faire  dispa- 
raître l'autre  variable  j  en  déterminant  c  par  des  cons- 
tantes seulement ,  on  n'a  obtenu  qu'une  intégrale  par- 
ticulière ;  et  si  l'on  trouvait  c=  |  >  il  en  faudrait  conclure 
que  l'équation  P=o  est  un  facteur  de  17=  o^indépen* 
dant  de /la  constante  c,  et  par  conséquent  étrangers 
l'équation  différentielle  7^=  o. 

Quand  c  n'est  qu'au  premier  degré  dans  Z7,  il  n'entre 
point  dans  Py  qui  ne  contient  alors  que  les  variables  x 
et  y 'y  l'équation  P=o  satisfait  elle-même  à  /^:=o, 
parce  que  U  =  o  étant  de  la  forme  Q_-|-cP=o,  ^=:o 
revient  à  PdQ—  QdP=  o;  mais  il  est  aisé  de  voir  que 
P  =  o  n'est  qu'une  intégrale  particulière  correspon- 
dante à  c=  infini. 

324«  J'appliquerai  d'abord  cette  théorie  à   l'équa- 
tion yàx  —  xdy  =  n  V^d»*  -|-  dy*,  ayant  pour  intégrale 
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complète  y  —  ex  =  ;»  V^  i  +  c*  (297).  En  faisant  varier 
c  en  même  temps  que  x  ei  y  y  et  réduisant  tous  les 
termes  au  même  dénominateur^  on  a 


cd*t/i+c»— dy/i+c'*4.(arV/i4-c*4-«c)dc=o; 
égalant  à  Àéro  le  coelBcîent  de  Ac ,  il  vient 


xy/i+c^  +  nczzio, 
d'où  l'on  tire  c  =  —         — ,  valeur  qui  change  l'équa- 

tionjf — -cx=:7iV^i  -f- c*  en  jc*+j'*  =  /î*,  et  donne  la 
solution  particulière  obtenue  dans  le  n^  cité. 

Toutes  les  équations  de  la  forme  y=/>JP  +P  (297)  9 
dans  laquelle  se  trouve  comorise  la  précédente,  ont 
aussi  une  solution  particulière  analogue.  Leur  inté- 
grale complète ,  représentée  par^=c*+C,  C  étant 
composé  en  c,  comme  P  l'est  en  p,  donne 

cdx  —  ijr+  fx+'^jdc=zo'j 
dC 

et  posant  x+  —- =0 ,  on  en  tire  la  valeur  de  c,  d'où 

dépend  la  solution  particulière.  Cettesolution  particu- 
lière s'est  montrée  lorsqu'on  a  intégré  l'équation . . . 
fzszpx+P'^  car  en  la  différentiant  on  est  parvenu  à 
une  équation  composée  des  deux  facteurs 

ar4-^  =  o,     d/7  =  o, 

et  le  résultat  de  l'élîmir  ^  ^  de  p  entre 

,  àP 
y=px+P  et  ^+^^=o, 
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est  le  même  que  celui  de  Té^iuiination  Aecj  entre 

jr=cx+C,  et  *+— =  o. 

.  Les  équations  jr  =^px  +  P  ont  été  r emarqu^Srd'abqrd 
par  Clairaut,  tant  à  cause  de  la  propriété  qu'elles  ont 
de  s'intégrer  facilement,  après  une  nouvelle  différen- 
tiation,  que  par  rapport  a  la  solution  particulière  que 
cette  différentiation  manifeste  sur-le-champ. 
Soit  encore  l'équation 

Xdx  +jrâj  =  djr\/x^  +jr^  —  a\ 

dont  l'injtégrale  est 

V/**-h^* —^  =^  +  ^ y  o"  x^'—acr — c»— a*=o, 

en  faisant  disparaître  le  radical.  On  trouve 

xdx  —  cày —  (jr  +  c)dc  =s  o , 

d'où  il  suit 

j^  +  c-=o, 

et  par  conséquent 

V/**+J^  — «•=<>,     ou    j?»+j-»— a'3=o, 

équation  qui  ne  peut  résulter  de  la  proposée  >  p»r  au- 
cune «aleiyr  constante  de  c,  et  qui  e^i  donc  une  scdu- 
tion  particulière. 

Soit  enfin  l'équation  primitive 

(*'  +^»  —  a*)(^»  —  ncjr)  4.  (-t«  _  a^)  c»  =- o. 

En  la  traitant  comme  les  précédentes,  on  trouve 

valeur  qui,  bien  que  variable,   ne  conduit  pas  à  une 
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solution  particulière  ;  car  si  on  la  substitue  dans  Téqua- 
tion  proposée  9  celle-ci  devenant 

donne 

:y=o,  ou  «*  +  J'*  —  a*=o, 
équations  qu'on  tire  immédiatement  de  la  proposée, 
en  j  faisant  c  =  o  :  ce  ne  sont  donc  point  des  solutions 
mais  des  intégrales  particulières  de  l'équation  difiPé- 
rentielle  produite  par  l'élimination  de  la  constante  ar- 
bitraire c. 

325.  Une  propriété  des  solutions  particulières  qui 
se  présente  facilement  sur  le  second  exemple,  et  qui 
est  générale,  c'est  que  V équation  différentielle  peut 
être  prépaie  de  sorie  que  la  solution  particulière  en 
devienne  un  facteur.  En  effet ,  si  l'on  pose 

«on  aura 

xAx  +  yày  zsz  uAu ,  { 

et  l'équation  proposée  de  Tiendra 

uàu  —  uày  z=  o. 

Si  l'on  prenait  w  =  jf*-4"J'*"^^r  le  radical  resterait 
en  évidence  dans  la  transformée  ^  qui  deyiendrait 

dw— 2d*7-V/w  =  o-, 
en  la  différent iant,  on  arriverait  à 

d*i.-2d-rv/îi-^^=po, 

et  faisant  disparaître  le  diviseur ,  il  en  résulterait 
d^MV^M  — 2z*dy  —  djndw=5  0, 
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équation  qui  serait  encore  vérifiée  par  la  supposition 

de  u=o.  Ces  transformations  pouvant  être  continuées 

autant,  qu'on  yeut,  il  s'ensuit  qu'il  y  a  des  manières  de 

préparer  toutes  les  différentielles  de  la  proposée  ^  pour 

que  la  solution  particulière  y  satisfasse  aussi  ^  ce  qui 

n'aurait  pas  lieu  sans  cela;  car  si,  quand  on  fait  Tarîer 

dr 
la  constante  c  et  qu'on  pose  —  =  o ,  on  a ,   pour  la 

solution  particulière ,  comme  pour  l'intégrale  complète, 
Ajr=pix ,  la  valeur  de  d*j*,  devient  pour  la  première 


tandis  qu'elle  est  seulement  -p  dx*  pour  la  seoctfide;   ce 

n'est  pas  non  plus  au  même  facteur  que  ces  deux 
valeurs  satisfont  en  général  :  on  voit  même  que  l'équa- 
tioxi 

d^u^u  ^  2z^dy  —  dj-dz*  =  o , 

serait  vérifiée  par  la  solution  particulière ,  indépendant- 
ment  des  différentielles  du  second  ordre. 

Le  développement  et  les  démonstrations  des  circons- 
tances que  je  viens  d'indiquer  me  mèneraient  trop  loin^ 
on  les  trouvera  dans  un  Mémoire  où  M.  Poissou  a 
ëclairci  avec  succès  plusieurs  diiEEicultés  qui  restaient 
encore  sur  la  théorie  des  solutions  particulières  des  di- 
vers genres  d'équations  différentielles  (^).  « 

326.  Pour  reconnaître  par  ce  qui  précède  si  une  équa- 
tion primitive  qui  ne  contient  pas  de  constante  arbî-^ 
traire  y  et  qui  satisfait   à  une  équation  différentielle 

^ 

(♦)  Journal  de  l'École  Poly  technique ,   iS"»»  cahier  ;  voyiez, 
ui  le  Traité  in'4«  ,  t,  II ,  p.  3a& 
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donnée,  en  est  une  intégrale  particnlière ,  ou  sewte- 
ment  une  solution  part iculièrt,  il  faut  en  aToirPîtité- 
grale  complète;  cette  circonstatioe,  qui  n'a  pas  toujours 
lieu ,  conduit  naturellement  k  la  questioti  suivante  : 

Êiani  donnée  une  vtdehr  y =X,  qui  èatiafait  à  une 
équation  différentielle,  déterminer  êi  elle  est  ou  non 
comprise  dam  V intégrale  complète,  et  en  déduire,  s'il 
est  possible,  celle-ci. 

En  supposant  qu'on  tire  de  cette  dernière  jr=sf^^ 
et  qu^elle  comprenne  j-  =X,  la  fonction  r  sera  néces* 
sairement  composée  avec  la  variable  x  et  la  constante 
arbitraire  C,  de  manière  à  se  changer  en  JK",  par  une 
détermination  convenable  de  C.  Si  l'on  désigne  par  C 
celte  valeur  de  C,  et  qu'on  observe  que  la  supposition  de 
C=</.  donne  f^=X,  ou  que  la  différence  r— X 
s'évanouit  quand  C—C=o,  on  en  conclura  que,  du 

moins  par  son  développement ,  l'expres^on  de  ^ X 

doit  pouvoir  être  mise  sous  la  formé 

r-x=^  jr{c^cr + r\c-  cf  +  etc. , 

les  exposans  ^',  »,  etc.  étant  tous  positifs,  et  les  quan- 
tités r\  V\  etc.  indépendantes  de  C—C,  On  peut 
prendre  (C-  CT—h-,  la  quantité  h  demeurera  arbi- 
traire  ausâ  bien  que  la  quantité  C5  et  changeant  aussi 
-  en  /«,  ^  étant  alors  >  1 ,  il  viendra 

A* 

d*ou 

exprewion  qa'on  pourra  r^rder  comme  le  dérelbppe^ 
ment  de  la  valeur  complète  de  y.;," 

Cela  posé,  si  l'on  représente  par  à.y=^j4x,  l'équa- 
Cofc.  mtégr.  3o 


' 


4fi6  itUkXgà  iatàmBHTxiuB 

Uott  difiéreutieUe  proposée  «  ré^olae  par  rapport  a  éy, 
caUe  noiireUe  équntîoQ,  à  laquelle  aatififkît ,  par  bjpo^ 
thèae,  Féquatioa  y==^Xy  devra  être  vérifiée  ittdépen* 
dammeiitde  h  y  par  la  Taleur  oomplàte  de  y.  £q  dé* 
signant  d'aboord  celle-ci  par  X-^rh  yW  feudra,  pour  la 
«ubstituer  A%m  ày  ?=s/id«  >  chereber  es  que  devient j»| 
Iarsqi»?ptt  y  chanj^  y  m  X-i-ks  SoU 
p  +  p'^«  +  p'k^  4-  etc. , 

le  déveToppenient  de  cette  valeur  de  p,  les  exposans 
myïi,  etc.,  que  je  suppose  rangés  dans  l'ordre  de  leur 
grandeur,  seront  nécessairement  positifs;  car^  ne  de- 
vient pas  infini  quand  i&=  o  /puisque  l'équation  j-=:J, 
^ui  ne  donne  pas  ày  infini ,  rend  identique  l'équatioD 
S\yz=zpixy  en  sorte  que  dX=jPdar.    ' 

Lorsqu'on  fait  j^  = -Y +i,  on  a  pour  résultat 

dX+ d*=:(P+P'ilr"  +  P''if +etç.)d«^ 

que  l'équation  àX  =  Péx  réduit'  à 

U  —  {P'V^  +  P'y  +  etc.)^a:; 

et  remettant  pour  k  le  développement 

il  viwt 

f+etc.  ) 

équation  d'après  laquelle  il  feut  déterminer  Vy  Vy  e^c, 
indépendamment  de  A.  £n  ne  prenant  d'abord  que  les 
termes  où  cette  quantité  a  le  plus  petit  exposant,  on 
forme  l'équation 

Ur'^P^V'^Axy 


«pi  ne  peut  avoir  lien ,  qiielle  que  «oïl  A  y  fjae»  qvoMé 
mais  I:;  dam<oe .<$aii  À  disparaît  e|  il  ti«ot 

dr'=PT'd*,   ^=é/^*^.* 

Qtfand  M>  1  y  ofi  lie  peut  plus  compàrér.Ie  premier 
terme  P^V'^^h^àx  à}x  seoood  membre  au  termd.Aë/^.'' 
da  premier;  maii.oQ £ut  dîâparaiire  celui-^ieii  poiaM 
d/^'sso^  ce  qui  donne  ^'asço^t,  ou  {dus  «impl^ 
ment,  ^'=i  ;'  puis  on  suppose  ^acf7»>  «t  Fon  a 
d^'  =  P'd*,  d'oii  il  résulte  r"  =fFi»)  f^  en  pouvt 
suiyant  de  oetta  maniée  on  troaye  tous  le»  autraaUfQlies 
de  la  série*  '^ 

Quapd  ^<,^4  il  n'est  plv»  possible  da  satisfiiire  à 
Féquation  {A)  en  aucune,  manière  ^  puisqu'on  ne  san^ 
rait  comparer  le  terme  P'F'^h'^Ax  ni  au  terme  hAV\ 
ni  à  aucun  de  «eiisi  qpi-  le  suiveiit,  et  dont  les  ex- 
posans  surpassent  tous  Fnnité  ;  l'équation  j*  =  X  ^ne 
pouyant  alors  admettra  une  constante  arbitraire ,  n'est 
pas  une  intégrale  partiéuliërex:  mais  une  solution  palv. 
ticulière. 

337.  Ceci  fournit  un  procédé  pour  découvrir  immé- 
dkftctoemt  led' solution^  particulières  des  équations  éti^- 
£6rétltfelle8  du  premfer  ordre /siaiis  connaître  leur  in^ 
t^rale  compléter  $n, effet»  le  dàT^bp^niaalidenjè»^! 
quand  on  y  change  j*  en  ^+ifr,  seraH  en  général ^ 
par  le  théorème  de  Tajlor^  , 

et  Wstio'il  prand  loi^forme'     '  .'    '    "'  ■■'    '"i- 

JP*:f  l^P^4-etc. , 

m  étant  <i,  le  coefficient  difféi^ei^ti^^ /d^ieMJn- 

3o.. 


fini  (89);  U  faat  donc  que  la  diBèrentiatâon  far 
laquelle  on  passe  de p  à. ce  coefficient,  amène  un  diyî- 
seur  qui  s'évanouisse.  Il  résulte  de  là,  que  si  Ton  re- 

présente  —  par  y ,,  toute  solutioo  particulière  donnera 

itaso,  et  sera  par  conséquent  uti  facteur  de  Zr,  et 
réetptpquement,  tout  faèteur  deX»  qui  ne  le  sera  pas 
cm  mômetetnps  de  iC ,  et  qui ,  étant  égalé  à  aêrô^  véri- 
fier* 4'équation  différentielle  proposée,  eh  sera  une  so- 
lution particulière. 

On  é¥ite»la  résolution ,  pai*  rapport  à  djr,  de  l'équation 
différentielle  proposée,  en  remarquant  que  si  Z=o 
déMgii^  cette  équation  ,  Z  étant  fonction  de  x ,  ^  et  p, 
iw«q«V>ii  écrit  pix  au  lien  de  dj*,  on  a 

«txpe'sl  Ton  a  prépaie,  l'éq«S|tipn^Z==q  d^  manière 
qu'elle  ne  contienne  ni  fr^ctipns  ;i^i  fadics^ux^yjl.sjaffira, 

DOur  Dend«^'-t^  infini,  d'-^al^à  «éro  un  facteur  de 

*V  .;     .        .>  4r  .    .      -i.--  ^);  •    T     •■••:,<..••.  . 

On  n'obtiendi^ilL^iniâ  ^uë  1^  àotution^  particulières 
dans  lesquelles  entre  J'  ;  mais  on*  parviendrait  à  celles 
qui  ne  renferment  que  x,  «ettqui  sont  d#  i^  forme 
X  ss<coiw^ ,  en  considérant,  dans  la  proposée,  x  comme 
fonction  de  ^. 
i^&a8;)<>^^aif  Aerdier  par  cette  niétbôde',  d'abord' les 


•otutioiif.ipi^rticulières  de  l'équation 

xdx  +jrdjr  =  dj-V/jF+jr*—  o^ 
du  n®  324*  Cette  équation  devient ,  après  l'évanomue- 
raent  du  radical, 

x'd**4-2:çrd*4r+{«*— *')4r*=Ov 

ou  .  >  . 

J?' +  3*J7> +  (<»•— V)/ï»  sas  Oi 
et  la  difPérentiation  donne 

'  dZ        • 

^  ^  ajfT  +  a  (a*  -^  a?»  )/?  : 

la  solution  particulière  cherchée  doit  donc  être  telle, 
qu'à  l'aide  de  la  Talenr  que  sa  dîfiiii'0»tieiie''fb«irù*it 
pour  p ,  elle  vérifie  en  même  temps  les  deux  équations 

*•  +  aarjrp  +  (a^ -r  it^)/>*= o , 

*/  +  {«*  — «*)p  =  o.^    .  ^ 

Il  suit  de  là  que,  sans  le  seooitfsd^  sa^clifi^irçAtl^UiÉ» 
elle  vérifiera  l'équation  résultante  de  l'étimîiiatîcy».  d^,  p 
entre  les  deux  précédentes.  Cela  p^sé,  l'éqilaiia^  • 

multipliée  par  p  et  retranchée  de  la  pri^posée ,  con- 
duit à 

**  +  xyp  =  o ,     d'où     /7=—  -  ; 

et  substituant  cette  valeur  dep  danslsf  {nnemiteé^y  ou 
trovve  l'équation        i      . 

qu'on  sait  être  une  solution  partîcuUëre  dé  la  prôpc»^. 
L'équation  plus  %émP^^^=^jpK  +^,  étant  traitée 


de  la  même  manie 
donc  à  l'équation 


de  la  même  manière ,  conduit  à  *—  =  x  +  -=—  -,   c'est 


'+d7=^' 

que  doivent  satisfoîre  les  solutions  particulières;  et  elles 
résulteront  de  l'élimination  dep  entre  celle  -  ci  et  l'équa- 
tion différenti^e  proposée. 

Enfin ,  pour  donner  un  exemple  des  solutions  parti- 
culières de  la  forme  ^s=cons^.^  je  prendrai  l'équation 

de  laquelle  oo  tive  immédiatement 

Cette  expression  ne  peut  derenir  infinie  que  quand 
•PéxtyMant  m  —  i  est  négatif ,  et  qu'on  a  en  même 
tmÊkfB  ^ttr«,  valeur  qui  ne  satisfait  h  la  propo- 
sée que  lorsque  m  est  positîre;  il  hut  donc  que 
l'exposant  m  soit  me  fraction  positive.  Dans  ce  cas 
y  =a  est  une  solution  particulière^  tandis  que  l'inté- 
grale complète  est 

r  I  — nt 

3«9«  £n^ttérftl|  parmi  les  fonotions  algébriques,  iln'y 
a  que  les  radicaux  qui  acquièrent  un  dénominateur  par 
la  différentîation ,  et  qui  puissent  par  conséquent  donner 

^  =  - ,  lorsque  p  a  une  valeur  ^v\ç,\  c'est  donc  dans 

lea  radicaux  qu'il  fj^ut  obereher  les  solutions  particu- 


liëres,  en  égalant  à  zéro  les  fonctions  qu'ils  «fleétent, 
et  en  s'assurant  que  les  équations  résultantes  satisfont 
à  la  proposée.  Par  ce  procédé  ^  l'équation 


xdx  4-  J^à^  as:  djK  V^«*+ ^*  —  ^'  9 
dcMuie  imtnédiatenient  jt*-^-^'**^^*  **=<*>  et  l*équati6ïi 

ydx  —  xdy  =  n  ^/djp*  +  ày^ , 
de  laquelle  on  tire 

àx      n^^x^^         »*—**        * 
conduit  à  x*+j-'-~7ï*  =  o,  comme  on  Fa  déjà  trouvé 
dte  pltisieurs  manières. 

Des  méthodes  pour  résoudre  par  approximation 
les  équations  différentielles. 

33o.  Quand  une  équation  différentielle  ne  peut  s'in- 
tégrer par  aucun  des  procédés  connus,  il  "fiant  dbercheb' 
à  la  résoudre  par  approximation,  c'est-à-dire,  à  en  tirer 
la  valeur  de^  en  « ,  au  moyen  d'une  série»  On  a  déjà  tu 
dans  le  n^  298^  comment  celle  de  Taylor  pouvait  s'ap- 
pliquer à  cet  usage  \  on  peut  au«st  prendre  pour  jr 
une  ^rie  à  coefficiens  indéterminés  y  ordonnée  suivant 
les  puissances  de  «;  ;  mais  il  fant  i^  filus  sottrent  des 
artiiîces  particuliers  pour  déterminer  les  exposans» 
Lorsqu'ils  ne  suivent  pas  la  progivssioa  des  iiombre$ 
ecitiers^  Quand  la  forme  de  cette  série  est  connue» 
oa  parvient  à  trouver  ses  coefficiens  >  en  la  substituant , 
ainsi  que  s^s  difiGérentieUes  %  au  lieu  de^,  AjTy  dy,  etc;  f 
dans  l'équation  proppsée. 

Si  l'on  avait,  par  exemple >  l'équation 


47^  TBAST1&   él^^MSKTAlBX 

on  supposerait 

jr=J:i*+  Bst^-^'  +  Cx*-^  +  etc,  ; 

mettant  cette  valeur  et  sa  différentielle  dans  l'équa- 
tion proposée,  en  observant  d'assembler  les  termes 
de  manière  qu-im  puisse  former  un  nombre  suffi- 
sant d'équations  pour  déterminer  les  exposans  et  les 
coefficiensy  sans  tomber  dans  des  contradictions,  on 
aurait 

*^**-'+(*i4.i)^ar*+(#+a)Car^^^?+(#+3)Z>x*-+-^+etal 
—!»»«+  jéx*+  ^**+'+  C**"*^+etc.î     ""^ 

équation  qu'on  rendrait  identique  en  faisant  i»=#"^l, 
o^ étsssn^-i,  et  ^=— , ^=-T-- — r,  C=^  .    .    <x    I    X  > 


2?—  ~^    etc 


ce  qui  donnerait 


<çii+S  -I 

'  "•■  Ô^  +  OCn-faX^  +  a/"  ^^J 

Cette  valeur  dey  est  incomplète,  puisqu'elle  ne  ren- 
ferme point  de  constante  arbitraire;  il  en  sera  de  même 
pour  tous  les  cas  ou  la  constante  ne  peut  être  isolée  de 
la  variable  x ,  dans  le  développement  de  l'intégrale; 
mais,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n^  299,  on  arri?»- 
rait  à  un  résultat  aussi  génénd  que  l'intégrale  complète, 
si  l'on  pouvait  lui  donner  une  forme  telle  qu'en  y  fai- 
sant «  =  a ,  il  en  résultât  X=  ^  »  ^^^  ^^^^  ^  4"^ 
s'effectue  en  posant  x  =sa r¥^tj'=fb  +  u,et prenant 


1 


a»-»^— etc.  l 


< 
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pour  représenter  z^,  une  série  dont  tous  les  termes  s'éra- 
nouîssent  quand  ^=o. 

L'équation  dp+j'dx=zmx*dx  devient  par  cette  trans- 
formation du^{b+u)dt=zm{a+t)''dt,  et  faisant 

!*=:  ^^-^ /?/*+'  + a*+^  +  etc., 
on  trouTcra 

I  1.2 

il  faudra  supposer  dans  cette  équation  a —  i  =  o,  ou 
rt=i,  et  il  viendra  i 

2 

X, mn{n — Oa"^* — mna^'^'^  +  /iia» —  A 

^ 5 ,  etc. 

2.3  ' 

33 1.  L'emploi  des  séries  à  coefficîens  indéterminés, 
/  dans  les  équations  du  premier  degré  et  du  second  ordre, 
présente  quelquefois  des  circonstances  qu'il  est  à  propos 
de  connaître ,  et  dont  l'équation  très  simple 

d*j-  +  aar"j-d**=:o 

offire  un  exemple  remarquable. 
Si  l'on  j  suppose 

y  =  As*+B^+*+  C*-+»'  +  etc., 
on  aura 
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4-  «C**^^^+«  +  etc.}  àx\ 

On  voit  d'abord  qu'il  ne  sera  possible  de  faire  corres- 
pondre ]es  termes 

par  lesquels  commencent  respectivement  les  expressions 
précédentes,  que  dans  le  cas  particulier  oii  n  =  -^  2  ; 
mais  il  suffira  de  poàel* 

«t=:0,      ou      flt=I, 

pour  faire  disparaître  le  premier  terme  de  la  valeur  de 
d*^  ;  et  le  second ,  dont  l'exposant  est  <•  +  ^  —  2 ,  pourra 
être  comparé  avec  a-^**"^'*  :  il  résultera  de  U 
^ — 2  =  »,    d'où    <?=:»  + 2. 

A  partir  de  ces  termes,  lesdéu^p  séries  se  correspondront 
exactement ,  et  pour  déterminer  les  coeffîciens^  on  fcura 
les  équations 

j[a-|-  /)(*+  J^— 05+a^r=so, 
(a  +  2/)(*+2*  — t)C  +  a5  =0, 
etc.  , 

dans  lesquelles  A  demeure  iirbitraire. 

Si  l'on  y  met  successiveinent  les  deux  valeurs  de  a 
*  avec  celle  de  i",  on  obtiendra  pour  y  les  deux  dévc- 
loppemens 


(n-f  I)  (»+2)  "^  (/»4-i)  (/1+2)  (2/Ï+3)  (2»-h4) 
^'^^''^  .etc 
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(»+2)(/^+3)       (^+2)  (/*+3)  (a»+4)  (2^+5) 

"^  («-|.2)(«+3)(2»+4)(2/ï+5)C3/z+6)(3/z+7)  "*"  ^^^* 

Jls  ne  sont  encore  que  particuliers,  puisqu'ils  ne 
jf(SOntiennent  que  la  constante  arbitraire  A\  mais  en 
écrivant  dans  le  dernier  ^i ,  à  la  place  de  ^,  et  prenant 
eosuite  leur  somme,  on  ^ra^  à  cause  de  la  forme  par- 
ticulière de  Fe^Lemple  proposé  (309} ,  l'expression  gé- 
nérale de  ^, 

33^.  En  terminant  ici  ce  qui  regarde  l'intégration  ap- 
prochée des  équations  différentielles ,  je  dois  dire  que  les 
méth^cles  exposées  ci-de9sas>  ne  donnant  que  bien  rare- 
ment des  séries  conTergentes ,  et  seulement  pour  des 
valeurs  trës  limitées  de  la  variable  indépendante ,  ne 
sont  guère  en  usage.  Dans  les  problèmes  physico-ma- 
thématiques auxquels  s'appliquent  les  approximations 
du  Calcul  intégral ,  il  Qe  s'agit  le  plus  souvent  que  de 
déterminer  les  petites  corrections  qu'il  faut  faire  à  une 
première  valeur  approchée,  copnue  d'ailleurs^  et  con- 
sidérée pommé  un,  état  moyen.  La  vraie  valeur  cher- 
chée ne  s'en  écartant  que  par  des  fonctions  dont  on 
peut  négliger  d'abord  le  quarré  et  les  puissances  supé- 
rieures >  on  réduit  au  premier  degré  les  équations  diffé- 
rentielles qui  déterminent  ces  fonctions ,  et  l'on  y  ap- 
pliqué ensuite  des  procédés  qui  sont  encore  trop  variés 
V  pour  pouvoir  entrer  dans  les  élémens ,  aussi  les  trouve- 
t-on  toujours  développés  dans  les  divers  traités  spéciaux 
oà  l'on  s'en  est  servi. 
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Résolution  de  quelques  problèmes  géométriques^ 
dépendans  des  équations  différentielles • 

333.  La  mise  en  équation  des  problèmes  géométriques, 

dépendans  des  équations  différentielles ,  ne  reposant 

que  sur  les  propriétés  des  tangentes ,  des  normales,  des 

rayons  de  courbure ,  ne  présente  pas  plus  de  difficultés 

que  les  autres  traductions  analytiques,  lorsqu'on  connaît 

>  les  expressions  des  lignes  qu'il  faut  considérer;  aussi 

n'en  donnerai- je  que  quelques  exemples. 

J'observerai  d'abord  que  l'intégration  des  équations 

difiFérentielles  du  premier  ordre  s'appelle  aussi  Méthode 

im^erse  dea  tangentes^  parce  que  toute  équation  différen- 

dy 
tietle  de  cet  ordre,  donnant  l'expression  de  -p  eu  «  et  en 

y,  fait  connaître  la  relation  qui  existe  entre  les  coordon- 
nées et  lasoutaugente,  ou  la  tangente,  ou  la  normale, etc. 
dans  la  courbe  qu'elle  représente.  £n  effet,  si  de  l'équation 

proposée,  on  tire  >--=/>,  la  soutan^ente  aura  pou- 
expression  *2-,  la  tangente '?-î- — ,  etc.  (66).  On  in- 
venta le  Calcul  différentiel  pour  mener  des  tangentes 
aux  courbes,  c'est-à-dire,  pour  résoudre  \e  Problème 
direct  dea  tangentea  :  on  s'occupa  ensuite  du  Calcul 
intégral,  pour  parvenir  aux  équations  primitives  des 
courbes  par  \es  propriétés  de  leurs  tangentes;  mais  les 
progrès  et  les  nombreuses  applications  de  ce  Calcul  ont 
fait  abandonner  la  dénomination  de  Méthode  ini^erse  dea 
tangentea^  qui  ne  convenait  qu'à  un  seul  de  ses  usages. 

Dans  les  premiers  temps  on  chercha  à  déterminer  par 
les  aires,  ou  même  par  les  arcs  de  quelques  courbes 
connues,  l'ordonnée  de  la  courbe  demandée;  depuis» 
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on  a  laissé  ces  coustructioas  de  côté ,  parce  que ,  quel- 
que élégantes  qu'elles  fussent  dansla  théorie^  elles  étaient 
toujours  moins  commodes  et  surtout  moins  eiLactes^dans 
la. pratique,  que  les  formules  approximatives  qui  ont 
pris  leur  place. 

Une  équation  différentielle  ne  peut  se  construire  en 
général  que  lorsqu'on  en  a  séparé  les  variables,  parce 
qu'alors  l'expression  de  l'une  d'elles  ne  dépend  plus 
qae  d$  la  quadrature  d^une  courbe  dont  l'équation  pri*- 
mîtive , est  connue. 

'  334*  Je  prends ,  pour  exemple ,  la  construction  des 
Courbes  dans  lesquelles  la  sontangenle  est  égale  à. une 
ibnction  donnée  de  l'abscisse  x\  l'équation  différentielle 

'vdjc  {      - 

de  cette  courbe  sera'^jj— =  X,  X  désignant  la  fonction 

donnée.  Les  variables  se  séparent  sur*le-champ  /  dans 

dv       d^ 
cette  équaiion ,  et  il  vient  —  =  — .  Multipliant  alors 

les  deux  membres  par  une  quantité  constante  i» ,  on  a 

— ^  =  -— ^  ;  et  désignant  par  Ly  le  logarithme'  de  y , 

pris  dans  le  système  dont  le  module  est  m ,  l'intégra- 
tion donne 

£si  construisant  d'abord  la  courbe  DN^fig,  56,  telle  que  fio.56« 
l'ordonnée  correspondante  à  l'abscisse -^P^itPiV==— , 

-A. 

Faire  ADNP  donnera  la  valeur  de  /  -y""-  ^n  ré- 
duira cette  aire  à  un  rectangle  FQ ,  dont  le  côté  j4F 
aoit  mi  l'autre  côté,  ÂQ,  exprimera  —  /  ^=p^;  dé- 


/ 
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crivant  eosuile,  sur  le  module  /is  ,1a  logarîthmâqaa  ERf 
dont  les  ordonnées  soient  perpendiculaires  à  Paxe  jiCj 
et  élevant  par  le  point  Q  la  perpendiculaixe  ^Q ^  on 

auraL./lQ=^Ç(ii2),ouL./?Ç  =  -  f^^ ,  RQ 

sera  donc  égale  a  l'ordonnée  PMàe  la  courbe  cberébée. 

Il  faut  bien  remarqiler  que  cette  construction  n'ex^e 
pasrqne  l'on  ait  l'expression  analytique  de  la  foncttonX; 
on  pourrait  prendre  à  sa  place  Pordonnée  d'une  courte 
quelconque  rapportée  à  l'axe  jiB ,  et  effectuer  sur  oeite 
ordonnée  et  sur  la  ligne  arbitraire  m ,  les  opérations  gra- 
phiques indiquées  par  les  formules  ci-^dessos.  On  Toit 
aussi  que  la  ligne  m  n'a  été  introduite  que  pour  readie 
ces  formules  homogènes^  et  peut  être  supposée  égale  a 
l'unité. 

335.  Je  vais  encore  rapporter  la  solution  d'un  pro- 
blème célèbre  dans  les  premiers  temps  oh  l'on  s'est 
occupé  du  Calcul  intégral ,  du  problème  des  trajeo- 
toires.  Il  a  pour  objet  de  déterminer  ha  courbe  jtd 
coupe  ^  sous  un  angle  donné j  toutes  celles  d^une  espèce 
donnée.  On  entend  ici  par  courbes  d'une  espèce  donn^, 
les  diverses  courbes^  particulières  qu'on  obtient  en 
assignant  successivement  à  l'une  des  constantes  d'une 
équation  primitive,  toutes  les  yal^urs  possibles.  Si,  par 
exemple,  on  fait  varier  le  paramètre  d'une  parabole, 
il  en  résultera  une  suite  ds  paraboles  rapportéesauméiM 
axe,  ayant  même  sommet,  et  dont  les  extrêmes  seront 
d'une  part  l'axe,  et  de  Fautre  la  ligne  qui  lui  est  per- 
pendiculaire et  qui  passe  par  le  sommet  :  la  courbe  qui 
coupera  toutes  celles-ci  sous  un  angle  donné,  en  sera  la 
trajectoire  (*). 

(^}  On  donne  aossi  «n.  Mécanique  fe  nom  fie  tftgmetùire^  k<k 
courbe  décrite  par  un  corps  sollicite  par  des  forces  quelconques j 
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Ment  DJN^^  DN,  Jff  N' ,>etc, ,  fig.  5^ ,  les  courbes  fig. 57. 
ooupées  et  MZ  hicamht  coupante,  ou  la  trajectetre 
diercfaée;  si  par  Yun  quelconque  M  de  ses  points  ou  lui 
uèiie  une  tangente  Mi,  et  qu'on  tire  aussi  celle  de  la 
courbe  coupée  qui  passe  par  ce  point,  l'angle  TMt^ 
d'»prës  FéDCmcé  de  la  question,  doit  être  égal  à  Faugle 
donnée  Je  désigne  par  x',  y,  1er  coordonnées  des  courbes 
coupées ,  par  x^y,  celles  delà  courbe  coupante,  et  par  a^ 
la  tangente  trigonométriqne  de  l'angle  constant  TMt^ 
qui  est  égal  à  ]a  différew»  des  angles  MTP,  MtP, 

dont  les  tangentes  respectives  ont  pour  expression  ^ 

dy 
et  -p  (66)  ;  la  relation 

taag  7W^»tatig  {MtP  ~*r7V>, 
4y_d/ 

donne  ensuite         a  = ,    -,  ^  (  Trig.  26), 

"*"djrd*' 

Je  supposerai  ici  que  l'on  connaisse  l'équation  pri- 
mitive des  courjbes  coupées  ;  on  en  tHrcra-  par  la  dif- 
férentiatioR  Ày^z:;ip&x'i  et  l'équation  cl-dassus  de- 
viendra 

•(■+'â+'-ï-»  •  ••••••<^- 

Il  faudra  écrire  partout  *  et  j^,  au  lieu  de  x'  et  de  y\ 
parce  qu'au  point  M,  la  courbe  coupée  et  la  courbe 
coupante  ont  les  ménies  coordonnées.  Cela  fait,  si  Ton 
élimine ,  entre  l'équation  (^)  et  l'équation  primitive  des 

mais  il  ne  saurait  être  question  de  cette  espèce  de  trajectoire  dans  ' 
un  ow^ra^e  consacré  amqtif  ment  il  TAnalyse  et  &  fa  Géométrie. 


48o  TRAIïi  iLiMKMTJLIRC 

courbes  ooupées^Ia  coostante  dont  le&  différentes  valeurs 
partÎGularUent  chacune  de  ces  courbes^  on  aura  un  ré- 
sultat qui  embrassera  toutes  leurs  intersections  succès- 
sItcs  avec  la  trajectoire,  et  en  sera  par  conséquent 
l'équation. 

Soit  y  pour  exemple,  les  paraboles  ayant  même  axe 
et  même  sommet,  et  dont  l'équation  est  j^'" =««'";  il 

viendra  p= ?z— 7—   On  pourra  chasser  immédiate - 

"^         ny  *""*.  * 

ment  de  cette  expression ,  au  moyen  de  l'équation  pro- 
posée, le  paramètre  «  qui  particularise  chaque  parabole 
d'un  même  degré;  substituant  le  résultat  dans  l'équa- 
tion (-^),  après  avoir  changé  x'  et  y'  en  «  et  en  y,  et 
divisant  ensuite  par  «"""*j'*"'*,  on  trouvera 

a(iMpd»-f4bfd^)  4-  myàm  ^^nxdy  =so. 

Cette  équation  étant  bomqgène,  peut  se  traiter  par  le 
procédé  du  n**  283.  Lorsqu'on  sim=n=i,  elle  devient 
intégrable  en  la  divisant  par  x^^-  y*y  puisque 

et  que  \,^^^  =  d . arc ^tang  = -^  (  ^79  ) ;  on  a 
donc  al  {/x*  +y  +  arc  (tang  =  *  J  =  C, 


OU  m 2^  =arcf  tang=P-J, 

en  changeant  la  constante  arbitraire.  Si  Fqn  fait 

V^*H-J^==w»  arortang='^J  =  ^, 
on  retombera  sur  l'équation  des  spirales  logarithmiques, 
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^ui  ont  la  propriété  de  couper  leur  rayon  ^ectear  sous 
un  angle  constant  (128)  :  en  effet,  dans  le  cas  actuel 
les  courbes  coupées  ne  sont  autre  cbose  que  toutes  les 
lignes  droites  menées  par  Porigine  des  coordonnées ,  et 
dont  l'équation  est  y'  ==  ax\ 

Si  Pon  Toutait  que  l'angle  TMt  fût  droit,  il  faudrait 
supposer  a  infinî)  et  par  conséquent  ne  tenir  compte  que 
des  termes  qu'il  multiplie;  Téquation  ci-dessus  se  rédùi* 
raità  uxàsB-^my^y^i^  ^  dont  l'intégrale  Mjf*4-ïfiy*=sci 
montre  que  la  courbe  qui  cioupe  à  angles  droits  toutes 
les  paraboles  proposées ,  est  une  ellipse  décrite  sur  le 
même  aiie  que  ces  courbes  et  ayant  pour  centre 
leur  sommet  commun*  Les  trajectoires  oji  l'angle 
TMt  est  droit  ,  s'appellent  trajectoires  orthogo- 
nales ^el  la  supposition  de  a  infini^  dans  l'équation  {A), 

ày 
donne  1  +/>-p  =  o  pour  leur  équation  différentielle. 

336.  Les  considérations  géométriques ,  comme  on  Ta 
annoncé  dans  le  n^  298,  établissent  aussi  la  possi- 
bilité des  équations  différentielles  à  deux  variables. 
En  effet  y  quand    il  s'agit  d'une  équation  du  premier 

dy 
ordre  »  on  n'en  tire  que  la  valeur  de  ^p  qui  exprime 

la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  fait  avec  la 

ligne  des  abscisses  |  la  tangente  de  la  courbe  relatÎTe 

à  cette  équation;  prenant  donè  arbitrairement  les  coor* 

données  -^Psrsa,  PM=b^  d'un  premier  point  il/, 

^^.  58,  on  mènera  la  ligne  MT^  faisant  avec  MQ ,  pa<«  rio.58. 

rallèle  a  AB  ,  un  angle  M'MQ  ,  dont  la  tangente  soit 

dy 
^ale  à  la  Taieur  correspondante  de  ^  :  cette  droite 

toacbera  au  point  M  la    courbe  cberchée.  £n  regar- 
dant  la   courbe  et   sa  tangente,  comme  confondues 
Cale,  intégr.  3i 


ensemble  j  dans  les  envivof  a  du  point  de  contact  ^  )a 
droite  MT  déterminera ,  pour  nn  point  P^ ,  infiniment 
proche  de  P,  l'ordonnée  PM'  ai^c  laquelle  on  calca- 
kra  ;  par  Véquatîon  difiëi'eatielle  propoÂ^e ,  la  tangente 
de  Fangle  M^MQ',  relati#>à  la  tangente  MT  con- 
sécutive k  MT.  La  continuation  de  ce  procédé  don- 
neisaïkn  polygone  qui,  à  mesure  qq'on  en  multipliera  les 
€6tés ,  différera  d^autant  moi^s  de  la  courlie  à  laquelle 
appartient  l'équation  propk>sée.  Il  résulte  aussi  de  cette 
construction ,  qu'une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  représente  une  infinité  de  courbes ,  puisqu'on  peut 
prendre  le  premier  point  M  oit  l'on  voudra. 

Dans  ks  éqttatioiiis.du  second  ordre,  qui  ne  donnent 

d*y 
que  la  valeur  de-r-,  on  substitue  les  paraboles  os- 

y  culatrices  aux  tangentes.  Ayant  pris  arbitrairement  na 

premier  point  dont  Pabscisse  et  l'ordonnée  soient  xz=za 
et  ^  =  6;  on  forme  l'équation 

y  —  h^A{x  ^  a)  +  B{x  —  a)*, 

qui  appartient  a  une  parabole  passant  parce  point.  Enk 
différeotiant  4eU9(  fois  de  si»lte  et  faisant  x^sm  ,  on  en  tire 

k  coefficient  ji  demeure  arbitraire ,  mats  B  est  déter- 
miné en  mettant  dans  l'équation  proposée^  ^9  &  >  ^y 

dr 

au  lieu  de  :v,  jr,  ^  :  on  construit  doua  en  premÂer 

FI0.59.  **^*^  ^^^^  parabok    ilfA^  jftg.  Sg,  qui  passe   par  k 

point  M,  et  dont  la  taiaigente  à  ce  point  fasse ,  avec 

l'abscissjs  y   un   angle  ayant  uf!  pour  tang^nt^  trigor 

nométrique.  On  calcule  la  valeur  de  l'ordonnée  P'Jf 

dv 
de  cette  courl^  et  celle  de^p^^  correspondances  k  un 


point  P',  pris  tri»  près  du  point  P,  »„  l'axe  des  sht- 
cisses  ;  puis  mettant  ces  valeurs  dttns  Véqualion  différent  /^^ 
tielle  proposée ,  on  en  déduit  une  aonvelle  valeur  de^^^; . . 
En  représentant  celle-ci  par  î^.  ,  et  par  b,  et  A,  célftfr  ■  ;  v  " 
de  P'âT  et  de  ^ ,  on  forme  l'équation  2/       : 

d*  la  secoiwle  parabole  osculatrice  M'N'  «me  laqueH* 
•^^^  ^^i^*"*"'*  "'^  t^ifeme,  et  ainsi  de  suite. 

On  modifierait  aisément  ce  procédé  pour  y  rempla- 
cer la  P*raholeo,oulatrice  par  le  cercle  oscubteurrou 
pour  I  étendre  a  tous  les  ordres. 

337.  Le  problème  suivant  va  montrer  comment  les 
oonsidfeatîdns  géométriques  conduisent  i  la  théorie  de» 
solutions  partibûlières,  que  j'ai  exposée  dans  le  n'SaS 
T»>uper  une  courbe  telle,  que  toutes  les  perpendiculaires 
abaissieB^un  point  donné,  sur  Us  tangentes  de  cette 
courbe,  soient  égales?  Pour  parvenir  à  réquation  diffé 
rentielle,  il  faut  se  rappeler  qu'en  nommant*  et  yjes 
coordonnées  d'une  courbe,  x  et/ celles  de  sa  tangente, 
l'éq»ation  decette  droiteest y'-^yz=z  ^  (*'— ,)-^68> j 
prenant  pour  orîgint  des  coordonnées  le  point  connu     -  ' 
duquel  doiventêtre  abaissées  toutes  les  perpendiculaires*  -  • 

chacune    d'elles   aura   pour    équation  /  =± ^   ' 

djf 
C7V%.  90),  et  salong^ur,seraeiprim4e  par  {/'t/'+Ji 
E^m^ettant  pour  «'  et  pour/,  lea coordo«»ée,  dupoin't 
o^  elle  rencoDfre  la  Ungente  <,ui,  l«î  e<«T«,poJT; 
dwt  Iqs  valeurssobtiennerit  par  les deu,  équatio»,  ci. 
dewws  iTng.  9a),  on^wra,  çp  yertu  de  ««  éqwition&,  > 

3i.. 
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réquatîon^fférentîelîedela  courbe  cherctée sera  donc 

,dj^  — jKcl*  =  '*V/d*»+djK'. 
.     Cela  posé,  il  est  facUe  de  iroir  que  le  cercle  dont 
1^  rayon  =  i»,  et  dont  le  centre  esta  Torigine  des  coor- 
données, satisfait  à  la  question.  Ce  cercle  ayant  pour 
équation  :k*  +  *'  =  '**'  ^**  précisément  la  solution  par- 
ticulière trouvée  n«  297  ;  mais  toute  ligne  droite  située, 
par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées ,  de  manière  que 
sa  plus  courte  distance  à  ce  point,  soit  égale  an, 
résout  également  le  problème  proposé;  et  comme  il  y 
a  une  infinité  de  lignes  droites  qui  peuvent  rempîu- 
cette  condition ,  c'est  dans  l'équation  qui  les  comprend 
toutes  que  réside  l'intégrale  complète  de  l'équation  dif- 
férentielle trouvée  ci-dessus ,  et  qui  est  en  efifel 
^*-.ca?=nV/ï+c*  (297). 
Une  circonstance  digne  de  remarque  et  qui  s'aper- 
çoit sur-le-Aamp,  c'est  que  toutes  les  lignes  droit» 
dont  on  vient  de  parler  seront  néc^sairement  touchées 
par  le    cercle  représentant   la  solution  particulière, 
puisqu'il  a  pour  rayon  la  perpendiculaire  abaissée  sur 
chacune  d'elles. 

La  même  relation  a  lieu  enti-e  les  diverses  courbes 
que  représente  l'intégrale  complète  d'une  équation  dif- 
férentielle du  premier  ordre,  et  celle  qui  résulte  d'une 
solution  particulière  de  cette  équation  :  la  dernière 
touche  toutes  les  autres.  EA  effet,  l'équation  différen- 
tielle ne  détermine  que  la  direction  de  la  tangente, 
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«t  toute  oonrbe  qui,  dans  un  point  quelconque,  aura 
la  même  tangente  que  l'une  des  oourhes  déduites  de 
l'intégralecomplëiey  y  satisfera  nécessairement;  op,  <^est 
ce  qui  arrive  à  la  cQurbe  qui  touche  toutes  celles*cr. 

Il  suit  de  là,  que  la.  développée  d'une  courbe  n'est 
autre  chose  que  la  solution  particulière  de  Téquation 
différentielle  qui  représente  toutes  les  normales  de  cette 
courbe  (9o),  et  que  celle-ci,  c'est*àrdire  la  dérelop* 
pante ,,.  est  paiseillement  la  solution  particulière  de 
l'équation  différentielle  commune  à  tous  ses  cercles 
osculatcurs ,  mais  avec  la  différence  que  les  contacts 
«ont  du  second  ordre. 

La  liaison  établie  dans  le  n^  3.23 ,  entre  les  intégrales 
complètes  et  les  solutions  particulières,  se  déduit  aussi 
des  considérations  géométriques;  car  chaque  point  du 
cercle  de  l'exemple  précédent,  peut  être  regardé  comme 
l'intersection  de  deux  tangentes  consécutives,  c'est- 
à-dire  comme  ISntersection  de  deux  droites  fournies  par 
deux  Tjileurs  consécutives  données. à  la  constante*  c; 
l'abscisse  et  l'ordonnée  de  cette  intersection  dépendent 
des  valeurs  de  c,  qui  pigr  conséquent  est  à.8on  tour  fonc* 
tion  de  ces  quantités,  ou  de  a(  et  de  y.  l\  est  évident  que 
pour  fprmer  réqfiat;ion  d'upe  ligne  consécutive  à.  celle 
q.ae  représente  l'équation 

il  faut  différentier  celle-ci  en.  faisant  varier  c;  et 
puisqu*on  ne  cherche  que  l'intersection  de  ces  deux 
lignes ,  point  où  leurs  coordonnées  sont  communes ,  on 
doit  regarder  x  et  y  comme  constans  :  cette  intersec- 
tion sera  donc  déterminée  par  les  deux  équations 

y — c*  =  iiV^i-f-c*, 
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si  l'on  assigné  k  o  une  talair  particàlièiHfe.  Mais  ^  l'on 
élimine  c,  le  résultat,  ne  désignatit  plus  aucune  inter- 
section en  particulier  >  embrassera  tous  les  points 
résultans  des  renoontres^des  droites  fournies  par  toutes 
les  valeurs  de  c,  et  combinées  deux  à  deux  consécu- 
tivement, o'est*à-dîre,  le  cercle  qui  est  la  solution  par- 
ticulière, et  qui  se  déduit  encore  ici  de  la  variation 
attribuée  a  la  constante  arbitraire  de  l'intégrale  com- 
plète, lies  mêmes  remarques  se  Vériïîent^sur  les  dévelop- 
pées ,  lorsque  Ton  considère  ces  courbes  comme  pro- 
duites par  les  intersections  des  normales  consécutives 
de  la  développante  (80). 

De  Vintégration  des  équations  differerMeUes 
contenant  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de 
variables. 

Des  équations  différentielles  totales. 

338.  Les  fonctions  qui  dépendent  de  deux  du  d'un 

plus  grand  nombre  de  variables,  diffèrent  de   celles 

d'une  seule,  en  ce  qu'elles   ont  pour  chaque  ordre 

plusieurs  coeffîciens  différentiels.  Si  2,  par  exemple, 

est  une  fonction  de  deux  variables,  il  aura,  pour  le 

premier  ordre,  deux  coeffîciens  différentiels,  savoir, 

dis     dis  ' 

-j-,  -j-,  l'un  pris  en  faisant  varier  x  seul,  et  Fautre  en 

faisant  varier  y  seul.  Dans  le  second  ordre  |  le  nombre 
de  coeffîciens  différentiels  s'élève  à  trp.is,  et  s'accroît 
ainsi  successivement  d'ordre  en  ordre  (44)*  Pour  re- 
monter des  coeffîciens  différentiels  d'une  fonction  de 
deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables  à  cette 
fonction,  il  se  présente  |>lt(sîeurs  cas  :  i**.  on  peut  avoir 
tous  ses  coeffîciens  différentiels  d'un  même  ordre,  expri- 
més par  les   variables   indépendantes,  ce   qui  donne 


explicitCKieiit  le$  différentielles  totales  de  la  fobction 
cherché^  à  laquelle  ou  parvient  par  les  procédés  exposés 
dans  lesn**  278^—260-,  2^  la  fonction  ene-mènie  peut 
entrer  a^ec  les  variables  indépendante^,  dans  1g3  ex- 
pressions des  coeffîciens  différentiels,  ce  qui  fournit 
une  équation 'différentielle  totale;  3^.  en£n,.bn  peut 
n*aYoir  qu'uâ^  *i>elaft;i6n  etitre  ces  toêfflciéns,  la  fone- 
tifin  doinjt  ils  àé^lyeat  pstle^  variaUes  iadépendanjer. 

339.  Je  m'bccùpe'taî  d'abord  du  second  cas,  bn  con- 
sidéeaM  l'é<)iftalSon 

Pdx+Qdy  +  Rdz  =  (K 

Elle  s'intégrerait  par  le  procédé  du  n*»  280,  si  le  pre- 
mier. membi^Q  était  une  dif^renti^le  ^acte  à  trois 
variables;  mais  s'il  ne  Tesi  pas,  il  est  susceptible  de 
le  devei^îr,  par  te  n|Qyçn  d'un  .facteur  contenable, 
quand  cette  équation  dérite  d'une  équation  prîmitiye^ 
u'='C  :  cela  se  Tojt  ct>mme  pour  le  cas  de  deux  variable 
(289).  En  effet,  l'équation  différentielle  proposée  doit 

Au  -  iiu  au 

c'est-à-dis^que  les  valeurs  de  diS;,  tirées  de  l'unct  ^  de 

.irâi9tre|~  doivent  être  identiques  ^  iddépendainm^t  ^e 

dar  et  de  dy  (  1 3^)  j  or,  ces  valeurs  étant  respectivement 

■.    •      ;        .V      .    ••      .  d»  I^U        ' 

d.=  -^dx-^dy,    d.«-g5ds-^dy, 

il  s'ensuit  que 

I 
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du  du  du      iu      eu 

ài_P    dy_Q  di  _d^  _Tz      ' 

di""S*  d^-fl'     '*''''     T  —  'Q-R' 
dM  ds 

et  nommant  (^  les  quotieos  indiqués^  il  viendra 

du  =5=  fcPdx  +  fiQdy+féRdz. 

Cela  posé,  pour  qae  cette  différentielle  soit  exacte, 
il  faut  encore  qu'elle  yérifie  les  conditions 

d.fiP  _d^fiQ      d.fiR_d,f^P      d.ftQ  _A.ftR 
dy    ~    dx    '        di'~    dz    '        dz    ~    dy    ^   , 

dont  le  dé?eIoppement  fournît  les  équations 

On  aperçoit  bientôt  que  la  fonction  /«  disparaît  quand 
on  multiplie  la  preniière  de  ces  équations  par  R ,  la 
seconde  pair  (2^  ^a  troisième  par  P,  et  qu'on  ajoute  les 
produits;  car  la  somme,  étant  divisible  ^bt  fi^  se  réduit  à 

équation  de  condition  qui  doit  d'abord  être  satisfaite 
par  la  proposée ,  pour  que  celle-ci  puisse  devenir  dif- 
férentjdle  exacte,  au  moyen  d'un  factéox,  et  qu'elle 
puisse  par' conséquent  dérîvei*  d'iii^e  équation  primitiTe 
à  trois  i;ariables/ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  être  vé- 
rifiée par  une  fonction  de  deux. 

Cette  dernière  considération  mène  aussi  à  l'équatioB 
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Çff),  par*  Papplieation  îmnédîate  du  tbéorkme  du 
n*  278^  car  si  Foa  avait  Pexpreaston  primitÎTe  de  s  en 
«  et  en  j^  y  et  qu'on  la  substituât  dans  celle  de  ds  tirée 
de  Féquationv 

Pist+Qdy+RàM=o, 
il  en  résulterait  nécessairement  une  diiFérentîelIe  exacte 
à  deux  Tariablés  9  et  de  ta  forme 

dz=pix^çdj,    oh   ^  =  £: 

MMf  dans  le  cas  actuel ,  où 

P  Q 

P,  Q^  R  renfermant  a,  il  faut, dans  les  différent iatibns 
indiquées  9  le  faire  yarier  aussi ,  et  mettre  enconsér 

qaence  p  et  ç  à  la  flsifie  de  j-  et  de  j-  ^  alors,  auliev 

dc-i^^=-r^»  il    viendra, 
àj      dx  V 

OU 

P       Q 
Si  l'on  substitue  —  ■«  >  — «»  ^  '*  pUw  de/)  et.  de  9  ^ 

on  aura,  aprè»  les  réductions  y.    .^ 

c'est-à-dire  l'équation  {B)  du  n*  précédent. 

Pendant  long-temps  on  a  appelé  équations  absurdêê, 
et  l'on  regardait  comme  insignifiantes ,  celles  qui  ne  sa- 
tisfaisaient pas  à  l'équation  (J?);  mais;  Mooge  a  fait  voir 
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qve  touU»  Hé*  ^qvatÎDi)^  diffiérettlièUes  à  trois  iraoriableà 
;&vaient  uae  ^iguifio^îoii  cédle^et^qwe  tandis  quëpellin 
dont  l'intégrale  était  etf»rîsiiée.për.>otiiQ^  deule  éqaatîom 
entre  les  trois  variables,  appartenaient  à-dbb.  ifpBriaees 
courbes ,  chacune  des  i^^tres  repirései^t^it  une  infinité  de 
courbes  à  double  courbure i  jouissant  d'une  propr^^ 
commune.  Je  m'occuperai  d'abord  fies  preniièresu.    ..  . 

340.  Qiiand  l'«i}uation  (^)  est  satisfaite^  deux  quel- 
conques do;  équations '(.^)  suffisent  pour  déterminer  le 
ÊActeur  ft,  et  Ton  ya  voir  que  l'intégration  dé  la  plrofie^ 
se  ramène  à  celle  des  équations  à  deux  variables. 

Pour  cela  9  so^t  7&  le  ûtcteur  qui  r^d  intégrablela 
différentielle 

.^    ^  pd^+çay,  '  -,   '. 

lorsque  Ion  y  regarde  is  comme  constant;  en  posant 

on  aura  pour  l'intégrale  cherchée 
U  +  Z  =  Oj 
où  Z  désigne  tthfi  fonction  àè  «  4eul.'  SI  maintenant 
~  on  différentie  cette  intégrale^  èti  7  faisant  tout  varier, et 
en  observant  que 

■  çp  aun  4!âquittiott      ',"";•" 

^Pd*  H-/«Ody. +(^+ ^)d«a=  o, 

dpntlà  oomparàis#m  liiEecln^pcopoi^  (donnera 

.y^-^>ir\+âî' 

,  -on'.  ...     ..  ■ 


mais,  pour  que  la  déteritimmtîon  d/e  Z  puisse  avoir 
lieu  éuiVatit  ÎTiypQtlièse  «tàblîè,  .  il' faucît»  que  le 
second  membre  de  cette  dernière  équation  se  rpduise 
\  une  ^pctiôn  de  z  et  de  2?  ;  ati  inbins  après  ^^u^n  en 
aura  chassé  y^  par  sa  valeur  '  ipriae  jdans  Ué^fvialiotfi 
17 -+^  =  0  :  considérant^  donc  |klors  y  comme  une 
fonction  de  x  et  4^  .Z^  on  aura  Féquation  de  con- 
dition 


étx 

ou,  en  développaat, 
àR 


«*y 


d» 


Or, l'équation  différentielle  p^Qp^tsé^^éta^i  v^^m^^ 

la  forme 

..     •-,-.-:  ,,..  .  •    p  .:..    ^^    1  ;  :-T.    < 

••..• •;.  f'>'.=r-75^.-T)-«^:.i-:-..     •.   „>■'; 


dontie  ' 


im,  «laaaasi 


di 


p 


d9 


dz 


+  Q 


dz' 


de  pW,\le  fatSeup.  p-,  xévàemi  «u|ote  la  difféteptldle 
ftPdx  +  f*Qdyi,  satisfait  k  Véqif^\.ï^^ 


au 

et  si  l'on  tire  de  cette  derniëre^la  valeur  de  ^»  poui 

kk  sttbstituevy  avec  celles  de 

dtrdi*  dydi^îfe' 

dans  réquation  de  condition  trourée  plusi  haut ,  le  ré- 
sultat ,  étant  réduis  avec  soin  y  sera  précisément  l'équa- 
tion {B):  ainsi  quand  elle  est  vérifiée ^  l'intégration  de 
^équation  différentiells  proposée  à  trois  variables ,  ne 
dépend  que  de  celle  des  équations  à  deux  variables. 

341.  Lorsque  les  difiërentielles  djipi  dy  et  d«  montent 
au*del&  du' premi^*  degré  duos  l'équation:  proposée», 
elle  ne  peut  s^intégrer  par  ce  qui  précède ,  que  quand 
elle  satisfait  à  une  nouvelle  condition  que  je  vais  faire 
oonhaître  sui^  l'équation 

Pds'-^Qdy^+Rdî^+riSdxày+aTdxdz+f^f^dydzszo. 

Pour  quelle  puissec  résulter  d'une"  équation  primitive 
ttssc^  il  faut  y  avant  tout^  qu'elle  se  ramène  à.k 
forme 

P'dx  +  Ç'(^-hiWs=o  (339). 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose ,  qu'en  la  résolvant 
par  rapport  k  l'une  des  différentielles  dj? ,  dy ,  ds,  les 
deux  autres  sortenl  dès  jradicaux  :  or ,  c'est  ce  qui 
n'arrive  pas  toujours  ;"câr  on  a 

ds==^f-7VLr-f% 

ib|/(7^-P/l)d,»+2(T^-lliS)djwly+(^»-Qfl)dy  } , 
et  si  la  quantité  qui  est  sous  le  radical,  n'est  pas  on 


quarré  Dftrfaity  ou  du  moiuç  si  l'on  n'a  pas 

les  différentielles  dx  et  dy  resteront  engagées  sous  ce  ra* 
dical.  En  géùéral,  quel  que  soit  le  degré  de  Péquatioa 
proposée,  par  rapport  k  dz,  dx,  dy y  il  faut  qn*étant 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  d%y  elle  puisse  se 
décomposer  en  facteurs  de  la  forme 

d% — pdx^^qdy^i^. 

Des  équations  différentielles   totales   qui  ne 
satisfont  pas  aux  conditions  dintégrabOité. 

342-  J'ai  fait  Toir,  dans  le  n^  33g ,  qu^une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  k  trois  Tariables,  de 
la  forme  Pd*  +  Qc!^4-iîd«  =  o,  ne  pouvait  être  sa» 
tisfaite  par  une  fonction  de  deux  variablea,  qu'autant 
que  l'équation 

était  identique  par  elle-même ^  mais  en  établissant  une 
dépendance  quelconque  entre  x  ^  y^  z,  on  changera 
l'équation  proposée ,  dans  une  autre  qui  ne  contiendra 
plus  que  deux  de  ces  Variables  ;  et  déterminera  par  con- 
séquent l'une  de  celles-ci  en  fonction  de  l'autre. 
Si  l'on  ayaity  par  exemple,  l'équation 

ds     ^^ xdx  +  ydy 

%  —  c      X Çx  —  a)  +  y(^^b)^  . 

qui  ae  peut  remplir  la  çppdîtion  énoncée  ci^-dessuSi  t^tnt 
que  A  el ^  ne  ,sont  pas  nuls,  et  (Ju'on  y  £ity=:iç  (j^)^ 
q>  désignant  une  foi^ction  quelconque ,  elle  se  change* 
rait  en 
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et  donnerait  autant  de  relatÎQns  difiPérentes  entre  2  et  x« 
qv^e  l'on  assignerait  de  formes  particulières  à  la  fonc- 
tion ç>* 

Eu  preqant  f(x)=^x ,  o|i  aurait 

dz  24^  ad* 

z  —  c       x{x  —  a)4-*(jf -^A)  '^  ^x — a — b* 
d'oi  Ton  tirerait  z  —  c=C(2«  —  a — b),  Cétantune 
constante  arbitraire  ;  et  la  proposée  serait  satisfeite  par 
le^stème  des  équations 

Newton ,  dans  son  Traité  des  Fluxions  (*) ,  avait  déjà 
Indiqué  cette  manière  de  résoudre  les  équations  diffé- 
rentielles qui  contenaient  plus  de  deux  variables;  mais 
elle  a  l'inconvénient  d'exiger  une  iiitég^ation  pour  dhaque 
résultat  qu'on  i^ut  obtemr  ;  et  Illonge  a  remarqué, 
en  1784 ,  qu'on  poui^ait,  par  l'introduction  d'une  fonc- 
tion arbitraire ,  parvenir  à  un  système  général  d'équa- 
tions qui  en  donnât  une  infmité  de  particuliers,  sa- 
tisfaisant tous  à  la  proposée. 

343.  Im|Ç  procédé  que  l'on  doit,  suiv^q  pour  înt^;rer 
l'équation 

Pd«  +  Qd^  +  7îd«  =  o  , 

par  une  seule  équation  primitive,  lorsque  la  cbose  est 
possible  (340),  conduit  aussi  à  la  solution  la  plus  générale 
qne  Von  puisse  obtenir  pour  cette  équation ,  dans  le  c»$ 
oonlirÉire.'Eli  effet,  s)  owViMègre  d*abord,  «n  regar- 

i-J^ : >^ i  '    ■     •    ■   1-^    •  •'"' 

{*)  Newtoni  Opuscula ,  t.  I ,  p.  83,  édition  de  1744* 


dant  une  des  variables  qu'elle  renferme  comme  capo- 
tante, »,  par  exemple,  que  Pon  représente  par  U=z  C, 
l'équation  primitive  qui  répond  à  Pdx  +  Qèy:^o[ 
que  l'on  diffërentie  cette  équation  primitive,  en  fai- 
sant varier  à  la  fois  x,y,z  et  C,  et  que  l'en  comiia»e 
le  résultat  à  la  proposée ,  on  arrivera  à  Téquation 
dC     du        ^ 

/*  étant  le  facteur  qui  rend  Pdx+  Qdy  une  différen- 
tielle exacte.  A  la  vérité,  le  second  membre  ne  ^ 
rédttira  plus  à  une  fonction  de  is  seul,  comme  cela  arrive 
dans  le  cas  où  la  condîlten  d'intégrabîfrté  est  remplie, 
et  ne  pourça  donner  C,  comme  l'exige  cette  doWdi- 
tion  ;  mais  il  est  évident  qu'en  supposant  to.uy>ur»  que  C 
soit  une  fonction  de  «,  réquation  proposée  sera  aatÎ8«r 
faite  par  l'équation  primitive  Uzz^Ç,  si  l'oçi,  a  ea' 
même  temps 

dC       du         „ 

^=d.~^^\ 

I»is9n^t  donc  ^=^(2),  le  système  des  équations 

satisfera  k  U  propo^,  quelle,  que  soit  la  fbtme  de  la 
fonction  ^,  et  pourra  se  particulariser  d'une  infinité 
de  manières  ,  en  prenant  ç  arbitrairement. 
En  appliquant  ceci  à  l'équation 

dz     xdx  -+•  ydy  ' 

^  —  à^  x{x~d)-^y{y~hy 
que  j'ai  prise  pour  exemple  dans  le  n"  précédent,  pn 


aura 
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et  faisant 

/!•  =  «(«  —  a)  +  :k(jk—  J), 

on  tronTera  Uzsisc^+y  :  cm  obtiendra  par  conséquent 
les  équations 

^  +  y  =  Pi^)l 

Intégration  des  équations  differentieUes  pai^ 
tielles  du  premier  ordre» 

344*  Je  Tais  passer  au  troisième  cas  de  la  rechercbe 
des  fonctions  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de 
variables.  Dans  ce  cas,  on  n'a  pour  déterminer  la  fonc- 
tion inconnue  que  quelques-uns  de  ses  coeffîcîens  dî^ 
férentiels  d'un  certain  ordre ,  ou  une  seule  équation 
entre  eui.  Il  constitue  ce  que  l'on  appelle  Calcul  inti- 
gral  aux  différences  partielles  j  et  qu'on  devrait  nom- 
mer,  d'après  les  remarques  du  n**  4^»  Calcul  intégral 
aux  différentielles  partielles ^  car,  les  coeffîciens  dif- 
férentiels, considérés  isolément,  ne  font  connaître 
que  les  différentielles  partielles,  et  non  pas  les  diffé- 
rences qui  sont  l'objet  d'un  calcul  à  part,  qu'on  trouvera 
dans  V Appendice  qui  termine  cet  ouvrage.  Le  coefficient 

différentiel  't;^^'\  >  étant  multiplié  par  d«"dy*, devient 

-r—j-j  djp^dj",  et  exprime  alors  la  différentielle  1»*'"', 

|>ar  rapport  à  «,  de  la  différentielle  n^^*  de  s,  par 
rapport  k  y  ^  et  vice  versa» 

345*  Les  équations  différentielles  partielles  les  plus 
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^j»pl€s  sont  celles  qui  ne  renferment,  qa'un  seul  coef- 
ficient différentiel  exprimé  par  les  irariables  indépen- 
dantes :  telles  sont  celles  du  2*  et  du  3*  ordre  qui  ont 
été  traitées  dan&  les  n*^*  271,  277.  Au  premier  ordre, 

si  Pon  a  j-==/l,  R  Àe  contenant   point  «,  on  mul- 

dz 
tipliera    par    âx ,    pour   obtenir    —  d«  =  Rdx,  ■  ou 

dz  =  Rdx  ;  et  en  intégrant  par  rapport  à  x  seulement , 
il  Tiendra  .  » 

«:=/Rdar+C  ■ 

Dans  ce  résultat ,  C  n'indique  pas  une  simple  constante 
ari)itraire ,  mais  une  fonction  absolument  indéterminée/^ 
de  toutes  les  variables  autres  que  Xy  que  pourrait  ppn!-j 
tenir  la  fonction  z.  Si,  par  exemple,  2  dépendait  en 
même  temps  de  x  et  de  jr,  on  aurait  «=/iîd«-f^(j^), 
en  désignant  par  ^  une  fonction  arbitraire  composée 
d'une  manière  quelconque  de  la  variable  y  méléë  avec 
des  constantes.  En  général, pour  un  nombre  quelconque 
de  Variables  indépendantes  «,  t,  u,  x,  y,  etc. ,  Tinté* 

grale  de^-  =  Jï,  sera  «=//ldaf+ç(*,  t,  u,  y,  etc*), 

parce  qu'il  est  évident  que  la  fonction  ^(«,  t^  u,y^  etc.) , 

qaelle  qu'elle  soit ,  ne  variant  point  quand  x  varie,  on 

d% 
a  toujours  —  =  n: 

Lorsque  s  entre  dans  R  y  l'équation 

-j ^/î=r:0,       ou      -T- d*  —  /{d4f=:0, 

dx  .  d« 

tombe  alors  dans  le  cas  général  des  équations  difle- 
rentielles  à  deux  variables  z  et  *;  si  op  peut  l'înté- 
Cale.  intégr.  -32 


grer  par  quelqu'une  des  métbodes  précédentes ,  et  que 
Ton  désigne  son  intégrale  par  F^=s.const. ,  on  aura 

y=z^{$yt,  M,  j',  etc.) 

pour  réquatîon  primitive  de  laquelle  dépend  la  ftmc- 
tion  «.  En  effet,  si  Ton  ^ifférentie  cette  équation  en  ne 
faisant  varier  que  *  et  a,  le  résultat  sera  de  la  forme 

Pda  +  Qd*  =  o, 
et  tel  que  — ^=R,  ce  qm  donne  ^  =  «. 

346.  Si,  pour  abréger,  on  pose 

d«=/>d*  +  g«[y    (ï), 
Pécmalion 

dans  laquelle  P,  Ç,  R  contiennent  à  la  fois,  *,  y 
et  «,  est  la  plus  générale  qu'il  soit  possible  d'avoir  entre 
les  coefiBciens  différentiels  du  premier  ordre  /?  et  g , 
lorsqu'ils  ne  passent  pas  le  premier  degré.  En  prenant 
la  valeur  de  p  dans  cette  équation ,  pour  la  substituer 
dan»  (i),  la  question  sera  ramenée  à  intégrer  l'équation 

Pis— Bd*  =  f(Mj«-*Çd«)    (3K 

ou  le  coefficient  q  est  encore  indéterminé.  Il  se  pré- 
sente ici  deux  cas  :  1**.  la  compositioai  de  P,  Ç  et  Rj 
peut  être  telle,  que  la  fonction  PAz  —  Rix  ne  renferme 
que  les  variables  z  et  x  dont  elle  contient  les  différen- 
tielles, tandis  que  la  fonction  PAy  —  Qix  ne  renferme 
que  X  et  j^;  2**.  l'une  ou  l'autre  de  ces  fonctions,  ou 
même  toutes  deux,  peuvent  renfermer  les  trois  va- 
riables ;c,  j^  et  «. 

Dans  le  premier  cas,    il  existe  un   facteur  ft,   qui 
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rend  Pdy-^Qdx  diCFérentielle  exacte  (289),  et  un  ^ 
fàuBftcar  /»   qai  opève  la  mémechpie  sur  Pdz'^Rûx) 
en  désignant  ces  dtfféFentjeUes  par  dM  et  diV,  on  a 

/>dy—  Çir==  -dilf,      Pdz  —  Ràxz:^^,dN, 

et  l'équation  (3)  deyient  diV=^^ — dM,qui  ne  peut 

.         ^/     ^ 
être  intégrable  k  moins  que  ^-  ne  soit    une  fonction 

quelconque  de  M,  On  posera  donc  ^  ^=  ^i^)  t   <l'oJi 

diV=^'(ilf)dilf,  et  en  intégrant  ^  il  viendra  iV==ç(Jlf), 
résultat  dans  lequel  ^  désigne  toujours  une  fonction 
arbitraire ,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  sur  la 
formation  des  équations  ^iff^êi'cntielles  partielles  (i4o)- 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  cas^  je  prends  l'équa- 
tion 

px  +  qy  =  nzi 
on  en  tire 

P  =  *,   Q^j,  R  =  nz, 
P^  —  Qdx  =  xdy  —  yâx^ 
Paz  —  Rdx  =  xiz  •— ■  nzdx  ; 

pp. trouve  pfT  Kut^atiop  dod  équations 

xdy  —  ydx  =  0,     xdz  —  nzdx  =s  o , 

que  les  facteurs  yeet  fi  sont  respectivement  «^,  -^^ , 
et  que  par  conséqi^nt  ilf  =  ~ ,  ^ss  --^  :  il  s'eosuit  donc 

c'est-à-dire  ,  que  z  est  une  fonction  homogène  en  x 
et  y,  du  degré  n.  En  effet,  l'équation /^jr+l^iyss/i* 

3a. . 
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,  n'est  autre  chose  que  le  ttiéorèbae  des  fonctions  homa* 
gènes  donné  n"  292,  et  dont  ce  qui 'précède  fournit 
encore  une  démonstration  pour  le  cas  de  deux  va- 
riables. 

347.  Quand  les  variables  jc ,  j' et  «  sont  mêlées  in- 
distinctement dans  les  foDClions  PAy — Çdjp,  Pd« — Ràs^ 
SI  n'est  plus  possible  de  rendre  ces  fonctions  intégrables , 
chacune  en  particulier ,  par  le  moyen  de  facteurs ,  parce 
qu'on  ne  saurait  intégrer  isolément  les  équations 

Pdy— Çd«=o,     Pd«  — /îd*  =  05 

car  il  faut  bien  remarquer  que  2  ne  doit  pas  être  supposé 
constant  dans  la  première  y  ni  y  dans  la  seconde;  mais 
on  peut  encore  transformer  l'équation  (3)  en  une  autre 

qui  soit  une  différentielle  exacte  de  la   forme 

àN-=z(p\M)àM  y  pourvu  qu'on  regarde  les  fonctions 
M  et  Jy  comme  contenant  à  la  fois  les  trois  yariablo 

Dans  cet  état  de  choses ,  l'équation 

se  développe  en  "         ^ 

dJV^,    ,  dIV,    ,  dlV        ^.ri^àM.,dM,       dJf .  \ 

-dr^"+¥^-''"*"  dï  "^^  ^*^-dJ^*+-d;r^^+ dT^V' 

'  qai  doit  s'accorder  avec  l'équation  (3).  Tirant  de  l'nne 
et  de  l'autre  la  valeur  de  ds,  et  égalant  les  coefficiens 
des  différentielles  dj'  et  d*  (339),  on  trouve 

àN        ,.Tu.àM  dJV       ,,„,dilf 

d.--*(^)-dr       ,,  .d7-'P^*'^ir 

La  première  de    ces  équationi  laisse  arbitraire  la 
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fonction  ç'\M)  ,  puisque  q  est  indéterminé  j  mais  en  le 
chassant  de  la  seconde  équation ,  on  change  celle-ci  en 

et  comme  il  y  a  deux  fonctions  inconnues  M  et  N,  on 
pourra  partager  cette  dernière  équation  en  deuxautresi 
en  égalant  séparément  à  zéro  la  partie  qui  est  multi- 
pliée par  ^'(if).  On  aura  de  cette  manière 
dM  ,    QàM  ;  RdM 
■ÂT+p-dy+PlT^^- 
dAT   .    QdN   ,   RdN 
dx  ^  Pdj^^  P  àz  —    ' 
or,  d'après  ce  qu'on  a  yu  dans  le  n**  321.,  les  équations 
ci-dessus  établissent  que  M=^a,  N^;::  6  sont  les  inté* 
grales  du  système  d'équations  différentielles 

dj<  — ~î:ç=:o,     d«  — ^d4f  =  o, 

qui  revient  à 

Pdj^— Qda;  =  o,    Pdz  —  Rdx  =  o     (4): 
c'est  donc  à  l'intégration  de  ce  système  que  se  réduit 
ici  la  détermination  des  fonctions  M  et  N: 
Prenons  pour  exemple  l'équation 
xp  +  zç  =  ^yi 
on  en  tire  d'abord 

xdy  —  adr  =  a,    xdz'hydx:=:z  o     (40> 
équations  dont  aucune  n'est  intégrable  en  particulier  -, 
mais ,  comme  l'a  remarqué  Monge,  il  n'est  pas  néces- 
saire de  descendre  jusqu'au  second  ordre  pour  en  dé- 
duire des  différentielles  exactes  :  il  suffit  d'éliminer  d;r, 
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yày  +  ad»  ==  o     et     j^*  +  a*  =  a. 

Prenant  danâ  cette  dernière  la  yalèur  de  ^;  oïl  change 
la  deuxième  des  équations  (40  ^^ 

xdsi'\-'dx^a — «*  =  o,     ou       .  ^^—=  -t* — =0/ 

dont  Pinté^le  M 

arc/sin  =  — s)  + 1»  =  lé  ; 

remettant  pour  a  sa  valeur ^  et«passaat  aux  nombres, 
on  obtient 

arc 


cPoù  l'on  conclut 

pour  l'intégrale  de  l'équation  différentielle  partielle 
proposée. 

348.  On  facilite  beaucoup,  dans  un  grand  nombre 
de  cas,  l'intégration  des  équations  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre,  à  trois  yariables,  eh  les  par- 
tageant en  deux  autres ,  par  t'introdiiction  d'une  quan- 
tité indéterminée,  ainsi  qu'on  ya  le  toîr  dàiis  Fexeiûpk 
suivant. 

Soit  l'équation  i*(/>,  *)  =  F(jr ,  j^);  si  l'on  &it 
f  (p,,  x)z=my  on  aura  en  même  temps  F  (^ ,  ^)5=:«,et 
r^fi  f^n  tirera  las  équations 


f,  et  F^  éUnt  â«  fonctions  déduites  de  celles  que  dé* 
signent  f  et  F.  L'équation  dzzsspdx+qàyfàe^euàv^ 

dz  =  d*f>,  *)  +  dyFX-r,  ^)  ;      . 

mais  si  Ton  représente  les  intégrales 

/dxfX-,  *),    jrdj.FX-,j'), 

prises  en  n'ayant  égard  qu'aux  variables  x  et  j^,  par 
P  et  Q ,  ces  dernières  quantités  étant  aussi  des  fonc* 
tiens  de  et,  il  Tiendra 

et  par  conséquent 

Cette  dernière  éqHation  m  peut  devenir  différantialle 
exacte ,  qne  par  la  supposition  de 

àP  ,  iO        „  . 

d.-+d.  =*w^ 

d'où   il   suit 
on  aura  donc 

équations  entre  lesquielles  il  faudra  éliminer  m ,  lorsque 
la  fendion  arbitraire  ^(«)  sera  déterminée. 
Il  suÉt  sourent  de  aufestitisèr  dans  l'équatiott. 

da=/îdx+yd^, 
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la  Taleur  de  p  ou  de  ^,  tirée  immédîatemenl  de  la  pixh-. 
posée,  et  d'intégrer  ensuite  par  parties.  Lorsqu'on  », 
par  exemple 9  p=f(^)  (i6i),  il  vient 

d«  =  d*%)  +  jdj^; 
on  trouve 

et  comme  l'intégration  indiquée  ne  peut  s'effectuer  qu'en 
posant  xP{q)  +  J'=  ^Xl)  y  '1  en  r^uUe 

z  +  ^iq)=XÎ{q)^qy,      ^\q)  =  xe{q)  + y  {^y 

(^)  Monge  a  li<f,  par  dct  considérations  très  iogcnienses,  Tinté- 
gration  des  équations  diffe'reotielles  partielles  avec  la  génération  des 
surfaces.  (^  ployez  sa  Géométrie  analytique.)  L'analogie  des  deox 
sujets  se  montre  aussi  par  les  formes  dMntcgrales  sur  lesquelles  nous 
sommes  tombés  dons  ce  qui  précède.  L'éqna^OA  iV=^(3f)  (34/)  *^ 
rapporte  au  mode  de  génération  indiqué  dans  le  u^  i4i  ;  iXf  =  a, 
iV=^(ii)  r=  6y  sont  les  équations  des  lignes  dont  se  composent  les 
surfaces  correspondantes  à  l'équation  difie'rentielle  partielle  propos^ 
et  qui  se  succèdent  snivautla  loi  exprimée  par  la  forme  de  la^  foiicr 
tion  p. 

La  seconde  forme  d'intégrule  obtenue  dans  le  n*  précédent ,  ré- 
pond au  mode  assigné  dans  le  n*.  i6a,  pour  la  génération  des  snr- 
faces  déTeloppables,  auxquelles  se  rapporte  le  second  exemple... 
pssf(<7).  L'intégrale  étant  alors  exprimée  par  deux  équations  de  la 
forme  \ 

^=^'      dï  =  ^' 

représente  les  intersections  successives  d'une  suite  de  surfaces  tirées 
de  Téquation  f^=o,  parla  variation  de  la  quantité  «,  et  appar* 
tient  par  conséquent  à  la  limite  de  toutes  ces  intersections  :  cette 
limite  est  donc  formée  de  lignes  dont  la  nature  est  donnée  par  les 
deux  équations  qui  composent  l'intégrale,  lorsqu'on  a  particularise 
la  fonction  arbitraire.  Monge  nomme  ces  lignes  caractéristique^ 
et  appelle  surfaces  enveloppes  y  celles  qui  résultent  dû  syçi^oiç 
d'équations  considéré  en  dernier  lieu» 
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i)e  l'intégration  des    équations  différentielles 
paHielks  des  ordres  supérieurs  au  premier. 

349.  Au  second  ordre ,  les  coefficiens  différentiels 
sont  au  nombre  de  trois  pour  une  fonction  de  deux  va»- 
riables ,  et  une  équation  différentielle  partielle  du  même 
ordre  exprime  en  général  une  relation  entre  les  variables 
indépendantes,  la  fonction  cbercbéè  et  ses  coefficiehS 
différentiels,  tant  du  second  ordre  que  du  premier. 
Dans  un  ordre  quelconque ,  cette  relation  peut  embras- 
ser ,  avec  les  v^iriables,  tous  les  coefficiens  différentiels 
depuis  le.premier  ordre  jusqu'à  celui  de  Téquation  inr- 
clusîvement.  J'en  rapporterai  d'abord  quelques-unes  qui 
s'abaissent  à  des  ordres  inférieurs. 

1°.  Tou^e  équation  à  trois  variables  qui  est  de  la 
forme 

s'abaisse  sur-le-cbamp,  de  Tordrie  /»  +  »  à  Tordre  1», 
en  faisant  j-^  =  ^,  parce  qu'elle  se  cbange  en 

{  di^    dV  à'^y\_^ 

M^'^'^'^dï'  dx^' d^i^ 

On  y  doit  supposer  alors  y  constant,  puisque  tous  les 
'coefficiens  différentiels  de  i'  qui  s'y  trouvent  sont  relatift 
à  »,  et  elle  peut  par  conséquent  se  traiter  comme 
n'étant  qu'entre  les  deux  variables  «  et  i';  mais  il 
est  évident  que  pour  donnner  à  l'expression  de  v  toute 
la  généralité  dont  elle  est  susceptible ,  il  sera  néces- 
saire de  remplacer  les  m  constantes  arbitraires  qu'elle 
floit  renfermer ,  paraut^t  de  fonctions  arbitraires  de  la 


e{^,^, 


5û6  TRAtTÉ  idnaWTAIBB 

Tartable^;  prise  d'abord  pour  constante.  Ayant  obtena 

d"« 
Vy  on  remonte  h  s,  par  le  moyen  de  Téqualion  n;-:=^? 

dans  laquelle  on  doit  alors  regarder  x  comme  oods- 
tant  y  et  qni ,  devenant  par  là  une  équation  de  Tordre 
il  entre  deux  variables  seulement,  pourra  se  traiter  ainsi 
que  les  équations  de  ce  genre ,  en  observant  néanmoins 
de  changer  en  fonctions  arbitraires  de  jr ,  les  n  constantes 
arbitraires  introduites  par  cette  nouvelle  intégration, 
a®.  Les  équations  de  la  forme 

./  Az     d»»  d^aN 

^*'  ^'  ^'  di'  d?^ diV  =  ^' 

./  àz     d^z  d"a\ 

^*'  -^^  ^'  di?' 3/' 2F0"=^' 

peuvent  toujours  être  traitées  immédiatement ,  oommt 
s'il  n'y  entrait  que  deux  variables ,  savoir,  x  et  z  dan» 
la  première ,  y  et  z  dans  la  seconde  ;  et  après  l'intégrai 
tion,  on  substituera  aux  constantes ,  dans  l'une,  des 
fonctions  de  ^ ,  et  dans  l'autre ,  des  fonctions  de  x. 
Les  équations  du  second  ordre. 


dxdy  d*  djfdy  dy 

dans  lesquellejs  P  et  Q  ne  contiennent  que  x  et  y» 

se  rapportent  à  la  première  forme.  En  faisant  t-^=^} 

dtf  '  , 

la  première  devient  ^--H-Pi'^Q»  équation  du  premier 

degré  et  du  premier  ordre,  par  rapport  aux  variables  if 
et  y ,  et  dont  T intégrale  est 
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Si  Ton  met  pour  f'  sa  valeur  -r-  ,  et  q^u'on  change  C  en 


f  (jt)  ,  on  aura 

en  intégrant  cette  fois,  par  rapport  kzeta  dt  seuls,  un 
tronyera 

en  traitant  de  ihéme  la  seconde  équation ,  on  arriverait  à 
z  =fàye-fP^  [  fefP^Qdx  +  ^(^)]  +  ^{x). 

Lorsqu'on  aura  P  =  o ,  les  résultats  ci- dessus  se  ré-  / 
duîront  à 

t^fdxfQâjr^fdxçix)  +4W, 

dans  un  cas/ et  dans  l'autre  à 

z=^fdyfQàx  +fdj^9(a)  +  ^W  J 

nâais  ébmitie  la  fônt^ttoti  ^  eèt  arbitraire ,  on  écrira 
simplement 

z  =  fdxfQdy  +  (p{x)^4(ij^), 
z  ^fdyfQdx  +  (p{y)  +  4(jc). 

J'observerai  que  ces  derniers  cas  ne  dépendent  que  de 
l'intégration  des  fonctions  d'une  seule  variabl^î ,  et  ont 
été  traites  sous  ce  point  de  vue  >  dans  le  n°  271. 

On  a  des  exemples  de  la  seconde  forme  générale 
datis  les  deux  équations 

d^^^dS^Q'    dy+    53;  =  ^' 

la  première  doit  être  traitéte  comtoe  une  équation  du 
second  ordre,  entre  les  Tariabiies   x  ei  z\  les  cons- 
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tantes  arbitraires  <hies  à  son  intégration  seront  d^ 
fonctions  àc  ^  i  on  opérera  de  la  même  manière  sur  la 
deuiiëme,  par  rapport  aux  variables  ^  et  « ,  et  on  chan-. 
géra  les  constantes  arbitraires  en  fonctions  de  x.  Pour 
ne  donner  que  le  cas  le  plus  simple,  je  réduirai  les 
équations  proposées  à 

d^»  —  ^'    dy      ^' 

et  je  supposerai  que  Q  ne  contienne  que  «  et  j^;  le$ 
formules  du  n*^  24^  donneront  immédiatement 

z=fdxfQdx  +  Cx+  C\   £=/dj/Qdy+  Q.+  C, 

d'où  l'on  conclura 

.=/dx/Qd:«r+*^0.)+4'(j^),  ^=/dy/Q4y+>K*)-KW. 

35o.  Dans  le  second  ordre,  je  considérerai  seulemenl 
les  équations  où  tous  les  coeffîciens  différentiels  de 
cet  ordre  ne  sont  qu'au  premier  degré  ;  et  pour  simpli-. 
fier  les  calculs ,  je  ferai  usage  des  dénominations  sui? 
vaùtes  :  ' 

da  =/>da?    +  çrdj', 

d/>t=rdaf    +  sdy,       d^jrzsssd*  +  ^y, 

d*iç  =  d/)d  jf  +  àqAy  =  rdjf*  +  ^sàxà^y  +  tAy^y 

déjà  employées  dans  le  n^  i44* 

L'équation  différentielle  partielle  du  second  ordre  et 
à  trois  yariables ,  considérée  dans  le  cas  général, 
ne  peut  donner  que  l'expression  de  l'un  des  coeffî- 
ciens r,  Sy  t,  en  fonction  des  deux  autres  et  des  quan- 
Wiéspyq,x,yyZyCe  qui  ne  suffit  pas  pour  déterminer 
les  différentielles  d/7  et  d^.  On  peut  aussi,  au  Oioyen 
de  ces  différentielles,  éliminer  de  l'équation  proposée , 
deux  des  trois  coeffîciens  r,  s,  t^  et  le  résultat  serai   la. 
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ïiBlatîoa  que  cette  équation  suppose  entre  (l/>  et  ôq  : 
c'est  ce  procédé  que  Monge  a  suîyî. 
Je  l'appliquerai  à  l'équation 

où  je  supposerai  que  les  quantités  By  S,  T  et  f^ 
renferment^  d'une  manière  quelconque,  x,  y,  z,  p 
et  gr.  En  y  substituant  les  valeurs  de  r  et  de  t,  tirées 
des  équations 

^p  =  rd«  +•  *d^ ,     dy  =  sd*  +  tày , 

et  qui  sont 

d/> —  sày         àq  —  sAx 

'■—        dT^^'     ^—      Ay      ' 

.on   trouve 

RApiy+  TAqAx'-'  FdxAy—ê{Rày''^SAxi\y+Ti\x^) , 

équation  dont  il  semble  qu'il  faudrait  intégrer  sépa- 
rément les  deux  membres,  à  cause  du  coefficient  diffé- 
rentiel indéterminé  s^  qui  multiplie  le  second;  mais 
ici,  comme  dans  le  n®  347  '  ^'  suffit  de  parvenir  à  deux 
équations  primitives  i^;p=a#JVJ=6,qui  satisfassent  en 
même  temps  aux  équations 

BAmly  +  TAqAx  —  Fdxdy  ==  o  , 
Rdy*  —Sdxây  +  Tdar»  =o; 

l'intégrale  de  la  proposée  sera  encore  iV=  ç{M). 

Pour  le  démontrer,  je  transforme  d'abord  les  équa- 
tions précédentes  en  d'autres  oh  les  difiFérentielles  ne 
montent  qu'au  premier  degré ,  et  pour  cela  je  fais 
dyzrrmdx.  ha  seconde  de  ces  équations  devenant,  après 
la  substitution,       , 

Rm*  —  Sm+  7'=o (A), 
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détermine  la  quantité  m;  niettant  ensuite  pour  4r  sa 
yaleur  dans  Rdpdy  +  Tdgdx-^F'dxàyssz  o  ,  on  aura 
pour  chacune  des  yaleurs  dont  m  est  susceptible  ;  un 
système  d'équations  de  la  forme 

d^~i»d*?s:ol 
Rmdp  4-  Tdq—  FmA»  =  0/     ^^  ' 

auquel  il  faudra  joindre  l'équation 

dz  zzzpdx-^qdy y 

qui  exprime  la  relation  qu'ont  avec  la  fonction  s ,  les 
coefiîciens  />  et  ^. 

Cela  posé^  si  les  équations  Mzzza^  Nz=zb  satisfont 
aux  équations  (i),  et  que  dans  leurs  différentielles 

dilf ,    .  dM,    ,  dM.    .   dM  ,    ,  dM^ 
_d,+  _dy+-g^d.+  -^dp+^dy=o, 

dN  ,    ,  dTV  ,    ^dN  .  ^  iN  .  ^  dN  , 

_  d,+  ^  dy+~  d.+  ^^  êp+  ^  d^  -o, 

on  mette  au  lieu  de  ds  sa  Valeur  pdx  +  qiy ,  et  aa 
lieu  de  dy  et  de  dq ,  celles  que  donnent  les  équa* 
tiens  (i),  le;^  rèsultautes# 

/dilf  .       difeT  .   ,     ,        ,dM  ,    rmdM\, 

(d7+'^-d^  +  f^+î'^)'dr+-^d7)^' 

.   MM      IimdM\  , 

devront  être  identiques  ,  chacune  en  pairticulier,  et  se 
partager  par  conséquent  dans  le»  suivantes  : 
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àM      RmiM 
dp  T    àq^^' 

iN   ,       dJV    ,   ,     ,        .dN  ,   VmdN 


diV      RmAN_ 

df^^lq~°' 
L'équation  JV=s^(il/)  étant  différentiée,  donne 
dA^=«'(ilf)dil/, 
ou 

diV .  ^dw  -  ,  dN  ,  ,  div^  ,  dJV , 

^  dH-^^  dj.+  ^  d«+^d;,+ j^-dî  = 

si  Pon  sufaatitoe,  dans  cette  dernière ,  les  valeurs  de 

dilf     ditf    djy    dA^ 
d«'    d/)'    d*'    dp' 

prises  dans  les  quatre  précédentes,  et  qu'on  change  dz 
en  pdx  +  qdy ,  on  obtiendra 

uy+^d^;^*^^'"'^*^ 

f'm{(^'i'94>y-'nd.) 

+  Jrj^  (.Rmdp  +  Tàq  —  VmÀx)  l , 
ee  qui  revient  à 
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t 

en  faisant 

m 

Si  l'on  remet  rdx+sdy  et  six  +  rfy>  po"^  dp  et  d^^ 
et  que  Von  égale  à  céro  ce  qui  multiplie  chacune  des 
différentielles  indépendantes  dx  et  dy,  on  obtiendra 

Rmr  +Ts--Fm=^  mm,     Rms  *\^Tt  =  m\ 

puis  en  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  des  cœffi- 
ciens  différentiels  r  et  *,  pour  les  substituer  dans  la 
proposée,  elle  deTÎendrti,  après  les  réductions, 

s{Rm^  ^  Sm  +  T)z=io  y 

et,  en  vertu  de  l'équation  (-^), elle  sera  satisfaite  in- 
dépendamment des  quantités  •  et  «.  ^ 

Le  théorëme  démontré  ci-dessus  ;  ainsi  que  ses  ana- 
logues dans  les  ordres  supérieurs ,  n'a  pas  la  même 
généralité  qvie  celui  du  n**  347  >  ^^^  *^  ^^^^  ^^^^  **^ 
marquer  que  les  équations  (i)  peuvent  renfermer  à  la 
fois  les  cinq  variables  *,  y,  x,  p  et  q^  et  qu'en  y 
joignant  même  l'équation  d«  = /)d*  +  grd^,  on  ne 
saurait  parvenir ,  par  l'élimination ,  qu'à  une  résul- 
tante contenant  trois  variables ,  laquelle  par  conséquent 
ne  pourrait  dériver  d'une  seule  équation  primitive, 
que  sous  certaines  conditions  (SSg).  On  se  tromperait 
néanmoins  si  l'on  concluait  de  là  que  quand  lés  con- 
ditions dont  on  vient  de  parler  ne  sont  pas  remplies , 
l'équation  différentielle  partielle  proposée  ne  peut  elle- 
mêmedériver  d'une  seule  équation  primitive;  mais  pouv 
parvenir  à  son  intégrale,  il  faut  avoir  recours  à  d'autre» 
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procédés ,  et  le  plus  souvent  on  n'arrive  q^u'à  un  dévelop- 
pement en  série  I  comme  on  le  verra  plus  loin  (352^  353). 

35i.  Soit;  pour  exemple  ;  Téquation 

dans  laquelle  A  ^  B  et  C  sont  constans  y  et  ^  est  une 
fonction  de  x  et  de  y.  L'équation  (-^)  devient  pour 
ce  cas  A  m*  —  Bm  +  C=o  5  ses  racines ,  que  je  dési* 
gnerai  par  mf  et  m'^,  étant  constantes ,  fournissent  deux 
systèmes  d'équations  (t)  qui  donnent ^  par  l'intégration  | 

y — Tnfx=:za  1 
Awfp  +  Cq—  nt'fFdx  =  b  J* 
y — rn'x'=^d  1 

et  o&  l'intégrale/^^  ne  dépend  que  d'une  seule  Variable 
parce  qu'on  peut  chasser  y  de  Vy  au  moyen  de  sa 
valeur  prise  dans  la  première  équation  de  chaque  sys- 
tème :  on  a  donc  en  même  temps  les  deux,  intégrales 
premières  de  la  proposée  > 

Anip  ^Cq  —  mfFàx  =  ç(y  —  mfx) , 
Am'p+Cq^m"frdx  =  ^  —  mrx)', 

et  en  intégrant  l'une  quelconque  de  ces  équations,  on 
arrive  à  l'intégrale  seconde* 

Si  l'on  prend  la  première,  par  exemple,  elle  donne 


on  peut^  pour  s  implier,  mettre  m''  aulieu  de -7-7. 


'  Am' 

Q 

puisqu'en  vertu  de  l'équation  (^),  m'/»*  =  -;;^;  el  en 


A' 

Calo.  intègr.  33 


5l4  '       TRAITÉ   £l£mXKTAIRX 

iubstituant  dans  da  =/>d«  +  qdy,  on  trouyera 

àx 
djs  —  -^  /^dx —  éar^(j^—  ira'*)  =  y(dj^  —  m'àx)  : 

les  équations  à  intégrer  (347)  seront  donc 

àx 
dy  —  m*d*=o,     da  —  37/^^ — djFf(j^  —  ira'x)  =  o. 

On  tire  de  l'une,  j' — w!'xr=za\  ce  qui  change  l'autre 
en 

da^Ëf/T^dar— d*p[a'4.K  — wi>]  =  o;    • 

mais  le  dernier  terme  de  cette  équation   peut  être 
mis  sous  la  formé 

[m"—  ro')d*ç>'[a'  +  {mT—  ot>], 

parce  que  la  fonction  ^  est  arbitraire;  et  l'on  voit 
/alors  que  Tintégrale  de  ce  terme  est  ^[a'+C^»"— w»')*]  » 
^  désignant  une  nouvelle  fonction  arbitraire  dépen- 
dante de  ^'.  Par  ce  moyen ,  l'équation  précédente  s^in- 
tcgre  et  donne 

«  —  5  /d*/>rd*  -  (f^^rrix-)  =  h\ 

lorsqu'on  remet  pour  cl  sa  yaleur.  Il  faut  bien  re- 
marquer que  pour  obtenir  fdxfj^àx ,  on  doit  intégrer 
une  première  fois  par  rapport  à  x  ,  en  substituant  au 
lieu  de  y  sa  râleur,  tirée  de  l'équation  y — m'x:=^a, 
comme  il  a  été  dit  plus  baut;  mais  lorsqu'on  sera  par- 
venu au  résultat,  on  remettra  au  lieu  de  a  sa  valeur 
y — m'xy  et  avant  d'efiFectuer  la  seconde  intégration  | 
on  changera  y  en  a'  +  m"x^  ainsi  que  l'exige  l'équa- 
tion y  —  rn^x-=.a\  trouvée  en  dernier  lieu.  En  gé« 
néral,  quand  on  aura  plusieurs  de  ces  intégrations 
successives  à  effectuer,  on  ne  pourra  jamais  employer 
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a  iéttr  simplification  que  les  équations  qui  doivent  avoir 
lien  en  même  temps.  Avec  ces  attentions ,  Pintégralé 
seconde  de  l'équation  proposée,  -^r  +  -^«+  Ci=:/^, 
sera 

Si  Ton  avait  j^=t ,  -ô=o,  C= — c*  et  ^=o,  6d 
qui  changerait  Téquation  proposée  en 

r-c*^=o,     ou     _  =  c«^.  (*), 
l'intégrale  deviendrait 

35:i.  ÎTon-seulement  la  méthode  précédente  u'em-^ 
brasse  pas  tous  les  cas  de  l'équation  du  premier  degré 
et  du  second  ordre 

lors  même  qu'on  y  suppose  constans  lés  coefficiens  dii 
premier  membre  ,  mais  elle  échoue  sur  l'équation  très 
simple 

à^z      àz 

qu'elle  fait  dépendre  de  Fintégration  des  équations  si' 
multanées 

dj'  =  o,    d/y- ^d«  =  o    (35o) j 

cardia  seconde,  qui  renferme  trois  variables,  p,  ^  et 
X  y  ne  saurait  devenir  une  différentielle  exacte  (SSg). 
Il  ne  faut  pourtant  pas  conclure  de  là  que  l'équation 

(*)  Cette  «qnation  est  celte  àt»  cordes  vibrantcè. 

a3.^ 
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différentielle  partielle  proposée  ne  puisse  pas  être  in- 
tégrée,  et.  même  d'une  manière  très  générale.  Si  d'abord 
l'on  y  fait  a  =  -^«"*"*""^,  les  lettres  j4,metn  désignant 
des  constantes  indéterminées  y  le  coefficient  j4  et  l'expo» 
nentielle  disparaîtront ,  et  il  ne  restera  que  l'équation 
à  deux  inconnues 

k  laquelle  on  pourra  satisfaire  d'une  infinité  de  ma- 
nières. Si  l'on  se  donne  m  ^  on  en  déduira  l'expression 

qui  vérifie  l'équation  proposée,  quelles  que  soient  le» 
-valeurs  de  ^  et  de  m  :  si  donc  on  prend  pour  ces  quan- 
tités  une  suite  infinie  de  yaleurs 

jii,  mi,  ji^f  m^f  jf^y  mzy  etc., 

on  trouvera  autant  d'expressions,  dont  la  somme  sa* 
tisfera  encore  à  la  proposée  (Sog)  ,  en  sorte  qu'on  aura 

+  urf»^'"-'+'"-'^  +  etc., 

série  à  laquelle  on  pourra  donner  autant  de  tet^nes 
qu'on  voudra. 

Si  l'on  avait  pris  m  pour  inconnue,  il  en  serait  ré* 
suite 

m^±i\/n    et     «=^«-*V/«+»r, 

d'o&  Ton  aurait  pu  déduire  pour  %  deux  séries  diffé- 
rentes en  apparence,  savoir, 

«  =  ^e'V^+"^    +  A^é'^^'-^'^'^     +etc-, 
s  =  u^c-*  V^+»/  +  ^,«-*V/5T+'»./  +  etc.  ; 
mais  ces  résultats  ne  sont  pas  plus  généraux  que  le 
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premier,  puisqu'on  peut  donner  à  m  des  Talears  néga- 
tiyes  aussi  bien  que  des  valeurs  positives. 

353.  Laplace  avait  cru  d'abord  que  l'équation 
proposée  ne  pouvait  admettre  de  fonctions  arbitraires 
dans  son  intégrale  \  M.  Paoli  a  le  premier  reconnu  le 
contraire,  lorsque  cette  intégrale  était  développée  en 
série,  suivant  les  puissances  de  y.  £n  effet,  si  l'on 
pose 

z^P+Qy  +  Ey^  +  Sy^  +  eXc, 

P,  Qf  Rf  S  désignant  des  fonctions  de  x,  on  aura 

di-^=d;^+d^^+Â?^+^*^> 

^=   Q    +  nRy    +  3Sy*    +  etc.^ 
d'od  l'on  conclura 

.   ^-d*''    ^~2    d*»— 2d*4'    ^^•' 

et  comme  rien  ne  détermine  P ,  on  peut  le  supposer 
égal  à  une  fonction  arbitraire  de  or  :  on  aura  ainsi 

z  =  (p(x)  +  çXx)^  +  ç^\x)  ^  +  etc. , 


^•(*>=-i:^'  ^"w=-i^^ 


etc. 


Si  l'on  développait  l'intégrale  suivant  les  puissances 
de  X ,  en  posant 

z  =  P+Qx  +  Rx^+  &3  +  etc. , 
P,  Q,  Rf  S,  etc.  désignant  alors  des  fonctions  de  y , 
les  deux  premiers    coefBciens  P ,  Q  resteraient  indé-. 
terminés  ^  et  l'on  pourrait  par  conséquent  introduire 
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dans  l'expression  dez,  deux  fonctions  arbitraires',  mais 
M.  Poisson  a  montré  que  ce  second  résultat  n'était  pas 
plus  général  que  le  premier,  et  que  la  même  circonstance 
s'offrait  dans  toute  équation  qui  ne  contenait  pas  en 
même  temps  les  deux  coeffîciens  différentiels  de  son 
ordre ,  pris  par  rapport  à  pc  seule  et  à  ^  seul  (*). 

354»  Ce  qui  précède  suffît  pour  prouTcr  qu'on  ne 
doit  pas  établir  une  analogie  complète  entre  les  fonc-' 
tions  arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales  des 
équations  différentielles  partielles,  et  les  constantes 
des  intégrales  des  équations  différentielles  ordi- 
naires (998).  Le  nombre  des  premières  n'est  pas  tou-i 
jours  égal  à  l'exposant  de  l'ordre  de  Féquation  diffé* 
rentidle  partielle  proposée. 

Cette  remarque  peut  se  faire  directement  sur  l'élimina- 
tion des  fonctions  arbitraires ,  entre  les  équations  primi- 
tives et  leurs  différentielles  partielles  (  1 4o)  ;  car  soit  2^=o> 
une  équation  contenant,  avec  les  variables  x^y^Zy  deux 
fonctions  arbitraires  ^(5),  ^{fy  des  quantités  «  et  ^  don^ 
nées  en  â;,  y,  2;  si  l'on  passe  aux  différentielles  premières 
et  secondes ,  suivant  ce  qui  a  été  prescrit  dans  le  n**  iB^^ 
on  trouvera  cinq  nouvelles  équations,  savoir , 
au  Au 

d»a_  d*»  _  dV_ 

d?-^^'     à^-'''     ^*~'*' 
et  l'on  aura  introduit  les  quatre  fonctions 

-d^ï — f^^^    -dT-'^^'^' 

(♦)  Vày^z  le  Traité  m-4«,  t.  H,  p.  GSq* 
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on  aura  dope  à  éliminer  six  fonctions  inconnues ,  c'est-à- 
dire  autant  qu'on  a  d'équations ,  ce  qui  ne  pourra 
se  faire  que  dans  le  cas  où ,  par  la  forme  particulière 
de  l'équation  i^  =:  o ,  deux  de  ces  fonctions  disparaî- 
tront en  même  temps. 

355.  Les  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les 
intégrales  des  équations  différentielles  partielles,  se 
déterminent  y  en  supposant  que  la  fonction  z  prenne  des 
formes  particulières,  lorsqu'on  assigne  des  relations 
entre  les  variables  y  et  x.  Voici  deux  exemples  de 
cette  détermination ,  dans  Jes  cas  les  plus  simples. 

I®»  Si  l'on  a  i=M^(^) ,  M  et  ^désignant  des  fonc- 
tions données  en  jr,  ^  et  2;^  et  qu on  veuille  déterminer 
la  fonction  représentée  par  la  caractéristique  ç ,  de  ma- 
nière qu'en  posant  F(ar,  y,  z)  =  o,  on  ait  en  même 
temps  {(x,  y  y  a)  =  o,  les  caractéristiques  F  et  f  dé- 
signant des  fonctions  connues ,  on  fera  /^  =  ^,  et  l'on 
combinera  les  trois  équations 

V  —  i,     F(ar,  y,  a)=o,     f(a;,j,  z)  =  o, 
pour  en  tirer  des  valeurs  de  ar,  j/  et  a,   en  ^j  subs- 
tituant ces  valeurs  dans  M  ^  qui  deviendra  une  fonc- 
tion de  ty  que  je  désigne  par  T^  on  aura 

ï  =  7>(0,    ou    f(0==^, 

et  la  fonction  ^  sera  par  conséquent  déterminée,  si  l'on 
remet  dans  cette  dernière  équation  pour  t  et  Ty  leur 
valeur  en  ar,  y  et  z. 
a".  Soit 

comme  il  y  a  deux  fonctions  à  déterminer,  il  faut  quMl 
y  ait  deux  conditions  :  on  doit  supposer  que 

*"(*>  ^1  »)  =  o  donne  f  (x,  y,  %)  =  o, 
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et  çue       F'  (jp,  yyZ)  =  o  donne  f '(*,  y>  ^)  =  <>• 
Faisant  toujours  i^=  *,  et  tirant  des  trois  équations 
F=e,     F(jf,  ^,  «)=o,     f(a:,^,«)  =  o, 

les  valeurs  de  jc  ,  ^,  z  en  * ,  on  changera  M,  N 
en  fonctions  de  t  ;  et  désignant  par  T'  et  6  ces  fonc- 
tions,  on  aura 

irrr-pW  +  HCO (0. 

On  combinera  ensuite  les  équations 

f'=t,    F'(*,^,a)  =  o,    f'(*,^,«)  =  o, 

pour  en  déduire  des  valeurs  dex^  y^z  en  t,  afin  de  trans- 
former encore  iïf  et  iV  en  fonctions  de  cette  seule  va^ 
riable;  et  $i  les  résultats  sont  ^représentés  par  T'  et  «',  il 
viendra 

i  =  7'>(0+»'4W (a). 

Au  moyen  des  équations  (i)  et  (2)  on  déterminera  les 
fonctions  9  et  4^  en  t,  puis  on  remettra  à  la  place  de  t 
sa  valeur  F'  (*). 

De  la  méthode  des  variations^ 

Recherché  de  la   variation  d^ une  Jonction  quelconque, 

356.  Toutes  les  applications  du  Calcul  différentiel 
présentées  précédemment,  supposent  que  la  dépendance 
des  variables  demeure  constamment  la  même  dans  le 
cours  de  la  question;  mais  il  y  a  divers  genres  de  pro- 

(**)  La  détermination  de»  fonctions  arbitraires  revient  h  faire 
passer  par  des  courbes  données ,  les  surfaces  qui  représentent  1» 
équations  proposées  ;  et  Ces  courbes  peuvent  être  continues  ou  dia- 
continnes,  ainsi  que  les  fonctions  eiles-mémcs^  Si  les  fonctions  f 
et  4  dépendaient  de  quantités  différentes,  on  ne  pourrait  plus  pro« 
fféder  coiqine  ci-de8s^6.  {Fojrez  le  Traité  in-4°i  ^  ÎU  9.  p*  ^l 
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blêmes  pour  lesquels  il  faut  conceToir  que  eettc  dépen- 
dance cbange  :  en  voici  un  exemple.  Quand  V  désigne 
une  fonction  contenant  j; ,  j/  et  les  coeffîcîens  différen- 
tiels de  y  y  riiitégrale  ÇVàiX  est  susceptible  ^  entre  les 
mêmes  valeurs  de  x,  d'une  infinité  de  valeur^  qui  dé- 
pendent de  la  relation  établie  entre  x  tl  y\  en  sorte 
qu'on  peut   demander    quelle    est ,  parmi  toutes  les 
relations  possibles,   celle    qui   fait  prendre  à  l'inté- 
grale fFAxj  entre  les  limites  données,  la  plus  grande 
ou  la  plus  petite  valeur.  L'intégrale /T^djc,  lorsqu'on 
ne  particularise  pas  la  relation  de  ^  à  x ,  exprimant  la 
mesure  d'une  propriété  commune  à  toutes  les  courbes, 
on  demande  alors  pour  quelle  courbe  cette  propriété 
^st  un  maximum  ou  un  minimum.  Il  e;st  visible  que  si 
CE  jfig.  60,  représente  cette  courbe,  il  faudra  que  p'g.Co. 
pour  toute  autre,  yi,  l'intégrale  //^dorait  une  valeur 
plus  petite  dans  le  premier  cas,  et  plus  grande  dans 
le  secoud.  Pour  satisfaire  à  cette  condition,  la  pre- 
mière cbose  à  cbercber  est  la  différence  qu'un  chan- 
gement quelconque  dans  la  relation  de^  à  jp,  ou  dans 
la  nature  de  la  courbe  qui  représente*cette  relation, 
produit  sur  l'int^rale  fFàx,  Ce  changement  s'exprime 
en  faisant  varier  y  indépendamment  de  x\  car  lorsque 
l'on  considère  deux  courbes  CE  et  yi ,  la  même  abscisse 
AP  répond  à  deux  ordonnées  PM  et  Pfiy    et  leur 
différence  Mftàoit  être  distinguée  des  différences  ifef'T? 
et  fAf ,  qui  ont  lieu  entre  deux  ordonnées  consécutives 
prises  sur  la  même  courbe. 

Lagrange,  qui  marqua  le  commencement  de  sa  car- 
rière par  la  découverte  du  Calcul  des  variations,  en  a  fait 
aussi  à  la  mécanique  une  application  de  la  plus  haute 
importance,  dont  on  saisira  facilement  le  but,  si  l'on  ob- 
serve qu'on  peut  considérer  les  coordonnées  des  différens; 
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points  d'un  corps  qui  se  meut^  soit  pour  comparer  au 
même  instant  deux  points  de  ce  corps,  soit  pour  comparer 
deux  positions  conséeutives  du  même  point.  Dans  l'un 
de  ces  cas,  il  n'y  a  entre  les  coordonnées,  de  dépen- 
dance que  celle  qui  résuite  des  surfaces  qui  terminent 
le  corps;  dans  Tautre,  les  coordonnées  changent  sui- 
vant les  conditions  du  mouTement  établi,  et  ayec  une 
variable  nouvelle  qui  est  la  mesure  du  temps  :  voilà 
donc  encore  deux  manières  de  faire  varier  les  mêmes 
quantités ,  qu'il  est  à  propos  de  marquer  par  des  signes 
distincts.  Celle  de  ces  manières  qui  succède  â  l'autre , 
constitue  le  Calcul  des  F'ariations  ^  àonl  on  ne  peut 
embrasser  les  divers  usages  qu'en  le  regardant  comme 
ayant  pour  but  de  différentier  sous  un  nouveau  point 
de  vue  j  des  quantités  qui  ont  déjà  été  différentiées  sous 
un  autre  :  on  établit  ensuite  dans  le  second  mode  de 
diflerentiation ,  l'hypothèse  convenable  à  la  nature  des 
questions  qu'on  se  propose  de  résoudre  (*). 

35^.  Cest  par  la  caractéristique  ^  que  Lagraoge 
désigne  la  nouvelle  différent iation  ,  et  cet  .usage  a  été 
adopté.  Pour  ne  pas  sortir  des  limites  de  mon  sujet , 
je  me  bornerai  à  développer  les  principes  de  l'appii- 
cation  du  calcul  des  variations  aux  questions  géomé- 
triques. 

Dans  ces  questions ,  la  caractéristique  d  s'emploie 
pour  le  passage  d'un  point  a  un  autre  sur  la  même 
courbe,  et  la  caractéristique  ^  est  appliquée  au  change- 
ment de  courbe:  ainsi  ili'iR  étant  représenté  par  dy{&o), 
M(c  sera  iy)  et  il  suit  de  là  que 

I^M'=y+Ay,       Pf*=y+iy. 
{*)  Voytz  la  Mécanique  analytique  ^  a«  cdii.,  p.  80  du  1. 1. 
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En  passant  du  poînt  M  au  point  ^',  puis  tirant  ^r  pa- 
rallèle à  MM\  on  verra  que 

est  le  cliangement  de  dj^ ,  d'une  courb&  à  l'autre,  et 
Ton  aura 

PV  =  P^  +  pr  +  ^V  =  ^  +  <^K  +  dy  +  % 

=  ^+dy  +  J^(^  +  dy); 

mais  le  point  fÂ  étant  consécutif  au  point  i«*,  sur  la 
courbe  yt,  on  aura  aussi 

PV=j^  +  ^j'  +  <3(j+<y)=j',+  è^  +  4y  +  d^:K, 

et  Ja  comparaison  de  ces  deux  expressions  donnera 

^ày  =  d  Jy . 

La  même  chose  peut  aussi  se  prouver  sans  la  consi- 
dération des  courbes,  en  représentant  par  ^(.t)  l'état 
primitif  de  y ,  et  par  une  autre  fonction  «4/(3:)  son  état 
après  la  variation  (*).  Alors  J[y  =  n|/(ar) — ^{x)  sera  une 

(*)  Afîa  de  donner  une  origine  commune  aox -fonctions  ^  et  4« 
Eoler ,  qui  s'empressa  d'adopter  et  d'écla^rcir  le  calcul  des  variations, 
regardait  la  valeur  primitive  de  j^,  ou  p(a:) ,  comme  déduite  d'une 
autre  fonction,  contenant,  avec  la  variable  jr,  une  nouvelle  variable  t, 
et   se  changeant  en  p(x)  lorsque   t=o.    i^Koui  Comm.  Acad^ 

Petrop, ,  t.  XVI,  p.  35.)  Par  ce  moyen  ^y-hfy  devient  j^  ^  dï, 

dr 
et  -j^  étant  pris  dans  l'hypothèse  de  t  =;o,  représente,  tant  qu'on 

ne  particularise  point  la  composition  de  ^  en  t ,  une  fonction  ar^ 
bitraire  de  x*  La  valeur  générale  dey  serait  exprimée  par  la  série 


.   drdf       d'rdi*    . 

y  4-  -r* h  T^ h  etc. , 

•^       df    I   ^dt=»  i.a  * 


la  variable  t  étant  supposée  égale  à  zéro  dans  y  et  ses  coeffîcicns 
différentiels^  et  en  prenant  les  coeSlciens  di£Férentiels  de  cette  série  par 
rapport  à  ^r,  on  formerait  toutes  les  quantités  qu'il  faut  substituer 
pour  obtenir  l'état  varié  de  l'intégrale  fVàx ,  ordonné    suivant  les, 
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certaine  fonction  de  ar»  et  par  conséquent  une  fonction 
de  ^ ,  à  cause  de  la  liaison  primitive  de  ces  variables  : 
désignant  donc  par  ^  cette  dernière  fonction >  on  aura 

D'après  cette  loi ,  et  faisant  pour  abréger  y  +  djr=^y\ 
on  aura  pareillement 

d'où  l'on  conclura 

^y—  iy  =^(y) — ^O')  =d.sr(j.)  =  d^  i 

mais  comme 

ày=y—y, 

il  Tiendra 9  en  prenant  les  variations, 

^Ay  =  fy'—iy=^7,{y)  —  ^{y), 
ce  qui  donne  encore 

<My  =  djy. 
Il  suit  de  là  que  Hy  =  àêày  =  d*«Jy  ;  et  en  conti- 
nuant ainsi,  on  obtiendra  le  tbéorème  fondamental 

iA^y  =  à'^i'y , 
en>ertu  duquel  on  peut  transporter  la  caractérUUqwi 
après  la  caractéristique  d.  ^ 

Pour  donner  plus  de  symétrie  au  calcul ,  ainsi  qwe 
pour  embrasser,  des  circonstances  relatives  aux  limites 
des  intégrales ,  et  dont  on  verra  plus  loin  quelques 
exemples,  on  fait  varier  x  aussi  bien  que  j';  mais  le 
théorème  ci-dessus  ne  cesse  pas  d'avoir  lieu  pour  cela, 
parce  que  la  loi  de  la  variation  étant  constante ,  quoi- 

pnissances  de  Au  C'est  sous  cette  forme  que  Lagrauge  ,  dans  la  der- 
nière édition  de  ses  Leçons  sur  le  Calcul  des  Fonctions ,  présente 
celui  des  variations,  h  Tegard  duquel  il  entre  dans  beaucoup  de  de* 
tails  très  inléressan».  {royez  le  Traité  iii-4s  t,  II,  page  7î30 
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que  arbitraire ,  ^x  est  une  fonction  de  ar,  de  laquelle  se 
tire  ^',  en  y  changeant  xenx'  :  il  en  résulte  idx^à^x, 
et  pareillement  MF^=dS9^,  pour  toute  fonction  F  dé- 
pendante de  X,  de  j'  et  de  leurs  différentielles. 

358.  Il  existe  un  théorème  analogue  par  rapport  au 
signe  /.  En  effet ,  si  Ton  représente  fU  par  Ï7, ,  il 
viendra 

àUi  =  U,    puis     ê^à U,  =  «^t/; 

transposant  la  caractéristique  <^  après  la  caractéristique 
d  ,  et  passant  ensuite  aux  intégrales,  on  trouvera  suc- 
cessÎTement 

puis  remettant  pour  Z7,  sa  valeur ,  on  aura  enfin 
êfU=pU. 

359.  Cela  posé,  on  voit  que  pour  obtenir  la  varia- 
liçn  d'une  fonction  quelconque  U,  contenant  Xj  y 
et  leurs  différentielles  des  ordres  quelconques,  il  faut 
supposer  que  ;c  et  \y  se  changent  respectivement  en 
x-^-'^x^  y  -^iy^  et  regarder  ^  et  S'y  comme  des 
fonctions  arbitraires  Tune  de  Xy  l'autre  de  y.  En  se 
bornant  aux  termes  où  les  variations  ne  passent  pas 
le  premier  degré,  l'opération  revient  à  différentier 
par  le  procédé  ordinaire  la  fonction  U ,  tant  par  rap- 
port à  *  et  à  ^,  que  par  rapport  à  leurs  différentielles 
considérées  comme  des  variables  distinctes,  mais  en 
marquant  par  la  caractéristique^ la  dernière  différen- 
tiation.  Il  est  visible  en  effet  que,  dans  cette  hypothèse, 
les  différentielles  de 

*,    y*    d*>    ^y^    etc., 

sont 

J^.r,    jy,  Wat,   Wy,     etc. 
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Si  donc  la  dîflPérentielle  ordinaire  de  U  est 

dZ7  =  Mix  +  iVa«a?  4-  Pà^x  +  Qd^or  +  etô. 
I  +  TT^j^  +  nà^'y  -f-  pd^j^  +  grd^^  +  etc. , 

il  suffira  d*y  changer  le  dernier  d  en  ^,  et  il  viendra 

W  =  M^x  +  A^iJdar  +  PW*  +  Qi'à^x  +  etc. 
4-  TTicT j'  +  TiJ'd^  +  jdW*^  +  ^'«^d^j'  +  etc. 

Quand  la  fonction  V  sera  sous  la  forme  P'ix ,  F  ne 
contenant  alors  que 

dy  dp  . 

on  aura 

aF=Mdx  +  Nây  +  Pdp+  Qdq+Rdr  +  eiC, 
et  la  variation  de  F  sera 

«^F=  iifiTx  +  my  +  p<J>  +  ç«^y + n^ + etc., 

en  observant  que  les  quantités  p ,  q,  r  y  de,  doivent  j 
être  regardées  comme  renfermant  deux  variables  indé- 
pendantes, X  et  ^  (n®  précéd.),  et  que  par  conséquent 
on  peut  prendre  leur  variation  dans  deux  hypothèse» 
différentes^  savoir,  en  ne  faisant  varier  qu'une  de  ces 
quantités,  ou  en  les  faisant  varier  toutes  les  deux.  J'opé- 
rerai ici  sous  ce  dernier  point  de  Vue ,  parce  que, 
comme,  je  Tai  déjà  dit,  il  est  plus  général,  et  que 
d'ailleurs  on  en  tire  les  résultats  qui  conviennentau  pre- 
mier, en  supprimant  les  termes  relatifs  à  celle  des  va- 
riables que  Ton  veut  traiter  comme  constante.  En  diSé* 
rcîitlant  par  la  caractéristique  /,  les  fractions 


DE   CAhCVU  INTÉGRAL.  62*] 

p^dii  Y^ — d^^ — = — ar-' 

g=£^  on  trouTe  p= ^^ =-^-'  ■ 

âq\  /  K àxi'dg — dqfdx di'q —  rd  ^x 

''~di)  {  dx^  ~  ""d^^         ' 

etc.  etc., 

et  à  Faîde  de  ces  formales  on  obtient  la  Tariatîon  d'une 
expression  quelconque,  renfermant  x-,  y  et  leurs  diffé- 
rentielles de  quelque  ordre  que  ce  soit. 

36o.  Lorsqu'il  s'agit  d'une  formule  intégrale  /T/, 
dans  laquelle  U  est,  comme  ci-dessus,  une  fonction  de 
JF,  j^  et  de  leurs  différentielles,  on  a  i^fU^W  (358), 
et  par  le  n®  précédent, 

pU—JlM^x  +  Ni'dx  +  Pi'd'x  +  Qfd^x+  etc.) 
+  Ami^y  +  ni^dy+pMy  +  q^d'y+eic.). 

Cette  expression  n'est  pas  réduite  à  la  forme  la  plus 
simple  qu'elle  puisse  avoir  :  il  faut  faire  en  sorte  qu'il 
ne  reste  sous  le  signe  /  aucun  terme  contenant  à  la 
fois  les  caractéristiques  d  et  J*  appliquées  l'une  sur 
l'autre  ;  et  c'est  à  quoi  l'on  parvient ,  en  transposant 
d'abord  la  caractéristique  Câpres  la  c<iractéristique  d, 
.  et  en  intégrant  ensuite  par  parties,  comme  on  le  voit 
ci-dessous, 

fTUi^  =fMfx, 

nS'ê^dx=fNd^=Ni'x    — /diV/o;, 

ri>M^x=fPà^i^x=:Pd^  —fdPd^x^Pdfx—dPi-x+fd^P^, 
rQM^x=fQd^^x=  Qd^J'ar— /d  Qd^h:=  Qd^^x^  d  Qdi^x+fl*  Qdfx 

=  Qd'^AT— dQdAç+d*Qc^*-*/d3Q<rilr, 
?tc.  etc. 

On  aura  pareillement 
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fmêy  =fmfyy 

fpMy=fpà'^y  =  pdfjr  ^  dp^jr  +fd!'pfy, 

fqM?y  ^fqà^Sy  =  qà^h  —  ^^^  +  ^*î*^  —fà^qiy  f 

etc., 

et  en  substituant,  il  Tiendra 

/W=(iV— dP+d*  Q— etc.)<f^+(P— dÇ+etc.)d** 

+(  Ç— etc.)d*  Jar+etc. 
4-(/i— djo+d*j— etcO^J'  +(/>— dgr  +  etcOdJ^jr 
+(5^— etcOd'<}>-+etc. 
4.y][iif — diNr4- d*P— d^Q  +  et€.yx 
4-/(/7i  —  d/i  +  d>  —  d^gr  +  etc.)<^K- 
Ce  résultat  est  composé  de  deux  parties  semblables^ 
Tune  produite  par  la  variation  de  «,   et  Vautre  pat 
celle  de  y\  et  il  est  aisé  de  voir  qu'on  l'ctendrait  à 
une  fonctipn  d'un  nombre   quelconque  de  yarlables, 
en  y  ajoutant,  pour  chacune,  des  termes  pareils  à  ceux 
qu'a  fournis  la  variable  x  ou  la  variable  y. 

36 1.  Lorsque  l'expression /Z7  est  mise  sous  la  forme 
fVdxy  c'est-à-dire  qu'il  n'entre  dans  >^que  les  variables 
*,  j/  et  les  coefficiens  différentiels  dey,  le  calcul  du 
développement  de  Ja  variation  paraît  un  peu  plus  com^ 
pliqué,  mais  il  mène  à  des  conséquences  remar^ 
quables.  Il  faut  d'abord  observer  que 

fFdh:  =  Vix  —fiFi^x, 

et  que  par  conséquent 

jyFdar  =  ri'x  4-  Jlàxi^V—  AVi^x). 

La  quantité  àxSV^^àFi^x  se  forme  en  écriTant 
pour  i'V  et  d/%  les  valeurs  rapportées  dans  le  n"*  SSg, 
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+  Q{dxlq — dq^xy+  etc.  ; 

j^uis  mettant  pdx  pour  ày,  clans  tse  qui  multiplie  iV^  et 
la  yatleur  de  fp  (SSg),  dans  ce  qui  multiplie  P, on 
trouvera 

dit  J[y  — àyi"»  =  dar(^^  — >^) , 

dxip — d/)<>^  =  Ai'y  —  pii'x  —  d/>^  =d(Jy — />ftr) , 

d'où  il  suit  ; 

Si  l'on  change  j"  en  p  et  p  en  ^,  on  obtiendra  de  même 

et  ainsi  ûe  svite  :  faisant  donc 

^y — /}*»=::#, 
il  en  résultera 

d*/^— dj'^s^d*^     djcJ^-— dp^jp=i]#, 

ixi^q  —  Aqfx  =  d  -r- ,     etc. ,  • 

et  par  conséquent 

JlàxlF'T'dFi'x)  z^JTVé^x+fPdm 

+fQà^+ etc. 

En  intégrant  par  parties»  dans  le  second  membre 
d6  cette  équation,  chacun  des  termes  :oà  il  y  a  des 
di£Férentiations  indiquées  sur  la  quantité  «^  on  auxa 
Cale,  intigr.  34 
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etc.  ; 
et  A^ieç  au,  «;;|tressioQS,  on  ol^ttieivcli» 

jyrd«=:r/*+|p— ^ + etc.}. 

4-  etc. 

On  étendrait  sans  peine  ce  résultat  à  un  plus  grand 
nombre  de  yariables  dépendiantes  dex^  en  a  joutant  pour 
chacune  des  termes  pareils  à  ceux  qu'on  atnoaTét^  en 
ne  considérant*  que  y  ;  mais  ce  qu'il  importe  d'obser- 
ver^ e^est  que  si  Pon  remel  pour  m  sa  yàleor  ^y^^ph^ 
la  partie  «ffectée^du  signe /prend  la  forme 

et  l'on  Toit  que  dans  ce  cas  »  le  coe£Bcient  de  ^j^  et  celai 
de  h$  ont  une  relation  qu'on  af aperçoit  point  dans  le 
tt^  préi^ent  :  en  désignant  le  pvemîer  4^'  oea  ooeiB*» 
cienapar  4'^fe  M<nM|d  ser»  -*4pi    * 
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362.  Une  remarque  non  moio»  digne  d'attention, 
c'est  qae  si ,  dajos  le  développement  de  if  (7  (36o} ,  on   - 

ayast 

M  — dAT-f  d»P  — d^Q-retc  =a, 
w»  —  d»  •+•  d*p  —  d?f.  +  eta  =  o, 

,  la  variation /(Tt/ serait  entièrement  délitrée  du  signe/; 
mais  ces  équations  sont  précisément  celles  qui  doivent 
avoir  lieu  pourque  la  fonction  U  soit  intégrable  par  elle- 
même.  Cette  proposition  ^  annc^cée  dans  le  n®  280 ,  se 
prouve  à  priorij  en  appliquant  à  la  recherche  de  ces 
conditions  la  méthode  même  des  variations. 

En  effet  ^  soit  V  la  différentielle  d'une  fonction  Ug  ; 
on  aura  1/=  di7i ,  et  par  conséquent^ 

d'où  il  wit  que  si  U  est  une  différentielle  exacte  j» 
i^U  en  doit  être  pareillement  une  ^  et  par  conséquent 
lorsqu'on  a  fait,  sortir  du  signe  f,  dans  l'expression 
de  JT'V  f  tous  les  termes  qui  peuvent  s'intégrer,  Uianl 
que  l'enijornble  de  cçux  qui  restent  soit  nul  par  lui-même, 
sans  qu'on  aijt  besoin  de  supposer  a^icune  relation  entre 
-r,  jTy  ^^  et  ly. 

Le  développement  de  ifFd»  ne  fournissant  que  la 
geale  condition 

^-d:^+di^d^-^^-=^^ 

montre  que  celle  <pii  se  rapporte  à  la  variable  x^ 
deyient  inutile  quand  la  fonction  U  est  ramenée  à  la 
forme  Fdx,  V  ne  contenant  que  «,  y  et  des  cocffi- 
ciens  ^différentiels*  de  y  (.*). 

'  I 
{^)  Cette  tf aosformation  ii?e$t  pas  iMifoart  pmeifai*.  Soient,  gar  • 
cxcmi^e ,  les  denx  fonctions V       .•    ,    .. 

34.. 
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363.  Ces  remarques  ne  se  bornent  pas  à  Pexpression 
de  fU  :  elléi  s'étendent  également  à  .celles  de  ffUy 
fffU,  etc.,  quel  que  soit  le  nombre  des  signes  d'inté- 
gration ;  et  en  chercLant  aussi  la  Tarîation  de  ces  der- 
nières formules,  on  trouve  les  équations  de  condi- 
tion, qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  la  quantité  V 
soit  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  JJi  d'un 
ordre  immédiatement  inférieur,  d'une  fonction  V^ 
d'un  ordre  inférieur  de  deux  unités,  et  ainsi  de 
suite. 

En  effet ,  puisque 

il  viendra 

et  Von  obtiendra  J"U^  en  intégrant  de  nouveau  ifU.  Or, 
par  le  n®  36o , 

ifU:ss:  (iV— dP+d*Ç-^tc.);ir+(P— dQ+etc.)d#* 

+(Q-elc)d*^+elc 
+  (»—  dp+d'<jr— etc.3J>+(p— dsr-fetc.)d/:r 

^./(il/_diV+d»P— d^Ç-f.  etc.y« 
+/(  m—  an  +  d'/>  —  d'^  +  etc.)^^  : 

on  aura  donc 

f _ 

djrdy-h<|yd*jf  dardy— Hyd*Jc 
dx*  dx*  ' 

si  Ton  y  change  ^     *     , 

ây   «n    pdx,    dy  en  gd9*'hpà*x    (i3i), 

à*x  ne  dîsparatt  qne  dans  la  seconde  :  on  ne  peut  donc  pas ,  dant- 
la  première,  regarder^  comme  dépendant  immédiatement  de  x. 
(F^oycM  le  Traité  in-40,  cl,  p.  ai 7,) 
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/t/.==/(JV^dP+d*Q---etcO^+/l/'--  dÇ+etcOdi^it 

+/(Ç— etc.)d*i^ir  +  etc. 

+/(s^  — etcOd'^K+etc. 
+fJ[M^dN+à^P—à^Q  +  e\c.)i)>: 
+f/{m  —  d»  +  d>  ~  dV  +  etc.)<ry  i 

et  intégrant  par  parties*,  les  termes  qui  contiennent  en-^ 
core  des  diflPéréntielles  de  ^x  ou  de  i^y,  on  trouvera 

^t7.=(P-  2d^3d«fl-Tretc.)*p+(Q--2d«+etc.)dJ^r 

-f  (/l— etc.)d*<î^+etc. 
*       +  (p— adgr  ^-  3d«r— etcO^J'+C^— 2dr+  etc.)dJ> 

.  +  (r—  etcOd*i>+  etc. 
+/(iV— 2df>  +  3d*Ç—4d3fl  +  etc.)<^J?  - 
+/t'*  —  ^d/7  +  3d*y  —  4dV+ étc.)Jty 
4.j^(il[f— di?'+ d'P  — d^Ç +d^«  — etc.)/ïr 
+f/lm—  drt  +  d«/>  —  d'y  +  dV  —  etc.)  J'j'. 

,  Telle  est  la  *variation  demandée,  qui  ne  sera  déliyrée 
des  deux  signes  /  que  quand  les  équations 

]V_2dP  +  3d'Ç  — 4d3/î  +  etc.  =o^  . 

n  —  2d/>  +  3d*5r  - —  4^^'*  +  etc.  =:;=  o ,     v 

0^  diV+  d«P  —  d^Q  4.d4iî--etc.=:o, 
m —  d/z   -|-    d*/>   —  d^q  +  d V  i — etc.  ==0, 

seront  identiques  *,  alors  ^U^y  étant  intégré  une  seule 
fois,  par  rapport  aux  variations,  donnera  U^ ,  ou  Tin* 
tégrale  seconde  de  la  proposée. 
Soit,  pottr  exemple, 

•     U  =  xiy  +  adjfdj^  +  ^d»«  j 

on  a  W=i  d*^^  +  adj-d J'o?  +  j^d*^ 
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et  les  équations  cle  condUIon  ci- dessus  derieunent 

2dvr-^d««B0, 

d*j^  — 2d*j^+d*jr==o, 

d«ir  — ;ad^+d»«MO« 

la  fpnctioB  propesée  ^t  donc  immédiatement  înté^ 

grable.  La  partie  yfx^xi'y ,  délivrée  du  signe  /, 

f  donnej   en  l'iutégrant  par  rap^rt  aux  variations, 

La  marche  des  calcals  précédens  UKtnjtre  qne  b  pre- 
mière intégration  d'une  fonction  différentielle  de  i»  va- 
riablesy  exige  m  conditions^  quand  ces  variables  sont 
considérées  comme  indépendantes,  et  q«e  pojor  un 
nombre  »  d'intégrations  successives,  il  j  aurait  mn 
équations  de  condition.  Il  j  en  aurait  seulement  m— i 
pouria  première  intégration,  et  ii(w—  i)  pour  toutes 
ensemble ,  si  la  fonction  proposée  était  sous  la  forme 
/•/^d**,  F"  ne  contenant  que  des  coefficiens  diffé- 
reiitiels. 

t 
Des  maximums  et  des  minimums  des  formules 
intégrales  indéterminées^ 

364*  On  peut  appeler  intégrales  indéterminêesx 
les  expressions  telles  que/^d*,  /V^dj?+"d3^%  lors- 
qu'on n'assigne  aucune  fotme  à  la  fonction  y\  mais 
pour  être  susceptibles  de  maxànism  ou  de  minimum^ 
ces  intégrales  doiveaut  'être  déjbkiéê  (aag),  puisque  ce 
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B'est  qu'eatr€  des  limite^  données  ^[u'ellËa  auront  «né 
-valeur  fixe,  quand  ^  sera détatmîné  en  ir. 

Les  principes  exposés  danrs  le  d?  i55^  à  l'égard  des' 
fonctions  dont  la  forme  est  donnée  y  s'appliquent  aussi  j^ 
avec  le  secours  du  calcul  des  Tariatiohs  ^  aux  intégrales 
indéterminées.  En  effet  /  d'après  ta  marche  tracée  dadâ 
le  n®  4^9  le  résultat  de  la  subs^tution  de 

*  +  ^^»     y+^J^f    d4P  +  *d4f>    4^4-W/,  etc^t 
à  la  place  des  <}uaBtités 

ip,     y  y    d*,     dy,  etc., 

dans  une  fonction  quelconque  i^  de  ces  quantités,  pourr^^ 
s'ordonner  suivant  les  puissances  des  variations , 

^,     Jy,    id*,     ^d^,  etc., 

et  lu  contiendra  tous  les  termes  de  ce  développement!^ 
dans  lesquels  les  variations  ne  montent  qu'au  pre^ 
mier  degré.  Ces  termes,  changeant ide  signe  en  p:^mo 
temps  que  les  yariçttions,  doivent ^^  suivant  la  théorîa 
rappelée  ci-dessus ,  s'anéaittir  lors  du  maximum  et  du 
minimum^j  quelles  que  soient  les  varîsitions  ^  et'  i^yX 
il  faut  donc  que  J^i^ssso.  Lorsque  u:=:fVf  il  vient 
i^u  =  ffV  (358)  :  au  maximum,  et  au  minimum  de  ' 
JXJj  Qp  a  donc  ft"l/=:  o ,  en  dhse^vant  que  c'est  entrç 
les  limites  assignées  k  fU ,  que  fHJ  doit  s'évanouir^ 

Il  résulte  aussi  de  la  même  théorie,  que  la  condition^ 
fhi=.o  n'eiitratne  pas  nécessairement  Vexistence  di^ 
maximum,  ou  du  mm/mz^Tit^  parce  qu'il  faut  eu  outrer 
que  les  termes  oii  les  variations  s'élèvent  au  second 
degré,  conservent  toujours  le  même  signe;  ladiscus-* 
sîon  de  ces  dernières  conditions  est  trop  CMHnpliquée  el 
trop  délicate  pour  trouver  place  ici. 

36$.   Le  djéfèloppemeiit  de  p^l/  «jt   cémposé  di 
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deux  {Mirties  bien  distinetea  (36») ,  puisique  Pune  est 
délivrée  du  sigae /,  et  l'autre  j  demeare  soumise;  on 
peut  représenter  ]a  premi^erpar 

ai'x  +  /S^y + «nidJV  +  fiidfy  +  etc. , 

çl  la  seconde  par  • 

Ces  parties  ne* ^a'àraîèût  être  coôiparées  entre  elles, 
puisque  la  dernière  n'est  point  intègrable ,  tant  que  ht 
et  iy  conservent  riiYdépepdaiiçe  qu'exige  la  nature  da 
problème;  et  dans  cet  état  on  ne  peut  ta  faire  évanoair 
(}u^ién  posant  séparëiiaent  les  équations 

,    X=^0,         n}.=  Oy 

dont  le  nombre  est  généralement  égal  à  celui  des  va- 
riations indépendantes  j  mais  îorsqu'il'n'y  a  que  deux 
vaî*iables^  et  qiie  T7  peut  prendre  la  forme  F'dx,  le 
dtçvéldppemçnt  de  la  variation  defFdx,  dans  le  n?  36i, 
^it  voir   que  ;^  =  — ^}^/>,  et   que  par' conséquent... 
;(;djç  +  4dj*  =  <^  >  condition  d'aifieurs  facile  à  vérifier 
en  particulier  sur  cbaque  exemples  II  en  résulte  que 
riine  des  équations  ;^;=  o  ,  4*  ==  ^  ayant  lieu ,  l'autre 
s'ensuit,  et  qu'il  n'y  à,  entre  x  et  \y ,  qu'une  seule 
relation   qu'on'  aurait. ^également  obtenue   en   posant 
^of  =  o,  c'est-à-dire.  éq*jie  fafsant  point  varier  x\  mais 
celte  bypollièse  restreindrait  beaucoup,  comme  on  va 
ié  voir,  les  propriéics  de  là  partie  délivrée  du  signe/, 
dans  la  variation. . /'*    '  *.' ' 
'  Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  les  équations  indi-' 
quées  daris  le  ii"  362Vcomrae  exprimant  les  conditions 
qui  rendent  intégrahle^s  les  formules  fU  et  fFdx ,  efe'qui 
sont  alors  identiques,  déterminent ,  quand  elles  cessent 
de  l'être^  U  relatibn!  de  !^  à  ;V|  par' laquelle  les  in- 
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tégrales  proposées  deviennent  un  maximum  on  un  mini- 
mum>.  On  reconnaît  aisément  que  ces  équations  peuvent 
s'élever  jusqu'à  l'ordre  dotit  l'exposant  est  douUe  de 
celui  de  la  plus  haute  différentielle  contenue,  soit 
dans  U,'  soit  dans  F'.  ♦ 

366.  Après  l'évanouissement  de  la  partie  affectée  du^ 
signe  /,  il  reste 

ttfx  +  fii'y  +  «,d^  +  ^xi^y  +  etc.  j 
expression  que ,  pour  abréger,  je  représenterai  par  ^  :  on' 
aura  donc  f<i'tJ=^p  +  consL  ,  et  la  valeur  complète  de 
cette  intégrale  s'obtiendra  en  prenant  la  différence  de 
celles  que  reçoit  la  quantité^,  à  chacune  des  deux  li- 
mites (229);  en  sorte  que  si  ^' désigne  cette  valeur 
pour  la  première  limite,  et  ^"  pour  la  dernière,  on 
aura  /^f/=^* — f\  d'où  il  résultera  encore,  pour  le 
maximum  et  le  minimum  de  l'intégrale /t/ ,  la  con- 
dition '  .     . 

maïs  il  faut  bien  remarquer  que  Cette  équation  ne 
contient  plus  que  des  quantités  qui  se  rapportent  aux 
limites  de  l'intégrale  /!/,  et  qu'alors  Tes  variations  fx, 
f-jf  W*,  JM^,  etc. ,  peuvent  être  nulles,  ou  seulement 
liées  entr Ailes  par  des  relations  données,  selon  que  ces 
limites  seront  fixes  ou  >>ariables.  L'explicalîon  géomé- 
trique de  ces  diverses  circonstances,  les  éciaircira  suffi- 
samment. 

La  première  a  lieu  lorsque  la  courbe  q«î  rend 
maximum  ou  minimum ^  Vintégrale  proposée,  doit 
être  prise  entre  toutes  les  courbes  assujetties  à  passer 
par  deux  points  dont  les  coordonnées  sont  déterminées , 
ainsi  que  tout  ce  qui  s'y  rapporte,  et  que  Pinjégrlàe 
doit  commencer  à  l'un  de  ces  points ,  et  finir  à  l'autre. 
Si  x'  et  y'  désignent  les  coordonnées  du  premier,  x"  ely" 
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celles  da  lecond  y  ces  quantités,  appartenant  ï  tontes  les 
conrbes  qn'on  pourra  considérer  dans  la  question  dont  il 
s'agit,  n'éprouyeront  aucune  variation  :  quand  donc  on 
changera  jt  et  j^  en  »'  et  en  y,  puis  en  x'  et  en  jr',  il 
faudra  faire 


fx'zrzo,     i^yzszOf     /**  =  0,     ^y=: 


o. 


Alors  les  termes  affl^tés  de  ces  Tariatli»ns  dis^paraitront 
d'eux-mêmes  de  l'équation  ^*—  ^'=  o,  qui  sera  par  con- 
séqufsnt  Tériliée  si  elle  ne  contient  que  ces  termes;  et  It 
courbe  déduite  de  l'équation  ;^=  o ,  résoudra  complète- 
ment le  problème;  ipoùrm  fu*on  l'assujettisse  à  passer 
par  les  deux  points  donnés;  ce  qui  s'effectuera  en  gé- 
néral ,  par  la  détermination  des  constantes  arbitraires 
comprises  dans  l'intégrale  de  l'équation  citée,  qui  sera 
alors  du  second  ordre. 

Si  l'équation  ^*—  f '=  o  contenait  de  plus  les  termes 
affectés  de  i'dx',  i^iy'y  fdx",  ^y'9  et  qu'outre  la  con- 
dition précédente,  les  tangentes  de  la  courbe  diercbée 
dussent  avoir^  aux  limites  de  l'intégrale,  une  inclinaison 
donnée ,  ces  termes  disparaîtraient  aussi  d'eux-mêmes, 
parce  que  les  différentielles  dap  et  &y  n'éprouTant  aucna 
changement  aux  limites,  les  Tariations  i'àx',^ày\  /tU', 
^dy ,  seraient  zéro ,  et  feraient  évanouir  les  produits  où 
elles  entrent  ;  mais  pour  assujettir  la  courbe  cherchée  à 
cette  condition,  par  rapport  aux  tangentes  de  ses  points 
extrêmes,  il  faudrait  que  son  équation  contînt  deux 
constantes  arbitraires  de  plus  que  dans  le  cas  précé- 
demment examiné,  et  que  par  conséquent  l'équation 
différentielle  ;e  =  o  fût  du  quatrième  ordre..  En  voilà 
assez  pour  montrer  comment  doit  se  vérifier  l'équation 
ç"  —  ^'  =  0,  lorsque  les  coordonnées  des  limites  et 
leurs  coefiSciens  différentiels  ont  des  valeurs  fi%es  ;  ja 
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comme  yariables. 

367.  On  peut  demander  que  la  courbe  douée  du 
maximum  ou  du  minimum  de  la  propriété  proposée , 
soit  prise,  non  parmi  toutes  les  courbes  qui  passent 
par  àevx  points  donnés ,  mais  parmi  toutes  celles  qui 
seraient  menées  entre  deux  courbes'  données  AA^  et 
BB^yfigjGi,  sans  déterminer  les  points  où  ces  der-  «••6r, 
niëres  sont  coupées  par  celle  qu'on  cberche.  Il  est 
Tisible  qu'en  passant  alors  de  la  courbe  AB  ^  à  une 
autre  A'B'y  les  extrémités  ^  et  i?  se  mentent;  les 
abscisses  qui  répondent  au  commencement  et  à  la  fin 
de  l'intégrale  ,  après  qu'elle  a  yarié  y  ne  sont  plus 
celles  qui  convenaient  à  son  état  primitif,  et  les  or- 
données qui  s'y  rapportent  ont  changé  suivant  la  loi 
établie  par  les  courbes  AA^  et  BB\  Dans  cette  circons- 
tance, les  variations  ^les  ordonnées  et  celles  de  leurs  abs- 
cisses doivent  avoir  les  mêmes  relations  que  lés  ditfe-» 
rentielles  relatives  aux  courbes  AA%  Bff,  relations 
,  exprimées  car  les  équations  de  ces  courbes ,  qui  sont 
données  :  il  est  donc  nécessaire  de  les  introduire  dans  * 
l'équation  p'-^ip*  =s  o;  «J  pour  la  Vérifier  ensuite,  il 
faudra  égaler  séparément  à  séro ,  les  coeflacien?  .dear 
variations  qui  resteront  indépendantes. 

A  mesure  que  la  fbnctick  fU  contiendra  -des  dUR-» 
jretftieHes  d'un  ordre  plus  élevé,  le  nombre  de  termes 
de  l'équation  f"  — (p'  =  o,  augmentant,  on  pourra 
ajouter  de  nouvelles  conditions  aux  limites  ;  supposer, 
par  exenïple,  que  la  courbe  ^i9  doit  être  prise  parmi 
toutes  celles^qui  touchent  à  la  fois  les  deux  courbes 
A  A  et  BB\  Par  cette  dernière  condition ,  non-seule- 
ment les  cooi^ônnées  «  et  ^  doivent  avbir,  ^ux  limites 
de  rfn1iégrale,le$  relations  exprîniéespftr  les  équattoim 


ée  ces  courbes  ;  mat»  il  en  doit  être  de  même  de  leurs 
différeutielles  :  ainsi  les  variations  iûx\  Wy ,  Wx*, 
^y",  ne  sont  plus  indépendantes,  et  doivent  coïncider 
avec  les  différentielles  secondes  relatives  aux  courbes 
proposées.  On  pourra^  par  ces  relations ,  éliminer 
quelques-unes  des  variations  ^dar',  Wy,  ^djc",  Id/, 
de  l'équation  ^" — ^'  =  o  ;  et  ensuite  on  la  vérifiera  en 
égalant  séparément  à  zéro,  les  coeiBcienç  des  varia- 
tions restantes,  lesquelles  seront  entièrement  arbitraires. 
Les  équations  qu'on  se  procurera  par  ce  moyen, 
établissant  des  relations  entre  les  coordonnées  des 
points  extrêmes  de  la  courbe  proposée ,  porteront  né- 
cessairement sur  les  constantes  introduites  par  l'intégra- 
tion de  l'équation  ;(;  ==  o ,  et  serviront  à  las  déterminer. 

368.  Ou  doit  ensuite  remarquer  que  puisqu'il  y  a  des 
circonstances  où  il  faut  avoir  égard  aux  variations  des 
limites  des  intégrales  ,  si  les  coortlonnées  x',  y,x',y  , 
de  ces  limites,  entraient  dans  l'expression  de  17,  il 
serait  nécessaire  de  les  y  faire  varier,  aussi  bien  que 
*  et  y,  et  d'augmenter  par  conséquent  ^17 des  tsrmes 


•  etc» 


+  A\dh:'+B\di'y+A\di^x'+B\di'y' 

Or  comibe  les  variations  ^/,  i"/,  i'x",  i^y"  sont  in- 
.  dépendantes  des  coordonnées  indéterminées  x  et  y, 
elles  passeraient  bors  du  signe  /,  tandis  que  lès  fonc- 
tions ^',  ^",etc.,  A\ ,  A\ ,  etc. ,  y  resteraient  soumises: 
il  faudrait  donc  introduire  dans  la  première  partie  de 
là  variation /J't/,  les  termes 

i^x'fA'  +  i^yfB'  +  ix'fA'  +  i^ffff 
+éfx'fJ^^+di'yfB\  ^d^x'/A'^  +d^yfB\  +  «te.» 


en  ayant  soin  de  prendre  ces  intégrales  entre  les  mêmes 
limitas  que  la  |>roposée« 

On  ne  voit  pas  tout  de.  suite  ce  que  deyiendraient, 
les  termes  précédens,  si  l'une  des  limites  était  en 
méine  temps  l'origine  des  coordonnées.  On  évite  cette 
difficulté  f  en  &isant  d*abord 

et  en  concevant  que  l'origine  des  coordonnées  X,  Y^ 
soit  fixe^  mais  que  les  quantités  jp'  et  y  soient  variables^ 
il  vient  alors 

Quant  aux  différentielles  Axy  ày^  etc.^  elles  ne  dé-> 
pendent  point  des  quantités  x  et  y  y  et  ne  prennent 
par  conséquent  aucune  variation  :  l'expression  .de  i'V 
devient  donc  seulement 

M(j^X—  h:')  +  NHX  +  etc. 
4.  niij^Y—  iy')  +  nMY+  etc. 
Il  est  permis  de  faire  ensuite  x',  y  égaux  k  zéro, 
pourvu  qu'on  laisse  subsister  les  variations  h/,  iy\ 
qui  peuvent  être  considérées  comme  le  premier  d^ré 
de  grandeur  de  ces  quantités;  alors  JO^.Fredeviennent 
X  et  y,  et  le  changement  de  l'expression  de  fi'U  se 
réduit  aux  termes  —  i^x^M  —  i^yfm ,  dont  il  faut 
prendre  les  intégrales  dans  les  limites  primitives. 

369.  Soit  proposé  de  déterminer  y  eux,  pour  que 
Fintégrale  fV^dx^+dy*y  prise  entre  deux  lirtiites  don- 
nées,  devienne  un  minimum^  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose ,  trouver  la  plus  courte  ligne  qu*,on  puisse  mener 
entre  deux  points^  sur  un  plan*  On  a 


enfaiaant  V^dx*+dj^*:pd«,  et  en  transpo^nt  la  ca- 
raclérîatique  ^  Intégra&t  ensuite  par  parties,  on  trouie 

et  la  partie  affectée  du  signe  /  donne  (365) 

Ce  résultat,  ftinsi  qu'on  devait  s'y  attendre  »  désigne 
la  ligne  droite ,  et  les  constantes  qu'il  renferme  ser- 
Tirpnt  il  remplir  les  conditions  relatiires  aux  points 
entre  lesquels  elle  doit  être  menée. 

lia  partie  qui  est  délivrée  du  signe/,  ou  f  (366),  ne 
contenant  que  les  variations  des  coordonnées  des  points 
extrêmes,  s'évanouit  quand  ils  sont  fixes ,  et  les  cons- 
tantes C^  et  Ç*  se  déterminent  alors  en  assujettissant 
kl  droite  proposée  ii  passer  par  ces  poinis.  Quand  ils 
ne  sont  pas  fixes,  mais  qu'ils  doivent  seulement  se 
trouver  sur  des  courbes  données ,  il  faut  que  les  quan- 
tités X*  et  y'fx"  et  y,  qui  sont  inconnues^  satisfassent  i 
ainsi  que  leurs  variations,  à  l'équation  f"— ^'=0, 
qui  devient  ^ 

d*"  ^  ^  ds*  ^        ds'^^        ds'^^—''' 

et  aux  équations  des  courbes  données,  dont  je  repré- 
senterai les  différentielles  par 

d^  =  màx ,    dy  =  ndx  : 

on  aura  donc  (367)  1 


k  cause  de  rindépendance  des  Tarîalîoifts  ibe'  et  he\ 
cette  équation  se  partage  dans  let  suivantes  t 


Ax'+nràfzszo,     ou    ^Tï=  — ^ 


,«  ' 


qui  expriment  que  la  droite  proposée  doit  être  normale 
)i  chacune  des  courbes  données. 

P'après  l'équation  y:=iCx  +  C,  on  a  AyiszCAx 
pour  fous  les  points  de  la  droite,  et  les  équations  pré- 
cédentes deyiennenl^  en  conséquence 

i+C7»*  =  o,       i-^-Cm'  -zrzO'y 
mais  la  constante  C  dépend  des  coordonnées  des  points 
extréiŒies/ puisque  l'équation  de  la  droite  menâe  par 
ces  points  y  étant 

et  substituant  cette  yaleur  de  C^  il  en  résulte  les 
équations 

dont  la  combinaison  avec  celles  des  courbes  donnas  dé- 
termine les  points  par  oii  passe  la  plus  courte  distance  de 
ces  courbes,  et  complète  la^lutiqn  du  problème  propoa^ 
On  arriverait  aux  mêmes  équations,  en  supposant 
d'abord  que  Icis  points  extrêmes  soient  fixes,  circons- 
tance dans  laquelle  on  a,  entre  x  ety^  l'équation 
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Eû  effet,  par  cotte  relation,  Pintégrale  /l/d**+dy* 
devient,  entre  les  abscisses  x'  et  y,  » 

et  la  seule  application  da  Calcul  différentiel  suffit  pour 
déterminer  le  minimum  de  cette  expression ,  en  ayant 
égard  à  la  dépendance  qu'établissent  entre  x'  et  y,  x' 
et  y'f  lés  équations  des  courbes  données. 

C'est  ainsi  qu'on  pouvait  achever ,  sans  le  secours  de 
l'équation  ç" — ^'=o,que  les.  méthodes  de  BernouIU 
et  d'Euler  ne  donnaient  pas  la  solution  des  problèmes 
semblables  au  précédent,  toutes  les  fois'  que  l'on 
savait  obtenir  l'intégrale  proposée;  mais  en  considérant 
que  cette  intégrale  est  une  fonction  implicite  des  quan- 
tités qui  se  rapportent  à  ses  limites.  M,  Poisson,  an 
moyen  de  la  différentiation  sous  le  signe  /(281},  a 
cherché  immédiatement,  par  rapport  à  ces  quantités, 
les  conditions  du  maximum  absolu  de  l'intégrale  pro* 
posée ,  et  est  parvenu  à  l'équation  ç>" —  ^'  =  0,  telle 
qu'elle  résulte  de  la  méthode  des  variations  (*). 

370.  Le  problème  du  n*»  précédent  étant  transporté 
dans  l'espace,  conduit  à  déterminer  z  et  y,  en  fonctions 
de  Xf  dans  l'expression /v/djc*  +  dj/'*  +  d^*.  En  fai- 
sant l/Jof*  +  d^*  +  dz*  =  d^ ,  il  vient 

(*)  ^0/e»  le  Traita  in-4S  t.  II,  p.  74a. 
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La  pitrtîe  affectée  du  signe/  fournit  les  trois  équatiqns 
,  dar  j  dy  j  d^s       -,  ^ 

d«  d*     "^  d» 

•  * 

dont  toutes  les  combinaisons  ^hn  s'accordent  à  donner 

d«  d«  %        '     .' 

--  =  const  j      T—  r=  coTîsf. , 

Qx      '  dy  ^  ' 

et  montrent  que  la  ligne  cherchée  est  droilè* 

Si  cette  droite  doit  être  menée  entre  un  point  file  et 
une  surface  eour1>edont  Téquatiod  différeûtielie  soit 

dz—piiK  +  qdyy       ^    . 

il  faudra  qu'à  la  dernière  limite ,  i)t"=p"i'x"+q''i'y. 
La  première  étant  fixe,  rendra  ^'  =  o,  et  la  valeur  de! 
i^s"  changera  ^"=?:o  en 

(d*^  +p"dz'')^x'  +  {d/  +  q"dz')i^y  =  o  ; 

égalant  a  zéro  les  coeffîciens  des  variations  indépen- 
dantes, il  viendra 

dx^+p^dz^^^ù^    d/+/d«*=o, 

d'où  Ton  verra,  par  le  n**  i5o,  que  la  droite  cherchée 
est  normale  à  la  surface  donnée. 

Si  cette  plus  courte  ligne  doit  être  tout  eutièré 
sur  une  surface  courbe  donnée,  il  faudra  que  les  va- 
riations i'x ,  i"y,  ^Zy  30US  le  signe  /,  satisfassent  à 
réquàtion  diilércntieUe  de  cette  surface,  que  je  repré" 
senterai  par  d*=/>d4e^+g'dj^:  on  fera  donè 

i^z^zphe  -j-qi^y 
dans  ff'U ,  qui  deviendra ,  par  cette  stdbstitution , 

Cale,  intigr.  35      ' 


De  la  partie  affectée  du  signe/)  on  tire  les  éqttafiont 

dont  nne  seule  suffit  (36i)  y  conjointement  btcg  celle  ie 
la  surface  donnée,  pour  déterminer  la  nature  delaligne 
la  plus  courte  qu'on  puisse  mener  sur  cette  surface, 
entre  deux  de  ses  points* 

En  supposant  que  cette  ligne  doive  être  menée  entre 
un  point  iixe  et  une  courbe  prise  sur  la  même  surface, 
on  aura  d'abord  ç'  =  o  ;  et  désignant  par  ày:=znàxf 
l'équation  différentielle  de  la  projection  sur  le  plan 
des  xyj  de  la  courbe  donnée,  il  viendra  t'y" z=znls'  -^ 
puis  l'équation  ^'  =  o,  se  changeant  en 

d*^  +  p'd«'  +  (d/  +  y'd/K  =  o  » 
exprimera  que  les  deux  courbes  dont  il  s'agit  se  conpenC 
h  angle  droit. 

371.  Je  vais  encore  cbercter  la  relation  de  *  k  y^ 

propre  a  rendre  minimum  l'expression  I   — -      ■     ^ , 

dans  laquelle  je  considérerai  Y  comme  une  fonction 
des  coordonnées  x'  et  y,  x"  et  y*,  relatives  aux  li- 
mites (*). 

Pour  résoudre  la  qulsstion  dans  toute  sa  généralité, 
il  faut  faire  varier  Y,  aussi  bien  que  y  (368).  Soil 

\/2(y  —  Y)z=u,     V/d*»+d:K*=d^; 
il  viendra 

tt        '  •  d*  éa      ^ 

(*)  Ce  problème  est  celai  delà  Bracbystochron»,  courbe  le  loi^ 
de  laqaeiîe  vn  corps  detceh^  d«M  le  laotiw  de  te«ips  yosaiblle  r 
d^an  poiat  à  on  •oiv».' 


I 


On  tire  des  termes  aOectés  du  signe/,  les  équations 

uds  u^  uds        ^ 

la  première,  qui  est  la  plus  simple,  donnô 

Ce  résultat  indique  une  cycloïJe  (i  i4)  j  car  si  l'on  y  dit 
y—y~-=s,  oh  en  déduira 

V  i-^^«       .  /~T~ 

Lorsque  *r=  o,  la  quantité  (^  donne,'  pour  les  li- 
mites ,  les  équations 

i.x^^x" + df^f  =  o ,  dx'h'  +  dy V  =  o, 

diaprés   lesquelles  on    reconnaîtra,   comme   dans   Id 
n*  36g,  que,  si  la  courbe  cliercliée  est  menée  entre 
deux  autres  ,elle  dbit  les  f'encontrer  à  angle  droit. 
Quand  ^Y  n'est  pas  nul,  il  faut  calculer  la  Taleiir  de 

yA^^  entre  les  limites  de  l'intégrale  proposée;  or, 
Péquatioa 

35.. 
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iournie  par  le  coeflicient  de  fy  soua  le  signe  /,  donne 


/i 


-5  = 7-  +  consl.  ', 

u^  uds 


et  en  obserrant  que  J'F,  ne  dépendant  point  des  va- 
riables indéterminées  x  et  y,  ne  doit  pas  changer  d'une 
limite  à  l'autre ,  'l'équation  ^'^  —  ^'  ==  o ,  devient 

Md«  i^ds  i*d5     "^   . 

Si  Pon  prend  seulement  F=y,  d'où  il  suit  iYz=:iy\ 
on  aura,  en  réduisant  et  séparant  les  variations  rela- 
tives à  chaque  limite, 

u  d9  ^^^  "  "*  w  ds 

puis  faisant,  comme  dans  le  n°  369, 

et  se  rappelant  que  --j-zzziCy  les  équations  ci-dessus 
prendront  la  forme 

d'après  laquelle  n"  ^=:.m.  Ce  résultat  fait  voir  qu'aux 
points  où  la  courbe  cherchée  rencontre'  les  courbes 
.  données,  celles-ci  doivent  avoir  leurs  tangentes  paral- 
lèles. De  plus,  l'équation  relative  à  la  dertiicre  limite, 
revenant  à    , 

dar"J:ir"  +  d/V  =  0/ 
montre  encore  que  la  courbe  cherchée  doit  couper  à 
angltt  droit  la  seconde  courbe  donnée. 
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372.  Les  problèmes  précédens  se  rapportent  à  des 
ffiasimums  ou  à  des  minimums  absolus;  en  toi  ci  un 
où  il  s'agît  de  maximums  et  de  minimums  relatifs  : 
Parmi  toutes  les  relations  que  peupent  avoir  entre  elles 
les  variables  yif  Jj  ^^  Çti^  donnent  une  même  valeur  à 
l'intégrale  indéterminée  fUu prise  depuis  i.-=zz!ji£squ*à 
x=x."^  trouver  celle  qui  rend  la  formule  f\2  un  maximum 
ou  z^;ï minimum,  dans  les  mêmes  circonstances.  Ce  pro- 
blème se  résout  ep  égalant  à  zérola  variation  de  la  fonction 
fU  •+■  afUi ,  a  étant  un  coefficient  constant  indéterminé. 
Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  démontrçr  en  détail  cette  règle  ; 
.  on  conçoit  d'ailleurs  que  si  la  fonction  ci-dessus  est  un 
maximum  ou  un  minimum^  et  que  l'on  fasse/(7,=^, 
l'intégrale  /i^  aura  toujours  la  plus  grande  ou  la  plus 
petite  des  valeurs  qu'elle  pourrait  prendre  dans  .cette 
hypothèse  (*).  Le  coefficient  indéterminé  a  sert  à  rem^ 
plir  la  condition  fUi=ué, 

Si  y  par  exemple ,  on  demandait  la  courbe  qui^  sous 
un  périmètre  donné  j  renferme  l^  plkis  grançL  ou  le  plu^ 
petit  espace  ^  on  aurait 

JU+  afU,  =f{yàx  +  a \/àx'  +  dj.*}  ; 

en  faisant  V^d^  +  ày  =  ds ,  la  partie  de  la  Tariatiom 
afîectée  du  signe  /  serait 

et  donnerait  les  équations 

C")  ^oyst  U  Trafic  iii«4%  t.  II ,  p.  8«3. 


" 
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dont  une  seule  suffit  pour  déterminer  la  courbe  cber« 
chce  (365)  ;  mais  le  calcul  est  plus  simple  lorsqu'on  les 
emploie  toutes  deux.  Leurs  intégrales 

•^  +  ^57-^'   *-^d;  =  ^' 

étant  mises  sous  la  forme 

ensuite  élevées  au  quarré^  puis  ajoutéos  membre  i 
membre^  conduisent  à 

ce. qui  désigne  un  cercle  dont  le  rayon  e^  a 

Ce  rayon  se  détermine  d'après  la  valeur  assignée  au 
pérîmofre  f\^i\x^  +  i\y*  ;  les  constantes  CclC  peuvent 
servir  à  faire  passer  le  cercle  par  des  limites  fixes  cl 
données.  11  est  doué  du  maximum^ v^nc^  lorsqu'il  louroe 
sa  concavité  ve«  Taxe  des  abscisses,  et  du  minifnunij  si  le 
contraire  a  lieu.  Tel  est  le  cas  !e  plus  simple  ôii  problème 
des  isopirimètresj  ainsi  nommé,  parce  que  l'on  n'y  coD<v 
sidéra  d'ftbord  que  des  courbes  de  même  périmètre* 
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CALCUL  DIFFÉIŒISTIEL  ET  INTÉGRAL* 


Des  différences  et  des  séries. 

Du  calcul  direct  des  différencêu* 

373.  Dans  le  Calcul  différentiel  >  on  n'a  fait  Tarîer 
les  fonctions  qoe  pour  considérer  la  formel  des  termes 
de  leur  développement,  ou  les  limites  des  rapports 
de  leurs  accroissemens  à  ceux  des  variables  dont 
elles  dépendent ,  mais  sans  avoir  aucun  égard  aux  va- 
leurs de  ces  accroissemens.  Cette  recherche  ne  portait 
que  sur  de  nouvelles  fonctions  dérivées  de  la  première» 
et  non  pas  sur  les  valeurs  numériques  de  ses  accroisse-* 
meus  ;  mais  l'examen  de  ces  valeurs  a  montré  que  ^ 
dans  un  grand  noml>re  de  cas,  elles  suivent  des  lois  plua 
simples  que  celle  de  la  fonction  elle-méine,  ou  au  moins 
qu'elles  forment  souvent  des  suites  décroissantes  qui  sa 
prêtent  plus  aisément  aux  approximations^  et  aux* 
quelles  par  conséquent  il  peut  être  utile  à%  ramener 
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les  qaantîtés  primitÎTes.  C'est  sôus  ce  point  de  Tue 
qu'on  s'est  d*abord  occupé  du  Calcul  aux  différence^; 
proprement  dît. 

Oa  lui  a  donné  le  nom  de  Calcul  aux  diffèrencet 
finies^  pour  le  distinguer  à^  Calcul  aux  différences, 
infiniment  petites  y  mais  la  dénomination  de  Calcul 
différentiel j  esclusiyement  affectée  à  ce  deVnier ,  et 
motiyée  comme  on  Fa  ti^  (5) ,  prévenant  toute  équî*. 
Toque,  il  n'est  pas  nécessaire  d'ajouter  l'épitliète^m'^s 
aux  différences  j  qui  ne  sauraient  être  confondues  avec 
les  différentielles» 

Le  but  du  Calcul  direct  aux  différences  est  donc*de 
déterminer  le»  accroissemena  en  eux-mêmes  ^  en  Us 
déduisant j  non-seulement  de  l'expression  analytique, 
des  fonctions  jt  mais  aussi  de  leurs  valeurs  numériques, 
ou  particulières  ^lorsque  If  expression  analytique  manque 
bu  serait  trop  compliquée» 

374.  Eu  examinant  la  marche  des  fscries  formées  par 
les  quarrés  et  les  cubes  des  termes  de  la  suite  natureile 
des  nombres,  on  tombe  déjà  sur  des  propriétés  remar- 
quabl  s  et  utiles  des  différences,  ainsi  que  le  montrera 
l'explication  des  tableaux  ci- dessous. 


1   Quarrés. 

Différ.  ï". 

Différ.  2«. 

I 

•    4 

3 

^ 

16 

5 

7 

2 
2 

25 

9 

2 

36 

II 

a 

49 

i3 

2   . 

1       - 

etc. 

etc.  • 
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.  Culjes. 

Différ.  1". 

Diflër.  2«. 

Différ.  3^1 

I 
8 

7 

27 

»9 

12 

64 

37 

18 

6 

125 

6. 

24 

6 

216 

91 

3o 

6 

343 

127 

.36 

6 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

Je  n'ai  point  fait  entrer 'dans  ces  taWeaux  la  suite 
naturelle  (les  nombres  i,  2,  3,  4>  etc.,  parce  que  la 
différence  de  Tun  a  l'autre  est  toujours  égale  à  l'unité. 

A  côté  des  qnarrés ,  le  premier  tableau  contient ,  dans 
iine  seconde  colonne,  la  différence  entre  chacun  de  ceux-ci 
et  celui  qui  le  précède  ;  puis  dans  une  troisième  colonne, 
la  différence  entre  chacun  des  nombres  de  la  seconde  et 
celui  qui  le  précède.  Ces  dernières  sont  nommées  diffé- 
rences secondes j  comme  étant  les  différences  des  diffé- 
rences premières. 

Celles-ci,  formant  une  progression  par  différences, 
présentent  déjà  une  loi  plus  simple  que  les  nombres  de 
là  première  colonne;  et  les  autres,  étant  constantes, 
offrent  encore  une  nouvelle  simplification.  Une  consé- 
quence assez  importante  de  l'enchaînement  de  ces 
différences ,  c'est  qu'on  peut ,  au  moyen  des  seul^ 
nombres  i;  3,  2,  placés  respectivement  à  la  tête 
des  trois  colonnes  du  tableau ,  former,  par  de  sim- 
ples additions,  la  colonne  des  quarrés,  car  en  ajou- 
tant 2  à  3,  on  aura  5,  puis  2  à  5,  on  aura  7,  et 
l'on  formera  ainsi  la  seconde  colonne  :  ajoutant  ensuite 
3  avec  I,  on,  aura  4>  5  avec  4>  on  aura  9,  et  ainsi 
|lcs  autres  quarrés. 
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^La  première  colonne  du  second  tableau  contient  las 
cubes;  la  deuxième,  leurs  différences  premières;  la 
troisième  y  leurs  différences  secondes ,  qui  ne  forment 
plus  qu'une  progression  par  différences;  et  en£n,  dans 
la  quatrième  colonne,  les  différences  des  différences 
secondes,  ou  les  différences  troisièmes j  qui  sont  cons^ 
tantes. 

Ici,  au  moyen  dès  quatre  nombres  i,  7»  12  et  6 
placés  respectivement  en  tète  des  diverses  colonnes 
du  tableau,  on  pourra  former  toutes  ces  colonnes j  en 
commençant  par  celle  de  la  droite,,  et  en  ajoutant  cha* 
cun  des  nombres  d'une  même  colonne  a$fec  celui  qui 
se  troupe  sur  une  ligne  plus  haut,  dans  la  colonne  à 
gauche,  •      ' 

Cette  règle,  qui  n'est  encore  établie  que  sur  une 
simple  induction,  et  pour  deux  séries  de  nombres  seu- 
lement ,  sera  bientôt  démontrée  et  étendue  à  un  nombre 
infini  de  fonctions,  pour  lesquelles  on  obtient  ainsi  des 
déterminations  rigoureuses. 

D'un  autre  côté,  que  dans  une  table  de  logarithmes 
on  prenne  les  différences  premières  entre  ceux  des  nom- 
bres consécutifs,  elleâ.  auront  une  marcbe  fort  inégale, 
si  Tdn  opère  dans  le  , commencement  de  la  table,  oà 
la  fonction  varie  beaucoup;  mais  en  passant  aux 
différences  secondes ,  troisièmes ,  etc. ,  on  en  trou- 
vera qui  deviendront  fort  petites ,  et  finiront  par 
rester  les  mêmes  dans  un  intervalle  plus  ou  moins 
grand.  Les  logaritbmcs  suivront  donc  sensiblement, 
pendant  cet  intervalle ,  une  loi  analogue  à  celle  que 
nous  avons  fait  remarquer  ci^dessus,  par  rapport  aux 
quarrés  et  aux  cubes,  et  dont  on  peut  faire  usage  pour 
simplifier  la  construction  de  cette  table. 

375.  Quand  on  a  vu  le  parti  qu'on  peut  tirer  delà 
considération  des  différences  successiTes ,  poussées  jus- 
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qu'à  Tordre  oii  elles  sont  constantes,  soit  rigonreuss^ 
ment,  soit  à  très  peu  près,  il  paraît  tout  simple  de 
chercher  IH^xpression*  générale  de  leurs  relations.  Pour 
cela,  soit  ' 

Uf       I/||       U^j       Usj Unf 

une  série  de  valeurs  consécutives  que  reçoit  une  quan-^ 
tilé  ,  en  vertu  des  variations  qu'elle  éprouve  par  elle* 
même,  ou  par  Peffet  de  celles  qui  arrivent  à  une  autre 
dont  elle  dépend^  les  chiffres  inférieurs  sont  ici  des 
indices  qui  font  connaître  le  rang  qu'occupe  chaque 
valeur  dans  la  série,  en  marquant  le  nombre  de  celles 
qui  la  précèdent,  en  sorte  que  la  première,  u,  est  cenv  . 
sée  répondre  à  Tiu^ice  o.  On  fait  ensuite 

Ma — Ut      zzzAUi 

Uy^U^     =Ai/a         V ^ ,  .    (l),, 


jCn  se. servant  de  la  caractéristique  Aj  pour  indiquer 
l'opération  de  prendre  la  diiférence  entre  deux  valeurs 
consécutÎTes  d'une  même  quantité. 

liorsquc  cette  quantité  varie  par  des  degrés  égaux, 
les  différences  2i2f  y  àuu  Az^a»  etc.  sont  toutes  égales; 
mais  si  le  contraire  a  lieu,  on  fait,  par  analogie, 

Az^,— Au      =AAtt      =A*M 

A2«A — ^»ii«i=s;AAtf,^_ir=A*z^ii«,i 
etc« 
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(3)p 


A«M„ — ^A'w«.i=AA'm„_i=sA'^M|,_, 
etc. 

En  poursuiyapt  de  cette  manière,  on  tire  des  Ta- 
leurs  M,  Ui,  M»,, ..  .Uni  une  suite  de  différences,  dont 
le  nombre  des  ordres  est,  au  plus>  égal  à  celui  de  ce$ 
valeurs,  diminué  de  l'unité. 

376.  Il  estyîsible  que,  suivant  la  notation  ci-dessus, 
la  différence  d'une  expression  quelconque  s^indiquera  en 
plaçant  devant  chacun  de  ses  termes  la  caractér îstiqu» 
A,  en  sorte  que 

A(u  +  i>  —  f^)  =  K,  +  ^1  —*  *^i  —  (m  +  ♦»  —  fp) 
=  Au  +  Af  —  Af4^ , 
de  même  que 

à^u  +  v  —  «^)=dM  +  d^ — du^     (*<>)• 

On    a'  aussi       ^ 

A(^au)     ou    4«ûrif  s=a(wi  —  i^)  =  a4M, 

de  même  que  d.aM=adM;  et  les  constantes  isolées 
des  variables  disparaissent  quand  011  prend  la  diflé^ 
rence  d'une  fonction  (7). 

377.  Au  moyen  de  ces  règles  et  des  équations  (i), 
on  obtient  pour  les  valeurs  M|  ,  Wg,,  uiy,.,.Unj  des  ^- 
pressions  qui  ne  dépendent  que  de  la  valeur  primordiale 
ï^  et  de  ses  jdifférences  Au  ,  A*Uy  etc.;  car,  puisque 

Az^i  =  A[u  +  A^^)  =  ùu  +  A^u  , 
il  en  résulte  •    • 

!*,  =  »,  +  Aui  =  M  +   Am  +  A(u  +  A») 
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et  dé  même 

1^3  r=  Z/s  +  ^Wa 

=  M  +  3Aî^  +  ^A"w  +  A^u. 
La  forme  de  ces   expressions  y    dont  les  coelHcîem 
numériques  sont  les  mêmes  que  ceux  du  qnarré  et  dur 
cube  du  binôme  9  conduit  par  analogie  à 

u,^=u+-Au+'\'-—'a'u+   '  ■       ;'  Vn+etc,  y 

ce  qu'on  peut  Tcrifîer  aisément  au  moyen  de  l'équatioa 

Un^i  =  Ua  +  AUa  , 

dont  le  développement  montre  que  la  loi  ayant  lieu 
pour  l'ordre  n,  a  nécessairement  lieu  pour  l'ordre  /»  -{-  n 

378.  On  peut  aussi  exprimer  immédiatement  la  dif- 
férence d'un  ordre  quelconque  par  les  termes  de  là 
série  primitite ,  qui  ont  conccmru  à  former  celte  diffé- 
rence. 

Ayant  d*aLord 

Au  =  z/i  '—  ï*      et    A*M  =3  Aui  -^  Au  y 

.  on  observera  que  Ù^Ui  doit  être  composé  avec  w,  et  Wa, 
comme  ùhù  l'est  avec  u  et  z^i ,  c'est-à-dire  qu'il  suffit 
d'augmenter  de  Funité  ïes  indices ^  pour  passer  à.  •  - .  ^ 
Aui  =  Ua-^Ui]  et  l'on  obtiendra 

A^U  =  Ma  """     1^1  "*—  {Ui  —  u) 
=  Wa— ^^i  +  Z*; 

puis  augmentant  de  l'unité  les  indices ^  dans  ce  dernier 
résultat ,  pour  former  A^Ui  y  il  viendra 

A^u  =  A^i  —  A*M  =  1*3  —  2Wa  +  "i 

(z/a — 2M,  +  w) 

=:tl^$ —  3//a-f*3z<, -<— tt^ 
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et  par  analogie 

..  n  ,  7i{n — ï)  n{n — i^(n — 2) 

1  I  .a  1 .2.0 

loi  qui  se.  vérifierait  par  le  déyeloppement  4e  l'équatiom 

Ce  résultat  et  le  précédent  reviennent  à 

M„  ==  (  t  +  Aii)\    A»i*  =  {u  —  i)«, 

pourvu  que  l'on  cliange  dans  le  développemerft  de  Vun, 
'  les  eTiposans  des  puissances  de  au  en  exposans  de  la 
caractéristique  à, ,  et  dans  celui  de  l'autre,  les  exposans 
de  u  en  indices;  on  peut  même  poser  tout  de  suite 

et  il  n'y  aura  rien  à  clianger  dans  le  développement. 

379.  Lorsqu'une  fonction  est  donnée,  rien  n'est  plus 
facile  que  d'en  obtenir  les  diiFérences  successives;  je 
prendrai  |K)ur  exemple  la  fonction  *'".  En  faisant  1*=»*, 
et  supposant  que  x  augmente  de  la  quantité  h^  on  aura 
Ki=:(x4-'0"S  et  par  conséquent 


Ai*  =  (ar+ A)»»— *"•  =  m.r«-7*4. 


1.2 


1.2.3  * 

l*our  passer  aux  différences  ultérieures  tl^u,  A'^u,  ete^i 
il  faut  faire  varier  :if  de  nouveau,  ce  qui  présente  deux 
TiypotheseSi  L'une  consiste  à  supposer  que  la  quantité  s 
prenne  toujours<les  ^ccroissemens  égaux,  et  l'autre  que 
ces  accroisseniens  soient  eux*mêmes  variables  :  je  ne 
m'occuperai  ici  que  de  la  première.  En  substitua»! 
*-{-A  au  lien  de  x  dans  Au  y  on  aura 

ùu,=m(x+h)^^^k+  îît^îi  («+A)"-^&»+  etc. 
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Il  est  tisiblè  que  si  l'on  développe  l'expression  de  Am,  ^ 

et  que  ron  en  retranche  celle  de  Ai*,  le  résultat  or-- 

donné  pai*  rapport  aux  puissances  de  A,  ser^.de  la 

forme 

AV=m(/7i  -.|)*"»-^Zt*+  M3ar«-3ft'^+3/4««-4^4+  etc.] 

Msy  .3/4  9  etc.  désignant  dés  coeffîciens  dépendans  def 
l'exposant  m^  * 

Par  une  nourelle  substitution  de  x  +  k  dans  cettef 
dernière  équation ,  on  parviendrait  à  A*m,  ,  et  en  obser-* 
tant  que  A^m=:A*i*,  —  A*i^,  on  obtiendrait 

A^u=mim^t)  (/»— 2>;«-W  +  M\x'«''^h^+  etb. 

La  loi  des  premiers  teràies  de  chacun  de  ces  déve- 
loppemens  est  évidente,  et  Ton  voit  que  l'expression 
de  A^u  doit  commencer  par 

m(m — l)  (m — 2). . .  .(/ra— n-}-  i)jp'»"-»/*". 

On  voit  aussi  que,  quand  l'exposant  m  est  entier  et 
positif,  le  nombre  des  termes  du  développement  de 
A^Uf  ordonné  suivant  les  puissances  de  x,  diminue 
de  l'unité  lorsque  7i  augmente  de  cette  quantité^  et 
que  quand  nz=zm,  il  vient 

A"'7*=rm(/»-—  i) (/re— a).  • .  1  ./i". 

Cette  différence  étant  constante ,  il  s'ensuit  que  celles 
des  ordres  supérieurs  sont  nulles. 

On  parvient  facilement  au  terme  général  de  ù*u 

en  formant  l'expression   de  cette  différence    par   le 

moyen  des  valeurs  de  Uf  w,,  u^,  U3,  etc.,  sans  passer 

par  celles  de  Am,  4'm,  A^i*,  etc.  (378).  Il  est  évident 

.  qàe  dans  l'bjpothèse  présente  les  valeurs 
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répondent  à 

x  +  h,      x  +  2h,      *  +  3/i,. . . .  .*  + w&^ 
et  Von  a  par  conséquent 

Ui=(x+  hY^     z^.  =  (x  +  2^)* un=  [x+nhY', 

on  tirera  de  là 

A«M  =  t^  +  nJiY  —  -[x+  {n^  i)hy 

^-^ — --^ -^[4f  +  (;»^3)//]'»+etp. 

Si  l'on  désigne  par  i  l'exposant  de  h  dans  le  terme  géné- 
ral du  développement  de  l'équation  ci-dessus ,  Vexpre»- 
iîon  de  ce  terme  sera 

1.2.3 i 

maïs  comme  oii  vient  de  Toir  que  le  défeloppemcnt 
de  A" 2^  ne  pouvait  contenir  des  puissances  de  h  dont 
l'exposant  fut  moindre  que  n,  il  s'ensuit  que  la  fondtoii 

n'  —  -^  (/i  —  i)'  +  --i^ ^  (/i— 2)'  -^etc, 

I  1.2       ^  \  ' 

composée  de  /i  +  i  termes  ^  est  nulle  tant  que  »<». 
jb'un  autre  côté^  le  coefficient 

m(;m r-'i)  {m —  2). . . . .  {m  —  ^  +  ,1) 

I«2.d«... .. »t 

s'évanouissant  lorsque  t  =  /re-f.  i ,  il   en  résulte  que  la 
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|)li]S  Laute  puissance  de  A,  dans  le  développement  de 
A"m,  ne  peut  être  que  A"*. 

380.  D'après  la  propriété  du  monôme  jp", toute  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  de^p  a  toujours  des  différences 
constantes^  savoir^  celles  dont  Tordre  est  marqué  par 
Fexposant  de  la  plus  haute  puissance  de  Xy  qui  soit 
dans  la  fonction  proposée.  En  effet  >  cette  fonction 
étant  de  la  forme  Jx^-^Bx^  +  C«>  +  etc.,  on  aura 
A"(^**  +  Bsf+  Cxy  +  etc.)  = 

^A»-ar*  +  i?A».jc^+  CA».*V  +  elc,  (*)  (376)  ; 

et  si  «  désigne  le  plus  haut  exposant  de  jp>  il  viendra, 
pour  le  cas  où  »=r«i^ 

A*.a?*=i.a.....tfA*,     A*.ap^=o,     2^A.jf>=:o,  etc., 

en  sorte  que 

A\Ax^  +  Bx^+  Cxy  +  etc.)  =  1  .a.3 mAh\ 

38 1.  C'est  surtout  par  rapport  aux  fonctions  trans*- 
oendantesy  dont  le  calcul  approximatif  est  laborieux, 
que  l'on  gagne  beaucoup  à  se  servir  des  différences, 
ainsi  que  le  fera  voir  l'exemple. suivant,  tiré  des  loga- 
rithmes. 

Soit  u  =  \xy  on  aura  « 

u,  =  1(*+  A)  =  1*  + 1(1  +  ^)  = 

d^oh  l'on  tirera  u^f  us,  etc. ,  en  mettant  2A,  3A,  etc., 
au  lieu  de  A ,  et  les  formules  du  n®  378  donneront 

(♦)  Il  ne  fani  pas  confondre  A». a*  avec  A'a:*;  car  la  pre- 
mière de  ces  expressions  est  la  diffe'rence  de  Tordre  n  de  la  fonc* 
lion  a*,  tandis  qoe  A»**  =  (A"jt)*. 

Cale,  intégr.  36 
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A'm=      ^{^  — etcj, 

etc. 
On  poussera  ces  suites ,  selon  la  grandeur  du  nombre  x, 
jusqu'à  ce  que  la  dernière  différence  soit  assez  petite 
pour  être  négligée  sans  erreur  sensible. 

Si  Ton  avait,  par  exemple,  *=  loooo,  et  A=i, 
on  trouverait  pour  les  logarithmes  ordinaires, 
Au  =      o, 00004  34272  76863, 
A*a  = — 0,00000  00043  42076, 
AUi  =       o , 00000  60000  00868  ; 
et  il  est  évident  que  si  Ton  ne  voulait  avoir  les  derniers 
résultats  qu'avec  dix  chiffres  seulement,  on  pourrait, 
sans  craindre  d'erreur  sensible,  négliger  long- temps 
les    différences  du   quatrième   ordre;  car  il   faudrait 
qu'elles  fussent  répétées  un  grand  nombre  de  fois,  pour 
influer  sur  la  différence  troisième  ;  on  formerait  donc 
successÎTement,  suivant  la  règle  du  n**  374,  les  colonnes 
des  différences  troisièmes,  secondes,  premières,  et  eûfin 
les  logarithmes  des  nombres 

loooi ,     10002,     iooo3,etc. , 
en  parlant  de  celui  de  loooo,  qui  est  égal  à 
4,00000  00000  00000. 

Il  faudrait  faire  le  calcul  avec  i5  décimales,  afin  de 
reconnaître  quapd  l'accumulation  des  quantités  négli- 
gées pourrait  commencer  à  influer  sur  ledernier  chiffre 
qu'on    se   propose  de  conserver,  ce  dont  on    s'assure 


DB   CALCUL   USTioRAL.  563 

aU  moyen  de  quelques  logarithmes  calculés  rîgoureu- 
semei^t  à  des  intervalles  éloignés;  car  lorsque ,  par  la 
suite  des  additions  successives,  on  parvient  à  ces  loga- 
rithmes ,  il  faut  que  la  méthode  des  difiPérences  les 
donne  tels  qu'ils  ont  été  déduits  à  priorij  au  moins 
dans  les  dix.  premiers  chi£Pres,  si  c'est  à  ce  nombre  que 
Ton  veut  s'arrêter.  Lorsque  le  dernier  de  ces  chiffres  ces- 
serait d*être  exact ,  ce  qui  n'aurait  pas  encore  lieu  pour 
le  nombre  ioo5o,  on  calculerait  de  nouveau  à  priori  les 
différences  Am,  A*m,  A^m,  et  l'on  se  servirait  des  nou- 
velles valeurs  commp  des  précédentes,  pour  obtenir  les 
logarithmes  des  nombres  entiers  qui  suivent  celui  au- 
quel on  a  dû  s'arrêter. 

Application  du  calcul  des  différences  à 
l'interpolation  des  suites. 

382.  L'un  des  principaux  usages  du  calcul  des  dif- 
férences ,  a  pour  objet  V interpolation  des  suiteê  j 
opération  qui  consiste  a  insérer  entre  les  termes  d'une 
suite ,  de  nouveaux  termes  assujettis  à  la  même  loi  qufi 
les  premiers.  Pour  ceja  on  regarde  les  différens  termes 
de  cette  suite  comme  des  valeurs  particulières  que 
reçoit  la  fonction  qui  exprime  le  terme  général,  lors- 
qu'on assigne  également  des  valeurs  particulières  à  la 
variable  d'où  dépend  ce  terme ,  et  qui  dépend  elle- 
même  du  rang  qu'il  occupe  dans  la  suite  proposée. 
Quand  l'expression  de^  ce  terme  est  donnée,  on  en 
tire,  autant  de  valeurs  qu'on  veut  ;  mais  il  n'en  est 
pas  ainsi  lorsqu'on  ne  connaît  qu  ua  certain  nombre 
des  premiers  termes  de  la  suite,  ce  qui  est  le  cas 
ordinaire  auquel  on  applique  l'interpolation. 

Il  faudrait  alors  déduire  Texpression  analytique  d'une 
fonction,  de  celle  d'un  nombre  limité  de  valeurs   pu- 

36.  :'' 
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mériques,  ce  cpil  ne  se  peut  quand  la  forme  de  la 
fonction  est  inconnue  j  car  on  doit  observer  que  ce  pro- 
blème revient  h  former  Téquation  d'une  courbe  pas- 
sant par  les  points  dont  les  valeurs  de  la  variable  in- 
dépendante représentent  les  abscisses ,  et  celles  de  la 
fonction  9  les  ordonnées,  et  qu'en  quelque  nombre  que 
soient  ces  points,  ils  ne  sauraient  particulariser  la 
courbe ,  si  elle  nVst  pas  donnée  d'espèce.  (  T'rig.  168.) 
Mais  comme  on  ne  cherche  à  interpoler  une  suite  que 
dans  des  espaces  très  resserrés ,  on  conçoit  que  Pcx* 
pression  de  son  terme  général  est  développée  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  sa  variable ,  et  qu'il  est 
permis  de  se  borner  à  un  petit  nombre  des  premières 
puissances  de  cette  variable;  par  ce  moyen ^  la  forme 
delà  fonction,  qui  est  alors  rationnelle^  se  trouve 
déterminée. 

Ainsi  >  sachant  qu'aux   valeurs 

X,    Xxy    Xa,    jt3,  etc. , 

d'une  variable  quelconque ,  répondent  les  valeurs 

M,    tt,,    K»,    Mj,  etc., 

d'une  fonction  de  cette  variable ,  cm  suppose  que  l'on 
ait  pour  toute  autre  valeur  x'y 

v!  =  «+  ^jp'  -fy«  *  +  i^'^  +  etc. , 

et  Von  détermine  les  coefficiens  <f,  /8,  y,  etc*,  par  la 
condition  que  li  devienne  successivement  u^  Ui,  u^  elc, 
lorsqu'on  change  ar'  en  x,  Xi ,  x» ,  etc. 

Cette  détermination  présente  deux  cas  :  le  premier^ 
dans  lequel  les  valeurs  x ,  Xi ,  x^,  xs ,  etc,  sontéqui- 
différentesa  se  résout  immédiatement  par  l'expression 
de  Ua  du  n*  377. 

En  effet,  qi^and  on  arrête  la  série 
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tt'  =  «I  + /S*  +  y*'*  +  etc., 

à  l'un  de  ses  termes,  que  je  désignerai  par^'"*,  et 
qu'on  prend  les  Taleur^de  x  dans  la  progression  x^ 
«  +A,  jf+2Zî,  etc.,  la  fonction  u  a,  dans  l'ordre  t», 
des  différences  constantes  (38b) ,  et  par  conséquent  à 
la  Taleur  x^nhiià  la  variaUe  x' y  répond 

«,  =  1/4-- Am  +  -^ 'ù^u 

I  i.a 

n(y>— i),.,(n  — OT+O  ^„^ 

1 .2,  • .  «m 

Dans  cette  formule,  les  quantités 

Uy    Au,    A^u,    etc.     (374) 

sont  des  nombres*,  ai  l'on  j  fait  j;-|-nA=x^  d'où 

x'—x 
il  suit  »= — 7 — y  elle  se  transformera  en  une  fonction 


rationnelle  et  entière  de  x\  du  même  degré  que  l'ex« 
pression  de  u,  et  puisqu'elle  se  change  en  u,  i^i  , 
u^f  etc.,  lorsqu'on  y  met  o,  i,  %,  etc.,  pour  ts, 
eUe  prendra  les  mêmes  Taleurs  quand  V  deviendra 
X,  X  ^  hy  x-j-^h,  etc.  :  elle  sera  donc  la  fonction 
demandée. 

On  peut  la  simplifier  en  faisant  a;'  =  x  -}-  A',  ce  qui 
donne 

n=:-7-     et     Ua  =  u  = 
Enfin ,  si  l'on  représente  u — u  par  A^u,  il  viendra 
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383.  Je  passe  maintenant  anx  applications. 
Soit  d'abord  la  ^utte 

3,         7,         19,         39,         67,     etc.,     - 
correspondante  aux  indices 

o ,         I ,  a  9  3 ,  4  *     ^^c*  > 

on   a  pour  ce  cas,  ^ 

M  =  3,   Au  =  ^y   A*w=;8,   A'm  =  o,   â  =  i; 

Texpression  de  à'u  se  réduit  à  ses  deux  premiers  ternies, 
et  l'on  obtient  par  son  moyen, 

ainsi  pour  l'indice   h\   il  viendra   ï^'  ==  3  -J-  /^h'\  En 
prenant  A'  =  | ,  par  exemple ,  on  trouverait  que  le 
t^iihe  correspondant  à  cet  indice  est  28. 
Soit  encore  la  suite 

I,         4,         2,         3,         9,         16,     etc.; 

en  prenaut  les  indices  comme  à  l'ordinaire ,  savoir , 

,^0,^         I,  '      2,         3,         4,  5,     etc., 

et  formant  les  difiPérences,  on  trouvera 

"  M=i,  Am=:3,  A"w=— 5,  A3m=8, 

A4tt  =  —  6,  A^w  =  o,   A=:i, 

d'où  l'on  tirera 

«  =1+37-^^^777-- +8 ^^-73 

^jji'(/i'-0(y--a)(y-^) 

£a  réduisant  cette  expression,  et  l'Ordonnant  parrap- 
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port  aux  puissances  de  /^',  on  aura 

,  _  12  + 1 16//— ï  I  iV^-f  34A^3  _37/4 

U    5SS         u.         .  1  -       Il    1  , 

la 

Il  faut  remarquer  que  cet  exemple  et  le  précédent 
n'offrent  qu'un  nombre  limité  d'ordres  de  différences. 
Sur  ce  pied,  l'expression  de  u\  qui  est  aussi  limitée,,, 
représente  exactement  le  termç  général  des  séries  pro- 
posées, et  peut  servir  à  les  prolonger  autant  qu'on 
le  TOudra.  Tous  les  nombres  qu'on  en  déduira  suî-- 
vront  la  même  loi ,  par  rapport  à  leurs  différences , 
que  les  premiers  termes  desquels  on  est  parti;  le»  se-- 
ries  dériveront  ainsi  d'une  fonction  algébrique  ration- 
nelle et  entière. 

384.  Lorsqu'il  s'agit  de  fonctions  fractionnaires  j 
irrationnelles  ou  transcendantes ,  la  suite  des  différences 
AUfA^u ,  A^u f  etc. ,  ne  se  termine  plus  rigoureusement  > 
mais  quand  elle  est  décroissante,  elle  rend  convergente 
l'expression 

A'm=^Am-| — ^— r-'A*wH — i^-T — ïTïïi '^^  +  etc.  y 

h       '     h,iih  h.^h.3h  ' 

et  permet  de  la  réduire  à  un  petit  nombre  de  termes , 
au  moins  pour  un  intervalle  peu  considérable.  En  voici 
un  exemple  tiré  des  tables  de  logarithmes.  Je  suppose 
que,  par  le  moyen  d'une  table  contenant  les  logarithmes 
depuis  I  jusqu'à  looo,  avec  dix  décimales,  on  veuille 
avoir  le  logarithme  de  3,  i4i5926536,  nombre  très  ap- 
prochant du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ; 
on^  regardera  alors  les  logarithmes  contenus  dans 
la  table  comme  dea  valeurs  particulières  de  la  fonction 
u  f  les  nombres  comme  les  indices  auxquels  répondent 
cfes  valeurs,  et  l'on  formera  le  tableau  suivant  : 
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i/.=zso,4g83io5538 
ii.=o,  4996870826 

Zi^=:0  ,  5o  1 0592622 

u^-^o  j  502427 1 209 
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1^09057 
13765288    —43769 

13721796  — 4^49^  +^77 

13678578  —43218   +274    —3 

dont  la  première  colonne  renferme  les  logarithmes  de 

3^14»     3;i5y     3^161     3,17,     3,18, 

la  seconde  leurs  différences  premières ,  la  troisième 
leurs  différenôes  secondes,  la  quatrième  leurs  diffé- 
rences troisièmes,  et  la  cinquième  leurs  différences 
quatrièmes ,  qui  se  réduisent  à  trois  unités  du  dernier 
ordre.  On  aura  par  ce  moyen 

Au  =  +  0,0018809057,     A*ur=  —  0,0000043769, 
A^u  =1 4*^9  000000027  7,     A^i^= — o,ooooooooo3, 

et  comme  A  =  o,oi,       A'=     o,ooi5926536, 

on  obtiendra 


7£ 
A 
h'—rth 


•^=0,15926536, 


K—h 


Zh 


3A" 


2A 

|=— a,6i35782i , 

£— 3A_£_ 
4*     ~4A 


•j=— 0,42036782, 


1=:— 0,71018366: 


avec  ces  valeurs  il  sera  très  facile  de  mettre  en  nombres 
la  formule 

'   h  h.ih  h.2,h.Zh 

"♦"     h.^h.Zh.^h  "*'  . 

qui  donnera  u'  =  o ,  497 1498726* 
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II  existe  des  moyens  pins  faciles  pour  obtenir  les 
logarithmes  des  nombres  exprimés  par^beaueoup  de 
chiffres,  mais  le  précédent  est  très  propre  à  servir 
d'exemple  pour  la  méthode  d*interpo1atlon.  On  doit 
reconnaître  déjà  que  cette  méthode  s'étend  à  beaucoup 
d'autres  cas;  elle  est  surtout  d'un  très  grand  usage  dans 
les  calculs  astronomiques. 

385.  Lorsque  les  yaletirs  x,x,  fX^^xs,  etc.  ne  sont 
pas  équidifférentes ,  on  emploie  immédiatement  la 
formule 

u=m  +  fix'  +  yx'^  +  ^x^  +  etc., 
dans  laquelle  la  substitution  des  valeurs  particulières 
*}  ^19  *%i  xzj  fournit  les  équations 

u  =r«  +  i8ar  +yar'  +  «hr*  +elc., 
I*,  =  «  +  /8ari  +  y** ,  +  ^x' ,  +  etc. , 
Uft  =  «  +/^^ft  +  y«%+  ^»  +  etc., 
«3  =  «  +  /Sij  +  y«'j  +  ^3  +  etc.  j 
etc. , 
dont  le  nombre  doit  être  égal  à  celui  des  ooefficiens  in- 
déterminés it,fiyy,  etc.  ;  et  voici  comment  on  obtient 
l'expression  de  ces  coe£Biciens. 

En  retranchant  successivement  la  première  équation 
de  la  seconde,  celle-ci  de  la  troisième >  etc.,  on  par- 
vient à  des  résultats  respectivement  divisibles  par 
*i — *,  *»— *i,  *3— •*•>  etc.,  et  d'où  Ton  tire 

?=^  =  /8+y(*i+*  )  +  ^*».+*.*  +*•)  +etc., 

^i=^=/8-H<*.+*.)  +  ^(**.+*.*.+*».)  +  etc., 

^^j— ^  s=  fi  +y(*3+*0  +  *(**3+*3*.+**.)  +  etc, 
etc. 
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Posant,  pour  a)>r^er , 

=  c/,  =  c7,,  =t/»,  etc., 

«,— «  ara — Xt  Jf3— *ft 

on  aura  les  équations 

U  =^  +  y(*.  +x  )+^x\+x,x  +xn  +  etc. 

Ï7,  =  ^  +  y(ar.  +  *,)  +  ^,V.  +  x^x,  +  x\)  +  etc. 

C;.  =  ^  +y(a:s  +  *.)  +er(jf'-3+^s«.+  *'a)  +  etc. 

etc. j         • 
retranchant  encore  U  de  U,,  Ux  de  U»,   çt  ainsi  de 
suite,  et  désignant  par   27',   2/|,  etc.,  les  quantités 

'     -  '  ' >     "  »     etc. , 

*» X  X3 Xi 

on  trouvera 

ir  =y  +  «^0ra4-*l  +  *)+etc., 
Ï7',  ==  y -{.  <^(a^3+ ara .+  *,)  + etc. , 
d'oà  Ton  tirera  , 

17'.— 27'  =  ^(^3—^)  + etc. 
Maintenant  si  l'on  fait 

U\  —  U' 


XS X 

) 


.==ir. 


on  aura  27" =^+  etc. ,  et  8i  pour  fixer  les  idées  on  ne 
suppose  que  quatre  termes  à  l'expression  de  u\  l'opé- 
ration sera  terminée  à  Téquation  ci-dessus.  Prenant 
la  valeur  qu'elle  donne  pour  J",  et  remontant  à  celles 
de  y,  /S,  «,  par  le  moyen  ihs  quantités  U',  27  et  »,  il 
\iendra 

J^=r  27", 

y=U'—ir(x,  +  x,+x), 
-fir=,V  —  U'{x\+x)  +  trix^x,+x,x  +  x,x), 

«  =  M     Ux+  U^XiX  —  Vx^XiX. 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  ûy  on  aura 

Il  est  facile  de  voir  que  les  coefficiens  de  î/,  t/'  et  t/" 
sont  décomposables  en  facteurs  simples ,  et  que  Ton 
peut  mettre  li  sous  la  forme 

+  V\x'^x){x'-x:){x'^  *.). 

En  poursuivant  d'après  cette  méthode  y  on  obtiendrait 
une  formule  analogue  à  la  précédente  \  et  quel  que  fût 
le  nombre  des  valeurs  Xj  Xi,  x^^,.,  de  PsTOscisse  x\ 
on  aurait  en  général , 

en  faisant 

=  U,      =Uiy =t/a,  — =t/3,etc., 

Xi  — X  «»  —  ar,  ^  X3  —  x^  x^ — xs 

EizzH^  V,  IkrJ^a%,^^Il^=v„  etc., 

Xt, — *  x$  —  Xi  4F4— », 

EVr_£'=tr.fc^=u'.,etc., 

*3 X  X^  —  Xi 

=U*,  etc., 

*4 — * 
îtc. 

Quand  les  valeurs  x,  Xiy  x^y  xz,  etc.  sont  équidifiPé- 
rentes^  on  a 

*i=*+^>    x^=iX  +  2,h,    «3  =  «  +  3^1  etc., 
d'où  l'on  déduit 
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ir = -i!^.     i/.  =^,,  1/'.=:^"?-.,  etc., 

I.2A*  I.2A*'  I.2A*'        ' 

^  -rop'  '^  *■"  7X3P'  ''*'^' 

1.2.3.4/»* 
etc.; 

faisant  ensuite  «'  =  x  4-  A',  il  en  résulte 

x'  —  x^h',    x'  —  x,  =  K  —  h,     a;'— *,  =  //-.  2^, 
x' — X3^=2h' '^Zhf  etc., 

et  l'on  Toit  ainsi  que  l'expression  précédente  de  u  , 
qui  devient  alors 

A  A.2A 

+     hAih — ^'-+«*^> 

rentre  dans  celle  du  n®  382,  obtenue  par  une  voie  bieu 
différente. 

386.  Lagrange  a  présenté  l'expression  de  u  sous  une 
forme  nouTclIe ,  en  obsei*yant  que  puisque  les  équations 

u  =«4-i8*  +yx*  +i)K^  +etc., 

M.  =  «  +  ^jip.+y«*»  +  ^»  +  etc., 
etc- 

sont  du  premier  degré  seulement,  par  rapport  à  c)ia- 
cune  des  «Quantités  «,  iS,  y ,  etc. ,  u,  Ut,  u^,  etc. ,  et 
que   u  âoit  être  exprimé  en  y,   de  manière   qu'en  y 
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îanssmï  sQCcessiTement  ar  =*,  x  =a:i,  »  =3=*^,  etc., 
il  vienne  li  ^=,Uy  m'=:mi,  u^=  i^tj  on  peut  écrire 

vt  =  Xu  +  XiWi  +  -Xt"»  +  etc. , 

pourvu  que  X,  Xi,  X^^  etc.  y  soient  des  fonctions  de  x' 
telles  que  par  la  supposition  de  j?^  =  j:,  on  ait  en  même 
temps 

X=i,    Xi  =  o,    Xft=:Oy  etc., 

que  par  celle  dex-zsixg,  on   ait 

X=zOf    Xi^=z  i ,    À^A  =:=  o  ,  etc.  ; 

que  par  celle  de  âr'  =  jr«,  on  ait 

X  =  o ,    A",  =  o ,    Xg  =  I ,  etc.  ^ 

et  ainsi  de  suite  >  conditions  qui  seront  remplies  si  l'on 
prend 

Y  _  (x  —  x.)  (:.^-  ^0  {x^—  xs) . 


>  •  •  « 


(«  — »i)  («  —  *,)  (ar  —  «a)'-.  • 
_  (3p' — ar  )  (y'—  yQ  (y -^  ars) .  »  »  > 
*  ""  (*i — *)  (*i — ar.)  (*i — *3). . ..  '  ' 
^^(^ -^  )  (^  —  ^.)  (^  —  ^^s).  ■  >  > 

(JF,—  *)  (*» Xi)  (*a—  «s).  .  .  .  ' 

etc. 

La  loi  quMl  faut  observer  dans  la  formation  de  ces 
quantités  est  on  ne  peut  pas  plus  siniple  -j  leur  numé- 
rateur contient  >  ainsi  que  leur  dénominateur ,  autant  de 
facteur^. qu'il  y  a  de  quantités  x^  Xi ,  x^,  etc.,  moins 
une;  et  si  Ton  y  fait  les  hypothèses  indiquées  ci*^ 
dessus,  non- seulement  on  se  convaincra  qu'elles  satis* 
font  à  la  question  proposée,  mais  on  verra  de  plus  com* 
ment  il  a  été  possible  de  prévoir  qu'elles  y  satisferaient: 
on  a  donc  cette  nouvelle  formule  d'interpolation , 
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^        ix—x,)  (*  —  JP.)  (^  —  «s). . . 

(x'—  X  )  (x'—  afi)  (y  —  ATs)  : . . 

4-  etc. 

très  commode  dans  la  pratique,  parce  qu'on  en  peut 
calculer  chaque  terme  par  le  moyen  des  logarilbmes. 
Il  ne  serait  pas  difficile  de  la  ramener  à  celle  du  n**  pré- 
cédent, et  même  à  celle  du  n*»  382;  c'est  pourquoi  je 
ne  m'y   arrêterai  pas. 

387.  Ici  il  est  aisé  de  voir,  d'une  manière  évidente, 
que  le  problème  de  l'interpolation  est  indéterminé, 
quand  des  considérations  particulières  ne  £xefit  pasla 
forme  de  la  fonction  qui  doit  représenter  le  terme  gé- 
néral des  nombres  donnés. 

£n  effet,  les  seules  conditions  auxquelles  soient  as- 
sujetties les  inconnues  AT,  Xi ,  X^,  etc ,  peuvent  être 
rempltes  par  des  fonctions  bien  différentes  de  celles  qœ 
Lagrange  a  choisies. 

On  trouve  d'abord  l'expression  très  simple 
smm{x'-'Xi)  smn{x'—x^)  sinp(jf'— ^rs)  etc., 
qui  jouit  de  la  propriété  de  s'évanouir,  lorsque 

x'=x,,     Jf'=af»,     a;'=«3,etc., 
quels  que  soient  les  nombres  m,n,^pj  etc.  :  on  pourra 
donc  poser  l'équation 

sin  m  {x  —  arQ  sin  n  (y  —  ara)  sin  p  {x' —  xz)  etc. 
smm  {x  —  ar,)  sïn  n^x-^  x^mip  {x  —  xz)  etc.  ' 
dont  le  second  membre  se  réduit  à   l'unité  lorsque 
X  z=ix\  et  sur  ce  modèle,   on  formera  aisément  les 
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yaleiù'S  i\eXi,X^,  etc.,  dans  chacune  desquelles  on 
pourra  prendre  pour  les  coeificiens  m,  n,  p,eic, ,  tels 
nombres  qu'on  voudra. 

Si  de  pareilles  expressions  s'accordent  avec  celles 
du  n^  précédent  pour  les  valeurs  de  x^  comprises  dans, 
la  série  x,  Xi,  x^,  etc.  >  elles  en  différent  beaucoup 
dans  les  intervalles ,  des  que  les  arcs  ne  sont  plus  assez 
petits  pour  être  sensiblement  proportionnels  à  leurs 
sinus  :  on  peut  d'ailleurs  substituer  les  tangentes  aux  si- 
nus, et  les  conditions  précédentes  seront  encore  remplies. 

388.  Les  formules  d'interpolation  s'appliquent  d'une 
manière  très  utile  dans  la  détermination  approchée  de 
l'intégrale  yXdii; 9  ou  de  la  quadrature  des  courbes*  La 
première  idée  qui  s'est  présentée  sur  ce  sujet ,  a  été  de 
substituer  à  la  courbé  proposée  une  courbe  parabo- 
lique, assujettie  h  passer  par  un  nombre  donné  de  points 
de  la  première  :  il  est  évident  que  plus  ces  points  seront 
multipliés  et  resserrés,  plus  l'exactitude  croîtra. 

En  prenant  d'abord  la  formule 

m'  =  ^+^/  +  y/»  +  etc. , 
pour  représenter  l'ordonnée  de  la  cdurbe  parabolique, 
l'aire  de  cette  courbe  sera  exprimée  par 

fu'dx':=^  +  ^=^+^-  +  etc.  +  const.', 

I  2  C) 

quant  aux  coefficiens  a,  fity,  etc.,  ilç  se  concluront 
sans  peine  du  développement  3e  l'expression  de  u\ 
dont  on  voudra  faire  usage. 
,  Si  l'on  emploie  celle    du  n''  382^  qu'on   y  fasse 

-y  =;  x\  elle  deviendra 
n 

I  1.2  ^  1.2.3  T-CIC., 
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et  il  faudra  la  pousser  jusqu'au  même  nombre  de  termes 
que  Ha  précédente,  c'est-à-dire  celui  des  points  par  les- 
quels doit  être  déterminée  la  courbe  parabolique. 

Supposons  que  ce  nombre  soit  3  :  on  ne  prendra  que 
les  trois  premiers  termes  de  la  formule  ci-dessus;  en 
l'ordonnant  suivant  les  puissances  de  x\  il  viendra 

ti'=iu^     /8  =  Am  — |A'm,     y  =  iA*M, 

quantités  qui  ne  dépendront  que  des  trois  ordonnées 
consécutives  u^  Ui,  u^j  répondant  aux  valeurs 

;i'=SO,    A'f=/^,    /t'=:2/A,       ou      «=0,    x'^=Ll    x'=2y 

et  si  l'on  assigne  o  et  2  pour  les  limites  de  fudx',  sa 
valeur  sera 

atf  +  2(Ai*—  J  A^i*)  -f  f  A»a 

Dans  ce  cas,  u'  serait  l'ordonnée  d'une  parabole  QR, 

FiG.6a.  J%-  62,  passant  par  trois  points  de  la  courbe  proposée 

DEf  et  fuàx'f  Taire  du  segment  de  cette  parabole, 

compris  entre  la  première  ordonnée  Pil!/  et  la  troisième 

En  général ,  cette  parabole  QR  sera  altematiTcment 
intérieure  et  extérieure  à  la  proposée ,  et  vice  vend; 
en  sorte  que  l'aire  de  son  segment  différera  dans  une 
partie  par  défaut  et  dans  l'autre  par  excès ,  de  l'aire  da 
segment  correspondant  de  la  courbe  proposée  DE  ;  et 
alors  il  pourra  s'opérer  dans  le  résultat  total  une  com- 
pensation plus  ou  moins  approchée  entre  ces  différences. 

La  formule  précédente  devient  plus  symétrique  quand 
on  remplace  les  différences  ùu  et  A*u  par  leurs  valeurs 

Ug  —  u  et  i/ft— 21^1 -(-i«    (378); 

on  obtient  y  'après  les  réductions , 
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Si  Ton  conçoit  de  même  qa'il  passe  une  nouvelle 
parabole  par  les  points  Ma,  Ms»  M4,  et  ainsi  de  suite, 
et  que  l'on  réunisse  les  aires  de  chacun  de  leurs,  seg- 
mèns ,  on  pourra  embrasser  une  portion  aussi  grande 
que  l'on  voudra  de^  la  courbe  proposée  *,  et  si  la  der- 
nière oirdon^née  est  représentée  par  z^»,  m  étant  un 
noihbre  pair,  on  aura 

I <M  +  4ai  -t-M»)  4- s  (»•  +42*3+  ^4). . . . 

+5  (^m-«  +  4^«-i  +  Um) 

+  ^  (tt,  +  Ks ,  .  .  .  -+-  M«_i) . 

Ce  résultat  y  d'une  forme  assez  élégante ,  ne  comprenant 
que  des  lignes  qu'on  peut  mesurer  sur  la  fîgure ,  peut 
servir  à  évaluer  des  aires  renfermées  par  des  courbes 
dont  on  n'a  pas  l'équation ,  avantage  que  n'offre  point 
la  méthode  du  n^  233;  Au  reste  ^  dans  l'une  et  Fautre 
méthode ,  il  faut  calculer  à  part  les  portions  comprises 
entre  deux  points  singuliers /,  et  inuUiplier  davantage 
les  ordonnées  dans  celles  où  la  variation  de  courbure 
e6t  le  plus  considérable. 

DeV analogie  des  différences  avec  les  puissances. 

389*  Le  Calcul  différentiel  et  celui  des  différences, 
quoique  étant  bien  distincts^  comme  on  ]e  verra  dans  la 
suite ,  ont  né^nmpins  de  grands  rapports  entre  eux ,  et 
peuvent  s'appliquer  l'un  à  l'autre*  Lorsc^e  l'on  consi- 
dère le  premier  sous  le  point  de  vue  où  l'a  présenté 
Leibnitz ,  ou  par  la  théorie  des  limites ,  il  devient  un 
cas  particulier  du  second  :  on  a  dû  le  remarquer  au 
commencement  de  cet  Ouvrage ,  et  pour  le  confirmer 
encore ,  je  déduirai  la  série  de  Tajlor^  de  l'équation 
Cale,  irUégr,  3'] 
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+  '»  A        .     wC'*  "^  ')   >  • 
I  i*a 

■^"^ — i7aT3 — ^4'i*rl-etc  (377). 

Soît  ^z=l£{x) ,  et  que  la  variable  *  ref  oîve  saccessi- 
Tement  un  nombre  n  d'açoroissemens  égauX;  représentés 
par  ce  \  la  valeur  u»  sera  edie  que  prend  u  quand  x 
devient   x-^nAy  faisant  ensuite  n«  =:Ay  on   aura 

n  =  -  et 


^ — ^ — rrT3 ^"^  +  «^«^-^ 


ce  qui  peut  s'écrire  ainsi , 

+  î.a.3  ;?^+^*^ 

Maintenant  9  si  l'on  conçoit  que  y  h  demeurant  cons- 
taQt^i^  ce  décroisse  indéfiniment!  ce  qui  j^eviçi^t  à  sup- 
poser le  nombre  n  de  plus  en  plus  grand ,  le  second 
.  n^embre  de  Téquatiouk  oi^dessus  tendrs^  vers  Hpe  limite 
qui  s'obtiendra  ^  faisi^-  4  ss?  0  >  ^t  en  observant  que 
les  rapports 

*Au       A*u       ù?u 
flt  '        ct^  '        et*  ' 

ont  alors  pour  lipiites,  les  coefiiciens  différenlids 

Au      d^u      A^u 

d*'     J?'     ^3>   etc.  : 
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on  aura  donc  encore 

àuh    ,  d*i*   h"     ,  d?u      h^      ' 
M  +  j T  T1 +  j"l  ô  +  etc., 

d*  1        d**  1.2       dr  ï.a.3  ' 

povir  le  déyeloppemenl  de  la  fonction  u ,  quand  x  est 
devenue  x+h,  C'est  à  peu  près  ain^i  que  Tayjor  est 
arrivé  au  théorème  ci*dessus  ^  qui  porte  son  nom. 

Lorsqu'une  fois  on  y  est  parvenu ,  la  théorie  ana- 
lytique du  '  Caioul  dijQPérentiel  n'offre  plus  .  aucune 
difficulté;  ainsi  ce  qui  précède  suffit  pour  montrer 
comment  il  résulte  du  Calcul  des  différences. 

390.  A  l'aide  du  théorème  de  Taylor,  le  développe- 
ment des  différences  d'un  ordre  quelconque  pour  une 
fonction  quelconque  s'obtient  sans  difficulté.  On  a  pre- 
mièrement " 

Ai^  =  -= 1-  «r-;  — ^  +  T^ ï»  +  etc.  ; 

dar  I        djp*  1.2       dar^  1.2.3 

et  si^  dans  cette  équntien^  on  mot  successivement  Au, 
à!*'Uy  ù?Uy  etc.  y  du  lIcu  de  u,  on  formera  les  expressions 

AAuh    ,  d*Aw  A*     ,  J?ùu     ?^       , 

A*M=2:-- f.-——.— :-  ^^-3-5 5  -f-  etc.; 

dx  I    '     dar*   1.2    ^    dx^   1.2.3    * 

A'm=  -3 f-  --r- h  etc. , 

d*    I         d*»    1.2  ' 

û4«=-_-  +  etc., 
etc.,1 

au  moyen  desquelles  le  développement  de  chaque  dif- 
férence se  déduit  de  celui  de  la  précédente.  On  obtien- 
dra d'abord 

37.. 
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d'uA»    .    d»«A»    .    d»!*    W      , 
û*uss  — -  —  -+-  -T-j—  +  -r-;  — 5  -f-  etc. 
d»*  I        dx*a       d4r2.3 

,  d%A»   ,  d<M  A*    , 

+d?7"'"d^i:^+*'*^ 

Il  serait  facile  de  trourer  la  loi  que  suÎTent  les  termes 
de  cette  expression ,  mais  on  y  parrient  d'une  maniire 
plus  générale  9  au  moyen  de  l'analogie  qui  existe  entre 
la  différentiation  des  quantités  et  leur  éléyation  aax 
puissances,  analogie  dont  le  n^  378  renferme  les  pre- 
mières traces.  , 

Sgi,  On  a  tu  (27)  que 

X  X^  X 

é'  =  x  +  -  +  -=--i -5  + etc., 

I       ï.a       1.2.3 

et  il  suit  de  cette  formule  que 

'    =*+d;7+d?7:i+5?i:7:3+*^' 

du. 

S*  duh   ,  au"  A*     ,  di^     h?      . 

^       —  I  =  -j h  j~:  — -  +  jTà 5  +  etc. 

dit  I       d«*i.2       aari.2.3 

Si  maintenant  on  transporte  les  exposans  des  puissances 
de  du  à  la  caractéristique  d,  le  second  membre  de 
Péquation  précédente  deviendra 

duh^à'u  A*     ,  d^^     h^      , 

si'^d^rri  "^  dx^ro  "*"  ^^'^^ 

et  sera  la  même  chose  que  Au  :  on  aura  donc 

du, 

Au=e^    —I, 

pourvu  que  dans  le  déTeloppement  du  second  membre 
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4«n  transporte  à  la  caractéristique   d  les  exposans  deaf 
puijssances  de  du,  • 

D'après  ce  résultat ,  Lagrasge  a  remarqué  le  premier 
qu'on  avait  en  général 

(?^    V 

en  obser?ant  toujours  de  trans^porter  à  la  caractéris- 
tique d  les  exposans  des  puissances  de  du, 

Depuis;On  a  simplifié  cette  manière  d'écrire>  en  posant 

car  il  n'y  a  plus  rien  à  changer  dans  le  développe- 
ment ;  mais  il  faut  bien  se  rappeler  que  la  lettre  d  ex- 
primant une  caractéristique  et  non  pas  une  quantité, 
les  équations  ci-dessus  ne  deviennent  effectives  que 
par  le  développement  de  leur  second  membre.  Voici 
comment  Laplace  a  démontré  ce  beau  résultat. 

Il  est  évident,  par  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n"  précédent, 
que,  quelle  que  soit  l'expression  de  A*7i,  on  doit  avoir 

A^y  A^y  etc.  désignant  des  coefficiens  qui  ne  dépendent 
que  de  7>-  Cette  équation  devant  subsister  pour  toutes 
les  formes  que  peut  prendre  la  fonction  u,  conviendra 
nécessairement  au  cas  oii  u  =  e^  \  mais  alors 

du_d^u_s?u     ;  _  . 

dî^dï^  — dï^^''*''""'^* 

A*M=ae»(«*— 0',. A»M=e*(^*— i)". 

Substituant  cette  valeur  de  û'*!^,  dans  le  premiei» 
membre  de  l'équation  posée  plus  haut ,  et  celles  de 
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-^,    -— ,  etc.,  dans  le  second,  il  viendra 
d*     djT 

(^fc_  I  )•  =  A»  4-  jfh'^'  4-^^ A"^  +  etc. , 

d*où  îl  suit  que  les  cœfficîens  A',  A",  etc.  doivent  être 
les  mêmes  que  ceux  du  dêyeloppement  de  (e^ —  i)", 
puisque  l'accroissement  h  doit  demeurer  indéterminé. 
Il  ne  peut  d'ailleurs  exister  aucune  difficulté  à  l'égard 
des  coeffîciens  différentiels  de  u,  qui  se  déduisent  tous 
des  puissances  de  du  par  le  changement  indiqué  dans 
les  exposans. 

La  même  relation  entre  les  puissances  et  les  diffî- 
renoes  se  retrouve  dans  les  fonctions  d'un  nombre  quel- 
conque de  variables ,  et  se  prouve  d'une  manière  ana- 
logue. 

du.  du, 

Sga.  De  Am=*  —  i  on  tire  e^^  =14.  Au]  et 
si  l'on  prend  les  logarithmes  de  part  et  d'autre,  il 
viendra 

Lagrange  a  encore  reconnu  que  cette  équation  se- 
rait vraie,  si  dans  le  développement  de  l(i  -(-Au), 
on  transportait  à  la  caractéristique  à,  les  exposans 
des  puissances  de  iîu^  ^  on  aurait  par  ce  moyen 

^A=Am— iA'ii^  +  iA'i*— iA*»+etc.    (29). 
dx  • 

Au  lieu  de  m'arrêter  a  démontrer  ce  cas  particulier, 
Je  vais  prouver  qa'en  général 

en  chMigeant  Ait%  Aa^,  etc.  .en  A*» ,  ù?u ,  etc. ,  ou  bien 
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sans  rien  '  changer  dass  le  déreloppeirïeat. 

Il  est  "vbible  que  la  question  rerient  à  déterminer  les 

côefficiens  différentiels  *T-,  -r-r,  et&,  en  fonction  des 
d*    d** 

différences  successives  de  i^ ,  et  que  pour  cela  on  a  des 

équations  de  la  forme 

CtCt) 

dans  lesquelles  les  coefficîens  différentiels  ne  montent 
qu'au  premier  degré  :  on  peut  donc  faire 

On  obtiendrait  facilement  la  valeur  des  coefficiens  in- 
connus B%  ff*,  B*,  etc.,  par  Télimination  successÎTè  de 

içais  puisque  l'équation  hypothétique  doit  avoir  lieu, 
quel  qne  soit  u,  elle  subsistera  encore  lorsqu'on  y  fera 
ws^tFy  ce  qui  donnera 

^  =  e*,  et  ù^^u  =  i?'(e*  —  OS 

quelque  valeur  qu'ait  le  nombre  entier  i  \  et  l'on  trou- 
yera  par  conséquent 

*•=(«*  —  I )» -f-  V[ê^  - 1)»-^»  +  /? V~  O*"*^  +  cta 
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Pour  mettre  en  évidence  l'identité  des  deux  membre» 
de  cette  équation ,  il  suffît  d'observer  que 

parce  que  le  développement  del(î  +  e* —  i),  ordonné 
suivant  les  puissances  de  ^-^t ,  qui  est 

e*-i-K**-0*+5(*»-0'-K«»-0*  +  etc., 

étant  éleyé  à  la  puissance  n ,  deriendra  comparable  à 
la  série  "^ 

.(^_,)ii4.^(^i_,)»4-»+^(^_,)«+.4-ctc., 

dont  les  coefficiens  numériques  B',  B",  etc.  seront  par 

conséquent  déterminés.    Si  Ton  écrit  Au  k  la  place 

d"M 
de  «*—  I ,  et  T-;^^"  *  celle  de  A* ,  on  aura  Féquatioi» 

— j  A"a=a{I  (i  -4-  A) }•» ,  posée  précédement. 

En  faisant,  pour  abréger ,  «*  —  i  =• ,  et  développant 
(«— ï#*+g#^— J#*  +  etc.)",  suivant  les  puissances 
de  0f  par  la  méthode  du  n^  55 ,  on  obtiendra  les  Ta- 
leurs  de  B%  B",  etc. 

393.  La  formule  du  n®  38a  se  déduit  aussi  du  théo- 
rème de  Tajlor/  qui  devient  une  formule  d^interpola- 
tion,  lorsqu'on  7  remplace  les  coefficiens  différentiels  par 
lenr  expression  en  différences,  tirée  du  n^ précédent 

En  effet  Inéquation 

gA«=A'ii+^'A«-^'a+-^A'^M+u^A''«a+etc 
donne 

j^  =  p(^*i*+^'^''*"«^+  ^'A^u  +  etc.). 
Si  l'on  tirait  successivement  de  cette  équation  les  ya^ 
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leurs  de -r~,    y-,  T-âietc,  pour  les  substituer  dans 

la  série 

,  duh'       d«M  A'*    .   d?u    A'3      , 

qui  exprime  ce  que  derient  u  lorsque  x  devient  x+h\ 
on  aurait  un  résultat  de  la  forme 

J3\  B%  B\  ,  B'1 ,  5*, ,  etc.  étant  ;  ainsi  que  A\  A%  etc., 
des  ooefiiciens  numériques ^indépendans  de  A*,  et  dési- 
gnant par  ù^u  l'accroissement  que  reçoit  la  fonction  u, 
dans  le  passage  de  x  à  x^  h%  il  Tiendrait 

Cette  équation  devant  avoir  lieu,  quel  que  soit  u^ 
subsiste  encore  dans  le  cas  oii  u  =  ^,  et  se  change 
alors  en 

dont  on  ramené ,  par  le  développement ,  le  pre* 
micr  membre  à  la   même  forme  que  le  second ,  en 

observant  que  «*'=[i  •(-(^*— i)]^  ;  ©t  comme  en  re- 
mettant dans  le  second  yU^àUy  A^Uy  etc. ,  à  la  place  des 
quantités  i ,  ^*— i,  (**— 1)%  etc.,  on  retombe  sûr  le 
développement  de  u  +  ^'^f  on  doit  en  conclure  que 
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Ce  résultat,  aussi  simple  qu'élégant,  a  étépréacDlé 
par  Lagrange,  comme  une  conséquence  de  l'analogie 
que  les  différences  ont  avec  les  puissances.   En  effet , 

il  suit  de  l'équation  e  '  zs\  -\-iai  (Sga)  que 

du  h' 

€  ^    =5  (i  -^  Lu)"' ,  ce  qui  donne  sur-le-champ 

I  +  A  M  =  (i  -f-  Aâ»)^,  puisque  J^    «  i  '■^ùiu. 

En  développant  le  second  membre  de  cette  dernière 
équation  y  et  transportant  à  la  caractéristique  A  dans 
le  second  membre ,  les  exposans  des  puissances  de  au 
on  trouvera,  comme  cî^dessus, 

h  h.ih. 

Du  Calcul  irwerse  des  différences^  par  rap* 
port  aux  fonctions  explicites  dune  seule 
variable. 

3g4.  Le  Calcul  înterse  des  différemees  est,  à  l'égard 
du  Calcul  direct,  ce  qu'est  le  Calcul  intégral,  par 
rapport  au  Calcul  différentiel  :  il  â  pour  ob>et  et 
remonter  des  différences  aux  fonctîoiks  primitives.  Je 

(*)  Ces  eorieatetaiiftlogîes  de»  pnitaancev  arec  tes  diffiorenccset 
W  differeatiellet ,  s«itt  développées  avec  beaucoaf»  d^écendoe  dans 
le  3*  volaHie  du  Traité  in-4*.  J^  ^i  indiqué  plasieors  Mémoires 
insér<5s  sur  ce  sujet,  dans  les  Transactions  philosophiques,  et 
quelques  remarques  de  M.  Hcrscb-ef ,  dao»  TApp^tt^ice  qu'if  a  mia 
h  la  suite  de  la  traduction  qu'il  a  bien  voulu  faire,  conjointemenc 
avec  MlVf.  Babbage  et  Peacok,  de  la  a«  édition  du  présent  Traité 
élémentaire. 
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m'occuperai  d'abord  des  différeoces  qui  sont  exprimées 
immédiatement  *par  la  variable  indépendante ,  c'est^à-- 
dire  où  l'on  a  pour  déterminer  Ug. ,  une  équation  de  la 
forme 

l'accroissement  de  x  étant  constant  et  donné  :  je  le  re- 
présenterai à  l'ordinaire  par  h. 

Soit  premièrement  r  =  i,  d'oi  Ai«,=:f(*)j  pour 
indiquer  l'opération  qui  doit  ùi^re  revenir  de  Ai/x  à  u.,» 
on  emploie  la  caractéristique  2  >  et  l'on  écrit  en  con- 
séquence 

XAU:g=UjfZ:z:Z{(x)  , 

les  caractéristiques  A  et  :^  indiquant  des  opérations  con- 
traires ,  qui  se  détruisent  lorsqu'on  les  effectue  l'une 
après  l'autre  sur  la  même  fonction. 

L'opération  indiquée  par  le  signe  £  s'appelle  aussi 
intégration  ;  car  2  f  (ar)  désigne  une  véritable  somme. 
£n  effet,  si  l'on  ajoute  les  équations  (i)  du  n°  37$,  il 
viendra 

i^n  r=:tt  -^-  ^  -f  Ai*,  -+-  Aw».  • . .  +  AM»-a  ; 

et  61  V<m  représente  par  a  la  première  valeur  de  x , 
et  par  u  cellç  de  u^gy  qui  s^y  rapporte,  on  aum^pour 
wne  valeur  quelconque  x^a  +  nfy, 

Sf(a?)=z*+f(a)  +  f(a  +  A)  +f(a  +  2A) 
+  f  [a  +(n—  l)h]. 

Cette  expression  >  qui  augmenterait  de  {(a  +  nh)  ou  de 
f(jx)  f  si  Ton  ajoutait  A  à  la  dernière  valeur  atti^bnée  à 
*,  et  qui  a  par  conséquent  pour  différence  î{x),  se 
compose  ainsi  deJà  somme  de  toutes  les  valeurs   que 

prend  f(ar)  depuis  jp=a  inclusivement  jusqu'à 

X  =  a  4*  (w  —  i)A,  plus  de  la  première  valeur  de  u 
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qui  est  indéterminée,  et  qui  tient  ici  la  place  de  [a 
constante  arbitraire  que  le  passage  dêus  à  Au^  a  pu 
faire  disparaître. 

Pour  revenir  de  A^Ux=t{x)  à  i^«,  il  est  évident  qu'il 
faut  effectuer  autant  d'intégrations  qu'il  y  a  en  de  diffé- 
rent iations  ,  ce  qu'on  indiquerait  ainsi. 

A  chacune  de  ces  opérations,  il  faudrait  ajouter  une 
nouvelle  constante,  ce  qu'on  peut  voir  aussi  en obser 
vant  que  l'équation  Ù^UjgS^fÇx) ,  ne  donnant  les  diffé- 
rences de  la  fonction  qu'à  commencer  de  l'ordre  r, 
laisse  indéterminées  les  r  quantités 

et  par  conséquent  les  r  premiers  termes  de  l'expression 
w,  =  Il 4-  -  Au  +  SIIÎZIJL)  a*m  +  etc.  (377), 


X.2 


au  moyen  de  laquelle  on  passe  de  la  valeur  u  relative 
k  x:=:a,  à  celle  qui  se  rapporte  à  *=sa  +  »A. 

395.  On  voit  donc  qu'ici,  comme  pour  les  différen- 
tielles, l'intégration  introduit  un  nombre  de  constantes 
arbitraires  égala  l'exposant  de  l'ordre;  mais  il  7  a  cette 
différence,  que  les  quantités  qui  disparaissent  quand 
on  passe  aux  différentielles,  sont  absolument constanteSi 
au  lieu  que,  pour  se  détruire  quand  on  prend  les  diffé- 
rences ,  il  suffit  qu'une  quantité  demeure  la  même  lors- 
qu'on passe  de  *  à  «4-  A  :  et  il  en  existe  de  telles? 
car  il  est  visible  que  l'expression 

/  .    2wx  awx\ 

qui  devient  alors 
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jouît  de  cette  propriété^  quelle  que  soit  la  forme  de  k 
fonction  ç. 

On  fait  entrer  en  même  temps  le  sinus  et  le  cosinus 
dans  la  fonction,  pour  qu'elle  ne  redevienne  la  même 
que  dans  le  seul  passage  de  «  à  jp  +  A ,  ce  qui  n'aurait 
pas  Heu  pour  une  fonction  qui  ne  contiendrait  que  l'un 
ou  l'autre  9  puisque 

.    aflP4P        .    aîr(JA  —  x)        .    /  2,Tx\ 

sm  -r-  =  «n  — ^ ^  =  s>i»  r    *—  —  '- 


h  h 


'('-^O- 


tljfx           a3r(A  — *)  /         7.^x\ 

co,_  =  co. ^ =  co.(^ar— ^^; 

nous  donnerons  dans  la  suite  la  construction  géomé* 
trique  de  ces  fonctions. 

3g6.  Il  est  à  propos  de  remarquer  qu'en  prenant 
l'intégrale  de  chaque  membre  de  l'équation 

âkti'^Aif — A«'=A(w  +  f' — w)     (376), 

il  vient 

2(Att  4-  Ai'—  Af^)  =  i^  +  i'  —  f*' 

ce  ^ui  ramené  l'intégration  des  difiPérences  polynômes 
a  celle  des  différences  monômes. 
De  même  l'équation 

aAz£  =  A.az^     donne     2.âAz(  =  ai«  =  aSAz£y 

par  oii  l'on  voit  que  les  constantes  passent ,  comme  on 
veut ,  sous  le  signe  S  ou  hors  de  ce  signe. 

897.  Lorsque  f{x)  est  rationnelle  et  entière,  l'ex- 

.  pression  de  Un ,  en  se  terminant ,  en  donne  l'intégrale 

exacte.  En  effet ,  si  m  désigne  l'ordre  auquel  les  diffé- 


M«  =  M  +  -  àU'-i^-^^^ — — ^  A*u. 
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renoes  de  cette  fonction  sont  constantes  (38o),  comme 
de  ù'us  =  {{x),  il  suit  A"»f(a?)=  A^+"a,  ,  et  que  cette 
dernière  dîiFérence  est  constante  >  on  a  sur-le-champ 

n  ^^    ^  w(n—  i) 

n{n—i)...{n  —  r'^m+t)^^^^ 
1.2.3...  .(r  +  7»)  ' 

u,  àu^A^u,  etc.  répondant  à  A:=aj  et  si  Ton  fait 
a  +  nh  =  x ,  Un  deviendra  w,. 

En  posant,  pour  abréger,  f(jif^)^=f'^,  il  Tiendra 

A'u  =  V,     ^''*"*w  =1  Av, A*^"*»  =  A^f  ; 

z«  et  ses  diffiépences  jusqu'à  l'ordre  r-^  i  inclusivement 
demeurent  arbitraires ,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  vu. 
Soit  pour  exemple 

Aux  =  x'^  —  5**  +  6jr  —  I , 

l'accroissement  de  x  étant  i  ;  on  aura  r  =  i  >  m=3| 
A=  I ,  et  si  l'on  suppose  a  =  o ,  on  trouvera 

f»:^— 1,     Ai'ssa,     AV= — 4> 
aV  =  6         AVc=o     (38o), 
d'oii 

g  arÇjr  — i)(jr— 2)(jr  — 3) 

'  1.2.3.4 

3**— 26*3  4.6ar^— 58a?   , 

= — ^ 1-  conat 

12 

La  formule  générale  de  cet  article  comprend  le  cas 
dans  lequel  la  valeur  donnée  pour  Aux  serait  eons- 
tante  :  on  aurait  alors  A^u  ou  A«/  :=  o. 

On  voit  immédiatement  aussi  que 
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ax  +  ah  —  ax       ù.ax 

«= — h — =-r' 

donne,  en  intégrant  le  premier  etie  dernier  membre^ 
la=z—+  consL ,  d'où  Sirrr  S  a;  =  --. 

398.  Quoique  la  formule  précédente  suffise  pour 
toutes  les  fonctions  rationnelles  et  entières,  il  est  à 
propos  de  faire  connaître  quelques  autres  expressions 
qui  ont  aussi  dçs  avantagea  qui  leur  sont  propres;  et 
pour  commencer  parcelles  qui  sont  les  plus  simples, 
je  m'occup»rai  d'abor^  des  produits  composés  de  fac- 
teurs équidifférens. 

Soit 

ur=ix{x+h){x  +  iih) [x  +  (m—iy{]', 

SX  Ton  en  prend  la  difiPérence ,  on"  obtiendra 

àu  =  {x  +  h){x  +  7.h){:^  +  M),..{x  +  mh) 

—  *(ar  +  70  (jic+%h) i  .[a;4.(wï«  ,)A] 

=  {x  +  h){x  +  ^h) [x  +  {m—i)K\mh', 

^  Au        SAm         u 
et  comme  2-;^  =  -^==-^.  on  ,«ra 

s  (,  +  A)  (*  4. 2A) . .  . .  [,  _|_  (^  _  ,);i-| 

_ »(»-f  A)  (*  4-  aft) .  ■ .  4^  4-  (to—QAT 

~~  1^  +con»t. 

Si ,  pour  ramener  à  1»  le  nombre  4es  ÉBicteurs  afièctés 
du  signe  2,  l'on  écrit  maintenant  «  —  A  au  lieu  de  *, 
L't  m  -f-  I  au  lieu  de  m^  il  vieûdra 

2«(*4-  A)  (*  +  2A). . .  .[x+{^m—i)h] 

_{x  —  h)x{,x  +  h)  (*  +  aA) . . .  ■  fj  +  (ro—  QAI 

(7»+l)À 
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On  Toit  ici  que  dàiisrintégraley  le  nombre  des  fiicteurs 
surpasse  de  l'unité  celui  des  facteurs  de  la  différence,  et 
que  le  diriseur  est  i»+ 1  ,  ce  qui  est  bien  analogue  à 

la  formule /4f"d«=: — j —  (167). 

On  intègre  aussi  la  fraction 

I     

parce  qu'en  prenant  la  différence,  on  trouTe 

^^„^      C*  +  >i)(*+2À)(*  +  3A) '(x+mh) 

""  a:  (*ar  -+-  A)  (or  +  2*) [,  4.  (^  —  i)h'] 


~  «(«  +  A)(a?  +  2A). . . .  {x  +  mhy 

repassant  aux  intégrales  et  mettant  pour  u  sa  Taleur, 

il  "vient 

—  1  u 

5j  -  Il  ■     _ 

x{x  +  h)(x  +  2A)  ...(*  +  mh)       mh 
I 
~  m/ix  C;p+  A)(*  +  2A) [ar  +  (/»— i)ft]  ' 

et  si  l'on  écrit  17»-—  i  au  lieu  de  m ,  on  obtiendra 

I 
^ x(x  +  h)  («  +  2A)....[«  +  (to  — i)A] 

— 1 *^ 

~(m—  i)hx{x  +  A)  (*  -h  2A) [x  4-  (m—  a)ÂÎ' 

399.  Les  formules  ci-dessus  peuvent  servir  aussi  -à 
l'intégration  des  fonctions  de  la  forme 

j4x*  +  Bx^  +  Cx^  +  etc.  , 
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parce  que  ces  fonçlions  se  transforment  en  pr<;dtiiu 
de  facteurs  dont  les  différences  sont  constantes:  Pbùr 
Je  faire  Toir,  je  choisis  cet  exanple  très  simole  •  V 
et  je  fais  *^ ,   '    -  '  > 

eu  supposant  que  fi  désigné  raecroissement  de  *.  Si 
Ton  dévefoppe,  et  <ju'on  ordonne  suivant  l4s  puissince» 
de  X,  on  aura       >       '  ' 

*^  =  x'' +€A*»  +  , , /i^a;  ^  6A* 
-f    Bx   u.  Bh 

et  comparant  ewlPe  eu»  tes  termes  affectés  de  la  même 
puissance  de*,. on  formera  les  équations  ;' 

6^4-^=0,  ^  -  •  -V. 

ii7j»+3^A -|-5;=0,  '      ,     ; 

;  6A? -f-  2//A»4. SA  +,  c=o ,   ■   '•       •  ■  1' 

defq.aeUes  on  tirera 

'  *^     ••■'•■'•  •  ■'  '     '    "'V 

x^=^  (*-f.  A)  (*  +  aA)(*+3A)-6Â<*4.À)(^^y  ; 
ce  qui  donnera,  en  tertu  du  n»  précéderit, 
^*'- $i  *  (*+AJ  (*+2A)  (*+3A) 

-  2*(*+A)  (*+2  A)  +  2 /,;e(,^A)-À.*+a,«,«. , 
pmsque  S  — A»  =  — A'S.^^A"*  (Sg,). 

4oo.  Lorsque  «=  «-+'  et  que  »  est  un  nomhre  en- 
tier,  il  vient 

Cale,  intégr,  *  30 
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I  •  !2  •  O  t  i^ 

£n  inlégrant  terme  à  terme  chaque  ôaembre  ai  cette 
écp:iation,  remettank  dan»  le  premier  ^i;^*^',  au  lieu  deu, 
et  passant  hors  du  signe  Z  Ie$  facteurs  cunstans  >  on 
ohtienchra 

I  1.2, 

i.a.3 

Cette  équation  ferait  connaître  l'intégrale  Sx"*,  si  l*on 
avait  2«"~*,  Xaf^y .,  .»Xa^,  j^uîsqu^OA  «a  tîrarût 

(jn+i)n 

{J!L  toyn-.^.  ZiÇ^î^l)  A^x,»-..,  .+  _5_  A-Z;^} 
(1.2  1.2.3  m-^  I  J 

Si  l'on  écrit  successÎTement  dans  cette  demîîre  ?n— i , 
m — 2,  m — 3,  et«r  pour  >» ,  <&n*formet-at  des  expressions 
^e  Sx"*^',  Sjp"""*,  sy*-^,  etc.,  qui  ne  dépendront  que 
das'  intégna»)eé-d0s^  fmnsafi^es  ^  r  qar  léùt  seroi^t  res- 
pectivement tnfétfïenrtes.  On  peut  aussi  former  ces  Ta- 
leurs  en  remontant;  et  si  Ton  prend  d'abord  m:==r  o,  il 

vient  Z^i=rT>  comme  dans  le  n' Sg^x  parce  ^ue  Ia 

formule  générale  ne  doit  renfermer  qu'un  nombre  m  de 
terme»  afieetés  iii»  signe  2. 

Faisant  ensuite  7»==!,  mz=:2,  wz=:3,  etc.,  et  subs- 
tituant succee^tvemetit  pour  "S**,  Sa:*,  ta:*,  etc.,  les 
l'akurs  frttsqaeUes  on  purviehdra ,  ùA  f^triâer^  eette 
table  : 


Xx^  = 
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X 


'2  h        îî' 


2jp  =T-r  —  r*> 


4  A  2     -         2.2 

6  fc       2  2.6  2,6 

etc. , 

où,  pour  abréger,  on  a  omis  la  constante  arbitraire  que 
comporte  chaque  résultât. 

4oi.  Au  lieu  de  pousser  plh&  loin  cette  induction,  on 
peut  suppc^ef  en  général 

Sot"»  =  ^ar"-^'  4"  ^x"»  -f  Ùx"""'  +  Z>x"-* +etc.; 

en  prenant  la  dilFéreAce  première  .de  chaque  membre, 
on  trouyera 

1         .'      -  •    î 

1.2  -«lad.^x 

I  •     '    f  «2 

•+-etc., 
et  comparant  entre  eux  les  termes  aflbctés  d'une  m^e 
puissance  de  4r ,  on  ohtiendrK , entre  les  coeQîcieps..//y 
BfCfDj  etc.,  les  relations  su^yantes  : 

38.. 


^ 
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^_ L_ 

2.3.4  ^  2.3  '  2       ' 

etc., 

avec  lesquelles  on  déduira  facilemelit  les  uiis  des  autres 
les  coefîiciens  <le  Tex pression  de  Sjp*",  quel  que  soit 
Texpôsant  m.  Eii  calculant  immédiiatemertt  les  douze 
premiers  termes ,  on  trouvera 

"*"     2;3     2      .         6.5        .2.3.4 

^       ^(^— 0  (w^— 2)  (/ra-*-:3)  (f7^ — 4JA^  ^ 

+    6.7  2.3.4.5.6  ^ 

3  m(m — i) .'. . .  (m-^  6)/*' 

10.9  2.3. * . .8- 

5  m(//» l)...-(OT-r-    8)^9 

6.  II  2.3. ...  10      .      I 

691  m(/y^-*ï). . .  .(m* — i6)A" 

210.  l3        i        .^      .  'î2.3.. -.12 

35  7»(yw>^y3i  ) . . .  •\ni — 12)7/'3  '    ' 

+     2.1 5  .2. 3... 771                       *"' 

3617  /»(m-^-i). . .  .(/7i— i4)'A'^ 

3o.  17.  •  -^  ^2.3. ...  16 

^    43%  m(m-^i) (m— i6)/^'y  .,^ 

•42-^9  ^         2.37. . . 18 

1222277  tti^m^^i). . .  \  {m'^i&)h^^              ^_,j 

'     Il  0.21  ♦  •             2.3. . . .20 

+  etc.  '^'conét^'    ''  «'  '  . 


^m-ii 


i5 
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formule  dans  laquelle  les  coefficiens  exprimés  en 
nombres  méritent  attention,  parce  qu'ils  reyiennent 
souvent  dans  la  théorie  des  suites. 

Je  ferai  observer,  avànl'de  fin'îr  cet  article,  que  si 
l'on  multiplie  2jp"*  par  h,  et  qu'on  passe  cet  accrioisse- 
ment  sous  le   signe  X,  on  aura  l'équation 

2a:'"A.:=.— r  -r  -  x'^h  +  -  r— r  *™~*  -^  etc.  -f"  con^t , 

iji-^-i        2  22.3 

dont  le  second  membre  a  pour  limite : —  +  const. 

r    ,  /»  4-  1    *- 

lorsque  h  s'évanouit,  cas  auquel  ^x^h  se  cliangQ-en. 
fx^àx^  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n**  236. 

4oa.  Ge  qui  précède  fournit  le  moyen  d'intégrer 
toutes  1^  fonctions  algébriques.,  rationnelles  et  en-<^ 
tiëres,  dans  le  cas  où  la  variaUlc:. indépendante  i*eçoi> 
un  accroissement  constant.  Soit  pour  exemple  la  foucr 
tîon        '  ..._ ,  ^      . 

A»^  +  Bx^  +:  Cx  +  Z>  j 
en  observant  que  »  • 

et  mettant  pour  2«^,  Sx^,  2a;  et  Zjp**,  leurs  valeurs, 
on<  .trouvera  .  -^  ,       _ 

A-,     SAh-^nB  ^      Ah^—^iB/i+nC       *' 

4Â?^-"^6^^  "^  "*"  ; — 'W"~''- 

Bh^^'àÛh+6D      . 

4- ^— — ^-- X  +  C0/}5^ 

4o3.  Dans  l'intégration  des  fonctions  transcen- 
dantes, je  me  bornerai  aux  fonctions  exponentielles 
et  circulaires.  On  a  pour  les  premières  ' 
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d'oii  il  résulte 


et 

a* 


404.  Pour  les  fonctions  circulaires ,  on  a  i*^,  l'équa- 
tion 

oosurf  — cos^  =  -^asin^(^^iS}sÎTiK-^  +  ^)r 
qui  donne 

Acbsii; =cps(^  -|«  A)  —  cos  *= —  2  sîn  5  /zsin  (jf  +  i  A)> 
d^oh  l'on  tire 

en  écrÎTant  « — ^  A,  au  lieu  de;c;  prenant  ensuite  Tiii- 
tégrale  de  chaque  membre  de  la  dernière  équation, 
on  obtient  ... 

cos(je — \h)   , 
2sin|A 
2*.  L'équation 

sin^  -p-^^in^ia?^  ^nf  (^-^  ^)^s  ^  (^  +^>? 

donne 

A  sinâP=  sin  {x  +  A)  —  sin^p  sa asini  Àcos  (a:  -f-  5  A)» 

d'oà  il  suit 

3sm|A'      ^  asm^A      ' 

X  cos  *  =    ■  J  . — ~-^  ■+•  const. 
2sm|A 

3".  La  conversion  des  puiss^ncèfrde  sinus  ^  de  coà- 
nus  et  de  leurs  ppduits,  en  fonction  ^e  sinus  et  de 
cosinus  d'aros  multiples^  ramènera  aux  deux  formules 


précédentes,  l'intégration  de  la  fonction  |^nérale 
sin>^  cos  4^** ,  lorsque  les  exposans  m  et  n  seront  des 
nombres  entiers  positifs. 

En  effet ,  celte  fonction  sera   changée  en  une  suite 
de  termes  de  la  forme  ^sin^x  ,  ou  A  co%qx ,  dont  les 
intégrales  se  déduiront  de  ceilesde^i^njf  et  de  ^cosx~ 
en  écrivant  qx  et  qh^,  au  lieu  de  x  et  de  h\  et  il  est  facile 
de  voir  que  l'on  aura  en  général 

2  cos  (p  +  qx)  = — r~ — -2-1—'  +  consL 

'^       ^  2sm^^A 

4o5*  L'utilité  dont  est  l'expressîoit  de  2»,  pour  la 
sommation  des  séries,  a  porté  les  Analytes  à  s'en 
occuper  beaucoup,  et  ils  sont  parTcmis^à  lui  donner 
plusieurs  formes  très  élégantes  :  Euler  la  fît  dépendre  des 
Goeffîcîens  diïPérentiels  de  z«  et  de  l'intégrale  fuàx,  Od 
arrive  à  ce  résultat  en  partant  de  la  formule 

d«  A  ,   à'z  h^        A^t     h^      ,     , 
d*i  ^dor^i.a^dar^  i.2.3^        * 

qvi  donne  • 

hàz-       h^     A^z   ^      h?    ^A^z-      /^  .    ' 

I     dar  '    1.2     i^x^       1.31.3     ùx^  . 

Az 
Si  l^Ml  feît  j-  tr:  M,  il  Tiendra  M=::fuàx  et 

fuAxex:  hXu  +  «^^X  ^  +  f^h^Z  ^  +  etc.  ^ 

en  représentant  par  tf ,  i3,  y,  etc.  les  coeiBcvens  nlimé«>  > 
viques;  on  tirera  de  là 

2ii=  rfuAs  T-  «A5J  -p — M*^  T~i  — •  etc.  y 
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expression   qui  »  par    le  changement    de  u  en  ^ , 

à*u 

T^Zf  etc..  conduit  aux  suivantes: 

d*u      idu         j^à^u       ^,,-d*M 

*T^'=Â  di-î-  -*?d*-  -^* = j;5  -  etc. , 

etc.  n, 

avec  lesquelles  on  éliminera  successivement  de  la  va-' 
leur  ile  Xu,  les  fonctions  « 

dw  d*£*        •  d^u 

^dï'  ^^•'  ^dp'  **°''' 

et  il  est  aisé  de  voir  que  le  résultat  sera  Décessaire* 
ment  de  la  forme 

La  détermination  des  coefiBciens  -^,  B,  C,  etc. ,  s'opère 
ici  comme  dans  le  n®  891 ,  par  la  considération  de  la 

m  |i  I  ■  11^     .  m  ■         Il  ,  1  II 

(*)  On  forme  aussi  ces  expressions,  en  observant  que 

2  r-  =  -ji — r  I  C6  q^i   te  piroave  ain«i  :  on  a  d^abord  .dAuss  Adii, 
puifqae 

dAi»  =3d[f(r  -f-  A)  -  f(x)l  =  [f^iîrV  h)  -  r(.r)Jdjc, 
Adtt  =  Af  (xjd*  =  [f'(a:  4-  A)  -  f  (x)3  dx  i 

etentaice,  si  l'on  pose  JLuz=z  U,  ee  qui  donne  u=  aE/^  il  vient 

•      dii  =  dAf7=:Adf7, 

d'oîi 

2dtt  i=:&AàU=iéU^  eau. 


fonction  particulière  e*,  pour  laquelle  on  trouvé 
*    d'oà  il  suit    . 


e*  — 


=  i+  ^  +  ^A  +  Ch'  +  etc.  ^ 


ce  qui  montre  que  les coelBciens  A,By  C,  etc.  ne  sont, 
autre  chose  qlie  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  h 

dans  le  développement  de  la  fonction  -^ ,   réduite* 

en  série  ascendante  par  rapport  à  cette  lettre. 
Si  Von  met  pour  e^  —  i  sa  valetir 

h        h^     ^       ¥  ^     :' 

il  ne  sera  pas  difficile  de  calculer  au  moins  les  pre- 
miers coefficiens  j4  ,  B  y  C,  etc.  :  on  trouvei'a 

■^=" ,  ^  =  —  ,  Cs=so,  Di^ ,^:=o,etc., 

2  .1?.  '  <j2o'  ' 

et  par  conséquent  , 

n  2        ladar       720  djp;  ^  ' 

*     ,      ••        ' 

(*).  Tons  les  coefficiens  des  puissances  paires  de  A'  sont  iiuk  ; 
cela  est  prouve,  ainsi  que  la  loi  générale  des  autres,  dan»  le 
Traite  in'4o  ,  t.  III,  p.  106  et  suiv. 

La  même  formule  donne  pour  /uâfc,  .rikp  valeur  qnl{>eut  rem- 
placer avantageusement  la  formule  (III)  du  n»  a33,  surtout  quand 
on  y  substitue,  au  lieu  des  coefficiens  différentiels,  leurs  valeurs  en 
différences  (3fp).  Le  résultat ,  comme  ceux  du  n«  388,  peut  s'ap- 
pliquer aux  fonctions  dont  on  n'a  jwint  l'expression  analytique  , 
mais  seulement  une  suite  de  valeurs  nnmeriques.  {f^oyez  le  Traita 
in-4%  t.  III,  p.  18a  et  suir. } 
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406.  On  obtîencira  de  la  même  ttiaQiëre,et  sans  plus 
de  difficulté,  les  Intégrales  Xlu,  ou  X*u,  l.X'u,  ou  t^u, 
et  en  général  X^u  ;  car  la  formule 

A"*  =  |^,A-+«5-;r^  A"'-  +  /~-^'i-  +  etc. 

conduit  à 

faîàant  ensuite  j-gjssu,  on  aura  «rs/^ad**,  et  par 
conséquent 

Ji-'a  =  Tzf"^^—  •As'"  V^ — M*2:"»  -T-^  —  etc.  ^      < 

,1,  .  '    dtf    d'w 

ou  Ion  mettra  successivement  -r-,  -tti  etc.,  au  lleu^ 

doF    d*"    ^ 

de  u,  pour  obtenir  les  valeurs 

etc.» 

à  l'aide  desquelles  on  chassera  S^f*  -p-,  S"  -j-- ,  etc.,  de- 

dX  QX         • 

l'expression  de  £"*!«,  L'équation  finale  pourra  être  re- 
présentée par 
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et  lorsqu'on  fera  u=a«*,  elle  dévie  adra 

+  N  +  Ph  H-  QA»  +  etc,  : 

le3  coefficiens  A^  B, M ,  N,  etc.  sont  dono 

encore  ici  ceu^L  qui  multiplient  les  puissances  de  h  dan3 

le  développement  de  fjT^^^y  ^^^^  ^  résulte,  entre 

les  intégrales  et  les  puissances  négatives ,  une  analogie 
qui  n'est  que  la  continusition  de  celle  que  les  différences 
ont  avec  les  puissances  positives ,  en  sorte  que  l'on  doit 
regarder  les  intégrales  comme  les  différences  d'un  ordre 
dont  l'exposant  est  négatif.  Il  est  visible,  en  effet,  que 
d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  on  peut  poser 


2''«  =  -air' 


pourvu  qu'après  le  développement  on  change  les  puis- 

dz^        d''!*             ,             ,  •          ,      . 
sances  -7--  en  -. — ,  en  observant  que  dans 

-r— =d"*''zfdfl^»  ér^  équlyafit  kf^,  ou  bien  encore  écrirç 

explosions  qui  se  déduisent  de  celles  de  A"*»  (Sgi)  >  en 
affectant  l'exposant  m  un  signe  •— . . 

407.  L'intégration  par  parties  se  pratique  sur   les 
différences  aussi  bien  que  sur  les  différentielles.  Soient 
P  et  Q  deux  fonptîpns  quelconques  des;  on  fera 
xPQ=QxP+ii, 
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%  étant  une  fonction  inconnue  tle  la  même  yarîable  ; 
et  prenant  la  dîfféï'ence  de  clieque  membre  de  cette 
équation,  ou  aura 

doTcloppant  etréduisant,en  observant  que  ÇzaP==:PQ, 
il  viendra 

o=AQs(P4-aP)  +  Aa,    qu    A«  =  —  AÇs(P4-AP), 

et  par  conséquent       *' 

puis 

XPQ  3^  QZP  —  2:AQ2(P  +  AP).  .........  {A) y, 

formule  qui  devient 

SPC  =»  QrP  —  XùQlP,       (î), 

lorsqu^on.  écrit  P,  pour  P-^-^P: 

Si  dans  la  formule  {A)  on  cbange  Q  en  AQ,  P  en^. 
T^Pi,  et  qu'on  observe  que 

2P.  -f  ASP,  =S(P,  +  APx)  à=z  2P., 
on  en  déduira 

ÏAÇSP.^  AQs'Pj—  ?A*ÇS«P, , 
et  la  formule  (i)   deviendra 

SPC  =  QUP  —  A(>S»P.  +'«^*Q2;'^»       (2*)-. 
Changeant  ensuite  dans  Téquation  {A),  Q  jea  à^Q^^ 
P  en   S*P^ ,  puis  remarquant  que    . 

X'P^^A^^F^^X'JPu, 
on  trouvera 

SA*QS=»P,=:  A*Ç23pv—  SA^ÇS^Ps, 

et  la  formule  (a)  deviendra 


l 
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ce  qui  conduit  à  l'expression  élégante 

SPC  =  Q2P  —  à  Ql^P  ,  +  A*  ÇS^P, 

— A3Ç2^P3+ A+Çl^P^  —  etc., 

donnée  par  Taylor,dons)es  Transactions  philosophiques* 
Si  l'on  y  met  pour  .P, .  P^,  Ps^ctc,  leurs  .valeurs 6n 
Fi  et  qu'on' ieflfectue  les  intégrations  qui  deviennètit 
possibles ,  elle  se  change  en 

2PÇfe=Ç2:P— AQ(z»P+sP)+A*Ç(i:3p4.22:.p4.rp) 
— A3Q(r^P+3r^P+3s-P+2:P)4-etc. 

Cest  sous  cette  forme  que  Condorcet  l'a  présentée 
dans  son  Eèsaisur  l' application  -de  ^Analyse  à  Ictpro^ 
bdhilité  des  décisions  j  page  i6â. 

Elle  s'arrête  toutes  les  fois  que  la  fonction  Q  mène 
à  dés  différences  constantes  dans  un  ordre  quelconque  ; 
et  si  la  fonction  P  est  susceptible  d'un  nombre  suffisant 
d'intégrations  successives,  on  parvient  à  l'intégrale  exacte 
de  la  fonction  PC. 

Application  du  oalcul  des  différences  à  la 
sommation  des  suites. 

4o8.  Dans  une  suite  quelconque 

» 

U  y    Ui  f    Uay  •  •  •  Z^n— 1  y    ^n > 

le  terme  général  ti^  peut  être  regardé  comme  la  diffé- 
rence de  la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  termes 
qui  le  précèdent,  en  sorte  que  si  l'on  fait 

on  aura 

A«S|,.,  =  M„     et     iSrt...  =  2w»    (394)- 
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Il  suit  de  là,  qae  la  somme  entière ,  en  y  compre- 
naat  le  terme  général ,  sera 

On  Yoit  aussi  que  S»  résultant  de  S^^i  par  le  chan- 
gement de  n  enrt'^if  l'espréssion  de  Sn  peut  se  dé* 
duire  de  la  même  manière  de  celle  de  2i#k. 

Si  donc  f  (;r)  désigne  le  terme  général  d'ane  série 
quelconque ,  dans  laquelle  ht  différence  de  la  variaUe 
indépendante  soit  h,  la  somme.de  cette  série ^  qne  je 
représenterai  par  Si^x)  ;  sera 

ou  bien  s'obtiendra  en  mettant  X'+'h  au  lieu  de  x , 
dans  X({x)  ;  et  il  ne  faut  pas  manquer  d'ajouter  au 
résultai  une  constante  arbitraire. 

Lorsqu'on  ne  demande  la  somme  de  la  suite  que 
pour  des  valeurs  entières  de  l'indice  >  la  constante  ar- 
bitraire étant  alors  une  véritable  constante  (395) ,  $e 
détermine  comme  celle  des  intégrales  aux  différco- 
tielles.  Si  l'on  fait  commencer  la  suite  au  terme  cor- 
re^)ondant  a  l'tndiee  «ssea,  et  que  Vùn  ait  en  général 

iJf(ir>~F(«), +  «)»»#,, 
il  faut  que 

F(a)  +  const.  =  f (a) ,  d'o4  const.  =  f (a)  —  F(a) , 

S£{x)^F{M)^Fiay^î{a). 

Si  Ton  arrête  la  suite  au  terme  correspondant  à  l'in- 
dice x^ia-^nh,  il  viendra  | 

f(a)  +  f(a  + A)  +  f(a  +  2A). . . .  +  f(a  +/iA)  = 
F(a-h/i/0— F(a)+f(a), 

ce  qui  se  réduit  â 


/"  1 
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f(a  +  ky   -f  fia  +  2h). . .  ♦  +  f(«  +  nA)  =5 

et  montre,  comme  on  (levait  s'y  attendre,  que  le  terme 
f(a)  ne  fait  point  partie  de  la  somme  <Si(s)y  prise  entre 
les  limites  xsza  et  xzrsà  '^nhyioais  que  si  l'on  Teul 
englober  ce  terme,  il  faut  prendre  la  somme  depuis 
jfssa'—  h  jusqu'à    x=ia-j^nh. 

V 

409.  Yeitons  maintenant  aux  applications,  .on  dé- 
duira des  formules  du  n®  3g8 , 

x(3c  +  h)Cx+!ih)....(x  +  mh)    ^__^ 

ô^i+T)S +  ^^'^''• 

elpressions  au  moyen  desquelles  on  obtiendra  les 
sommes  des  séries  directes  et  inverses  des  nombres  fi- 
gurés (*). 

Pour  les  premières ,  dont  les  termes  généraux  sont 

X  »{X+1)  X{x+t)ix  +  !l) 

I  '  X  .2  I  .2.3 

on  fait  A:^i,  et  successivement  »»=  i ,  m:=iij  etc.;; 
il  vient 


^f^^iî+O+cort,*., 


^*^{^+i)_^x+i)ix+!i)  ,   _  /     • 
i.a  ï.2.3 

(*)  Voyez  pour  ces  iéries  le  CompL  des  Elem.  d* Algèbre. 
Il  CSC  bon  de  remarquer  quelles  sont  identiques  avec  lei  coefBctens 
ckeS'pttisftances  d«  t,  dan*  V9  d«veloppeoient  àé  {x-^iy-». 
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1.2.3  . i  2.3.4 

etc. , 

où  l'on  peut  3ap{>r.inier  les  cohs  tan  tes ,  parce  que  toutes 
ces  ex  pressions  s'évanouissent .  quand  x  =  o. 

Passant  aux  séries  inverses ,  dont  les  termes  généruax 
sont 

I  1.2  1.2.3 


X 


'  ïô^+ô»  :<î+i)(,+2)'  ***^' 


on  trouve  1a  seconde  formule  en  défaut  ponr  la  pre- 
miëre  sériera  cause  du  diviseur  1 — i  ;  niais  pour  les 
autres ,  on  a 

<x+i)  x+u     . 

xÇx+iXx-Jru)  ix+iXx  +  2,)^ 

etc. 

En  déterminant  les  constantes  pour  que  les  sommes 
partent  du  premier  terme,  qui  est  l'unité  dans  chaque 
série,  on  trouve  les  expressions 

2  2  3 3 

qui,  se  réduisant,  à  *,  |,  etc.,  lorsque  x  est  inBni^ 
donnent  les  limites  des  séries 

III J  .2.3 

'  +  4"^7^  ^  20"  '  •  '^xlXrf-l)ix^:t)^^^'''' 

etc. 

410.  En  mettant  x  +  h  ^u  lieu  de  x,  dans  Texpres- 

sion  de  Xop*  (4®i)>  on  obtiendra  de  même  Sx"*,  c'est- 

/ 


DE    CALCUI.    INTÉGRAL.  6og 

à-(lire  la  somme  des  séries 

I,  2"»,  3«, x"^. 

Si  l'on  développe  en  particulier  Sx*y  et  qu'on  fasse 
A=i,  il  viendra,  après  les  réductions, 

iS!ap'==— g h  COTISA., 

pour  la  somme  de  la  suite  des  quarrés  x ,  4»  9?  •  •  •  •'*• 
4ii.  On  conclura  des  numéros  4o3>  4^4>  <ï^^ 

ci". — I 

^  .  cos(*4-ïA)   , 

5  sm«  =3 .^ — :— --r —  +  const, , 

Pour  obtenir,  par  exemple,  la  somme  de  la  série 

sin àf     sîn (a  +  A) , . . . sin  (a-^nh)  , 

il   faudra  prendre    «Ssina;,  depuis  x^=>a — h  jusqu'à 
x-^ria^-nh   (4o8),  et  il  viendra 

•cos(a — lh)--^os{a+nh +ih) s\o{a+{nh)s\nl(;ri+  i)h 

^       asin^A  sin^^ 

L'expression  générale  de  Xu  du  n^  4^^»<^^nne  aussi 
pour  «$2^  une  formule  générale  dont  on  trouvera  plus 
loin  (435)  une  application  remarquable; 

Z?e  V intégration  des  équations  auoQ  différences 
à  deux  variables. 

4t2.  Jusqu'ici  j'ai  supposé  que  la  différence  de  la 
fonction  cberchée  était  donnée  explicitement  par  la  va- 
riable indépendante;  je  vais  maintenant  m'occuper  fles 
Cah,  intègr.  3^ 
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cas  où  l'on  a  seulement  une  équation  contenant  cette 
fonction  ,  ses  différences  ,  la  variable  ÎDdépendanle 
et  son  accroissement.  Si  la  fonction  y  dépend  de  la  va- 
riable X  dont  l'accroissement  soit  constant,  l'équation 
proposée  sera  comprise  dans  la  formule  générale 

F(*,  y,  Ar>  ^V»  elcO  =  o. 
Il  est  à  propQs  d'observer  que  Ton  peut  en  faire  dis- 
paraître les  différences  Ay,  A'j',  etc. ,  en  les  rempla^ 
çant  par  les  valeurs  consécutives  de  y  ,  puisqu'on  a 
£,y  =  y,  —  y,     ù.^y  =  y^^  ay,  +  y,  eta     (877); 
et  le  résultat  prendra  la  forme 

^Qc,  yy  yiy  y^y  etc.)=o, 

dans  laquelle  on  voit  que  toute  équation  aux  diffé- 
rences fait  connaître  la  valeur  de  là  fonction  cber- 
cbée,  par  le  moyen  d'un  certain  nombre  de  valeurs 
antécédentes. 

Si  l'équation  était  du  premier  ordre,  par  exemple, 
on  aurait  yi ,  par  le  moyen  de  y\  si  elle  était  du 
second,  on  en  tirerait  y^y  exprimé  par  y^  et  parj", 
et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  de  s'apercevoir  qu'une  équation  quel- 
conque aux  différences  équivaut  à  une  série,  dans 
laquelle  on  obtient  cbaque  terme  par  le  mojr<m  de 
sa  relation  avec  ceux  qui  le  précèdent  et  avec  l'in- 
dice qui  marque  le  rang  qu'il  occupe.  En  effet,  lors- 
qu'on a,  par  exemple,  ^a  =  f(«,  ,y ,  yC)^  on  en  dédoit 
y^^îix^-h  y  yx,  >),  yj^^îdx+'ihy  y^  ,  j/3),  etc., 
h  désignant  l'accroissement  de  x ,  et  l'on  forme  ainsi  la 
sJrie 

yy  y^j  y^y  yzy  y^j  etc., 

a»  moyen  de  ses  deux  premiers  termes. 
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Ce  cad  particulier  suffit  pour  montrer  que  dariB  la 
sérié  résultante  d'une  équation  quelconque  aux  diffé- 
itmesj  il  y  aura  toujours  autant  de  termes  arbitraires 
quHl  y  a  d^unités  dans  l'exposant  de  l'ordre  de  cette 
équation, 

4i3.  On  peut  changer  toute  équation  aux  diiFérences 
en  une  équation  différentielle  d'un  ordre  infini,  en 
substituant ,  au  lieu  de  Ay ,  ù,y ,  etc. ,  leurs  dévelop- 
peraens  d'après  le  n°  Sgi;  et  il  n'est  pas  moins  évident 
que  l'on  convertirait  aussi  toute  équation  différentielle 
ea  une  équation  aux  dtfféreiiees  d'un  ordre  fnfîni  / 
en  remplaçant  les  coeiBciens  différentiels  par  leurs 
développemens  tirés  de  la  formule  du  n?  392. 

Il  ne  paraît  pas  que  ces  transformations,  quiont  Tin* 
convénient  d'introduire  un  nombre  infini  de  termes , 
puissent  être ,  en  général ,  fort  utiles  pour  l'intégration 
des  équations;  mais  elles  sont  tr^s  propres  à  faire  sentir 
ce  qui  distingue  le  Calcul  différentiel  du  Calcul  aux  dif- 
férences. Elles  prouvent  que  parla  nature  de  ce  dernier, 
les  différen(5és  de  la  variable  indépendatite  doivent 
être  nécessairement  déterminées;  car  si  l'on  avait  une 
équation  entre 

x,  yy  àx,  Ay,  iiy,  etc., 

dans  laquelle  l'accroissement  Ao; detneurât  indéterminé, 
qu'on  la  développât  suivant  les  puissances  de  AXy  ùy, 
A"j^,  etc.,  ce  qui  lui  doixnerait  la  forme 

Jàx-j-BAjr^ 
+  Cùx""  +  DAxAy  +  Eùy* 
4.  etc. 

on  y  pourrait  substituer, au  lieu  de  Ay,Ay,  etq,,  leurs 
développemens;  et  comme  Ax  y  resterait  encore  in- 
>déternriné,  H  ÏÀudraît  que  lés  coefficîens  des  diverses 

39.. 


y^+Fày\=zo, 
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puissances  de  cet  accroissement  s'éTanonissent  tf  eux- 
mêmes.  On  obtiendrait  ainsi ,  entre  les  variables  x,  y 
et  leurs  dilTérentielles ,  un  nombre  infini  d'équations 
qni  devraient  s'accorder  entre  elles,  pour  que  la- pro- 
posée signifiât  quelque  cliose -,  et  dans  ce  cas,  elle  ne 
serait  équivalente  qu'à  la  première  de  ces  équations, 
dont  les   autres  deviendraient  les   différentielles  suc- 


cessives* 


En  ne  supposant  l'équation  aux  différences  que  du 
premier  ordre ,  ce  qui  la  réduit  à 

et  prenant 
il  Tient 


-s 


d'où  Ton  tire 


et  si  cette  suite  d'équations  ne  peut  avoir  lieu,  la 
proposée  ne  pourra  se  vérifier  qu'en  assignant  à  Ax 
une  valeur  particuliëre. 

414.  Ces  préliminaires    posés,  fentre  en  matière 
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par  l'Intégration  de  l'équation  générale  du  premier  de- 
gré et  du  premier  ordre.  Je  suppose  que  la  dîlTérence 
de  la  variable  X,  ou  A^r,  étant  i,  on  ait  Péquation 
Ay  +  /'y=Q,  analogue  à  Téquation  différentielle 
traitée  dans  le  n**  285;  un  procédé  semblable  à  celui 
du  n"  cité  conduit  à  l'intégrale  de  la  première. 
Si  l'on  fait  yzzzuz^  il  Tiendra 

ty  =  i^Ajç  -f-  zùku  -t>  ^uL%  y 

ce  qui  changera  l'équation  proposée  en 

uAz  +  «^»  +  ^uAz  +  Pusi  ==  Q  ; 

et  posant  séparément  • 

z^u  +  Pua  s=  o ,    ou    Al*  -f-  Pu  ^=  o , 

il  restera  uAjs-|->  Ai^2=:  Q,  d'oïl  l'on  tirera 

Ag  =      \     ■     et    z=zX—^^—î 
U'f'Au  .  M-f-Aw 

la  question  se  réduit  donc  à  intégrer  l'équation 

Au  +  Pu  =  o , 
dans  laquelle  on  peut  séparer  les  variables,  en  lui  don- 
nant la  forme  —  =  —  P ,  puisque  P  est  supposé  ne 
contenir  que  x.  Soit  «5=^',  il  en  résultera 

Au  —  ^U^^—i)  et  —  =sc^'— jic=  — P, 
u 

d'où  l'on  tirera 

e^^zni^P,    A^  =  l(i— P)  et  /=Sl(i— P). 

Mais  la  somme  des  logarithmes  de  la  fonction  i  —  P 
répond  au  produit  continuel  des  valeurs  snccessives 
que  reçoit  t-^P  entre  les  limites  de  l'intégrale,  c'est- 
à-dire  à 
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4P 

si  l'on  désigne  ce  produit  par  []i — P^^  ,]  ,  ^exposant  x 
mjfrquant  le   nombre  des  facteurs^  on  aura 

d'oii  l'on  conclura 

et  si  l'on  fait  attention  que  M+Au=a, ,  on  obtiendra 

b4-^«=[i— PJ  et  «  =  ï ^^, 

ce  qui  donnera  enfin 

la  constante  arbitraire  étant  comprise  dans  l'intégrale 
indiquée. 

Cest  à  peu  près  ainsi  que  Lagrange ,  qui  le  premier 
fit  voir  l'analogie  que  les  équations  aux  différences  du 
premier  degré  ont  avec  les  équations  différentielles 
du  même  degré ,  a  intégré,  en  1761 ,  l'équation  traitée 
ci-dessus-,  il  appliquée  ensuite  son  résultat  à  Téquation 
yiSsRy+  Q,  qui  revient  k  j^+Ay  =  /îy  +  Q.  En 
compat*ant^cett^  dernière  avec  Ay -f-  ^=  Q  ,  on  a 
P  =  i— /{,  i— Pr=:^,  et  par  conséquent 

Quoique  le  diéveloppement  du  produit  \^i — -P«— i] 
sei^ble  supposer  que  Ijk  di^rence  de  x  soit  ég^le  à 
l'unité ,  on  peut  néanmoins  conserver  l'expression  pré- 


i 
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céilente^  lor$qtie  Ajt  =  ^,  en  concevant  qu'elle  répond  h 

(I  — /"x-OCi— Px-gOO— Px-sà)  etc., 
ou  bien  transformer  Féq  12a tlon  proposée  en  une  autre, 
en  faisant  x  ?=  hx'^  ce  qui    donnerait   Ax=:  /«A*'    €t 
Ax'=i. 
Lorsque  le  coeflicicnt  R  est  constant^  on  a 

et  s'il  en  est  demême  de  Q,  l'iritégration  indiquée  s'ef- 
fectue facilement  :  on  obtient  dans  ce  cas 

En  général  ,Ja  valeur  de  y  pourra  être  délivrée  du 
signe  dMntégratîon  toutes  les  fois  que  Q  sera  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière. de  x. 

41 5.  C'est  la  méthode  donnée  par  d'AIembert,  ponr 
les  équations  différentielles  du  premier  degré ,  et  dont 
j'ai  fait  connaître  l'esprit  (820),  que  Lagrange  ap- 
plique aux  équations  de  ce  degré  et  d'un  ordre  quel* 
conque  aux  différences;  mais  j'emploierai  ici  le  pro- 
cédé par  lequel  il  est  revenu  sur  ce  sujet  en  1776,  et 
que  j'ai  déjà  exposé ,  d'après  lui ,  pour  les  équations 
différentielles. 

Premièrement,  la  valeur  complète  de  y  s  satisfaisant 
il   Féquation 

d'un  ordre  quelconque  et  du  premier  degré  par  rapport 
à  la  fon<>tion  y^^  s'obtient  coiftme  celle  de  y  dan«  le 
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n®  309 ,  lorsqu'on  en  connaît  un  nombre.;»  de  râleurs 
particulières;  car  il  est  dair  que  si 

y  ai  y  SI  y  S9  •  ••  • 

sont  des  fonctions  de  x  qui  satisfassent  séparément 
à  Fcquation  {^A) ,  l'expression 

j  satisfera  pareillement ,  sans  détermination  des  cons- 
tantes C,  C%  Cf  etc.  ;  et  quand  le  nombre  de  ses 
termes,  supposés  absolument  irréductibles  entre  eui, 
sera  n ,  elle  sera  l'intégrale  complète  de  celte  équation, 
puisqu'elle  renfermera  n  constantes  arbitraires. 
Secondement^  l'équation 

ya+,+PsyM^n^x+Qaya+n-*'.^+V:,y^=r:^  (/?), 

qui  a,  de  plus  que  la  précédente,  un  second  membre 
dépendant  de  jp  seul,  s'y  ramène  de  même  que  dans  le 
n"  3 14,  en  regardant  les  constantes  C,  C,  C,  etc., 
comme  des  fonctions  de  4r«  Dans  cette  hypothèse, 
l'expression 

^,  =  C^y.  +  C^y\^  C^y''^  +  etc. 

conduit  d'abord  à 

résultat'  qui  se  transforme  en 

-y,^.=  C,/,+.  +  CVVi  4-  CV^-hc  +etc. 
+  y.^ACs+  y\^x^C\  +  y\^ACr.  +  etc., 
en  mettant  pour  Cj._^, ,   C'^^^ ,  etc. ,  leurs  valeui^ 

C^  +  AC^,     C',  +  AC"^,etç., 
et  se  réduit  à 
yx^x^C^y^^,  ^.C^y\^,  +  C^\^,^  etc.. 
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lorsqu'on  pose  * 

y,^.AC,  +  /,+.AC%+^V,AC*,  +  etc.  =0  (0 , 

de  même  que  si  les  quantités  C,,  C^»  C*x>  etc., 
fussent  demeurées  constantes.  En  faisaijit  de  nouveau 
varier  Xt  on  obtiendra 

résultat  que  l'on  réduit  à 

par  la  supposition  de 

y*+*A^*+  J'^+.A^"*  +y*4..AC^*+etc.=o  (2). 

Faisant  varier  «  une  troisième  fois  ,  on  parvient  à 

^,4.3  =  C'^/^^s  +  C^*/*+s  +  C^,j^  Va  +  etc. , 
en  posant 

y^+sAC^,  +/x+3AC%  +  A+3AC%  +  ctc.=  o  (3), 

et  Ton  continue  ainsi  jusqu'aux  équations 

yx+„_xA(r,-+  /,4-«-.AC"x+  y,+„..Acr,+etc.=o  (;»-,). 

Maintenant;  si,  dans  la  valeur  de  j^+n^iy  on  change  * 
en  ar  4"  I ,  on  trouvera 

j^*H.-=  (^x/x+n  +  C\y\^n  +  ^%y*+»  +  etc. 

,    ^y'x^nC^c, + y,^„Ac% + y v-AC-', + etc.  ; 

mettant  dans  l'équation  {B)  les  valeurs  de 

en  observant  que,  par  Vhypotlièse  et  d'après  l'équa- 
tion (^)^ 
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^x+n  +  ^x/ %+«-.+  Qxy%4-«-t  •  •  •  +  ^*y*  =  O  7 

etc. , 
il  restera 

/x-H^AC+yx+nAC^^+y^^/lC-^+etC.rirF,    («). 

Oa  conçoit  facilement  qa'avec  le  secours  des  équa- 
tions (i)  ,  (2)  ,. . . .  (n — ï) ,  (n) ,  on  déterminera  en 
fonctions  de  x,  les  différences  àkC^g^  AC*jc ,  AC*x  >  etc. , 
ce  qui  réduira  la  recherche  des  quantités  C,  C,  C,  etc., 
h  l'intégration  des  fonctions  d'une  seule  variable. 

4'^'  ^^  ^^  ^^^^  P^'  intégrer  en  général  Véquat ion 
(/^);  mais  lorsque  ses  coefîlciens,  au  lieu  d'être  des 
fonctions  de  x,  sont  des  constantes  ,  (|ue  l'on  a  seule- 
ment 

on  y  satisfait  en  faisant  j',  =  /»*,  d'où  il  résulte 

yx^i  =  wi**^',    yx-^%  =  m'^, yj,+n  =  m'^  ; 

car  elle  devient 

et  se  vériGe  si  l'on  prend  pour  l'indéterminée  m, 
les  racines  de  cette  dernière.  Si  donc  l'on  désigne 
par  m,  m  ^  mT^  etc. ,  ces  diverses  racines ,  on  aura 
(n*  précédent) 

y:,  =  CW'  +  Cm!"^  +  C*//*"'  + 

Cette  compression  présente,  par  rapport  aux  quantités 
/»',  /»",  irTy  etc. ,  les  mêmes  ch'constaaces  que  l'inté- 
grale de  l'équation  différentielle 

Ay  +  Pàxà'^-'y  -f-  Qàx^à*-y  . . . .  +  Uyix^  =  o. 
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Il  peut  arriver  que  parmi  les  racines  de  réquation 
(A") y  il  s*en  trouve  d'imaginaires  ou  d'égales  entre  elles. 
Dans  le  premier  cas,  on  revient  aux  quantités  réelles 
par  des  transformations  analogues  à  celle  du  n^Sio. 
Dans  le  second  cas,  pour  rendre  complète  l'intégrale 
qui  à  cessé  de  l'être ,  on  a  recours  à  l'artifice  employé 
dans  lé  n°  3 1 1 . 

4 1 7.  L'équation  {A'),  pouvant  être  considérée  comme 
exprimant  la  nature  d'une  série  dont  un  terme  quel- 
conque, représenté  par^^^m  dépend  des  n  termes  qui 
le  précèdent ,  se  rapporte  aux  séries  récurrentes  (Corhpl. 
des  Élém  d^Alg.)  dont  le  terme  général  est  y^  et  dont 
l'échelle  de  relation  est  r 

-P,     -Q. —  ^'' 

l'intégration  de  cette  équation  répond  donc  à  la  re- 
cherche du  terme  général  de  la  suite  proposée;  mais 
en  n'ayant  égard  qu'à  la  loi  de  sa  formation ,  les  n  pre- 
miers termes  de  cette  suite  sont  nécessairement  arbi- 
traires-, et  si  on  les  suppose  donnés ,  en  Içs  désignant  par 

jo,  ji>  y»>  ysy . — j^«-i> 

on  pourra  former  les  équations 

y,  —C  +C        +Cr  +etc., 

y,  =CW  +Cmr     +Cmr  +etc, 

y^  z=^Cni''  ^Cm!"^    +  Crm'*  4-etc., 

y^  =Cm'^  +Cmr^    +  Cm''^  +etc., 

yn^,  =  Cm'''"  +Cm"''-'  +  C'Tn!"'-^+  etc. , 

^u    moyen  desquelles  on  déterminera   les  constantes 

C,   C,  (y y .  • dont  le  nombre  est  aussi  égal  à  ». 

Lia  résolution  de  ces  équations,  qui  ne  sont  d'ailleurs 
que   dtj   premier  degré,   peut  être  simplifiée  par  des 
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artifices  dont  Pexposilion  ne  saurait  entrer  dans  en 
Traité  élémentaire  :  je  me  bornerai  à  faire  observer 
ici  que  cette  recberche  se  lie  avec  celle  des  lais  des 
phénomènes ,  d'après  les  observations. 

4i8.  Les  constantes  arbitraires  qui  complètent  les 
intégrales  aux  différences,  étant  des  fonctions  arbitraires 
(395)  ,  ne  peuvent  être  déterminées  en  assujettissant  ces 
intégrales  à  satisfaire  à  un  nombre  limité  de  valeurs 
données  ;  car  il  est  visible  que  toute  fonction  arbitraire 
comprend  implicitement  un  nombre  infini  de  valeurs 
arbitraires.  Soit  pour  exemple  l'équation 

y 9  =  jï^(sin  asrof ,  cos  2srx) , 

de  laquelle  on  doive  tirer  un  certain  nombre  de  valenn 

yo  =  a,    y,=a',    ^.  =  0",  etc. 

Si  ces  valeurs  répondent  à 

4P=:o,      jc=i,      x  =  2,  etc.  , 

on  ne  pourra  satisfaire  en  général  qu'à  la  première  des 
conditions  imposées  ;  car  dès  qu'on  aura  assigné  pour 
^(sinasrx,  cos23r:v),  une  première  valeur  détermi- 
née, de  laquelle  il  résulte  y o  =ï=  «  >  cette  valeur  devant 
se  retrouver  la  même  pour  les  indices  x=i,  x=l2,  etc., 
il  s'ensuit  que  les  valeurs  de  j,  relatives  à  ces  indices, 
sont  aussi  déterminées  :  il  faut  donc  que  les  quantités 
données  a, a",  etc. ,  correspondent  à  des  indices  inter- 
médiaires. 

Si ,  au  lieu  d'assigner  un  nombre  limité  de  valeurs 
isolées,  indépendantes  les  unes  des  autres  ,  on  suppose 
que  dans  l'intervalle  compris  entre  a:  =0  et  jr  =  i, 
l'expression  j",  doive  fournir  les  mêmes  valeurs  qu'une 
équation  donnée  j"*  ==f(ar),  la  question  sera  déter- 
minée. En  effet;  s'il  s'agissait  de  trouver  la  valeur  de  y 
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qui  correspoi^d  à  ua  indice  égal  à  un  nombre  entier 
quelconque  m  y  plus  une  fraction  n^  soit  comraensu- 
rable,  soit  incommensurable ,  "on  calculerait  la  valeur 
Aeyn,  d'après  l'équation  j^x  ^=  t'W  ;  et  compjirant  le  ré- 
sultat avec  celui  que  donne  alors  l'équation 

yn  =  Xn^  (sîn  2,xn  ,  cos  awn), 

on  aurait ,  pour  ce  cas ,  la  valeur  de 

^(sin29r;i,  C0S23r/z)^ 

qui  doit  être  la  même  que  celle  de 

ç[sinaflr  (»»+»)>  cos  2w(iï» +  /»)], 

m  étant  un  nombre  entier  :  l'équation 

^,  =  X^(sin  2sr:p  ^  C0S3sr«)^ 

devenant  par  là 

ym^n  =  Xm^^  (sîn  2sr7» ,  COS  ^xn)  y 

serait  tout-à-fait  déterminée. 

La  seule  condition  à  laquelle  soit  assujettie  Péqua* 
tion  yx  =  î{x) ,  c'est  qu'on  en  tire  pour  y^^  et  pour  j, 
les  mêmes  valeurs  que  de  l'équation  .  « 

j^^  =:  X^  (^in  2sr*  ,  cos23r^}. 

4'9*  ^3  considérations  géométriques  éclaircissent 
bien  ce  qui  précède.  Voici  d'abord  comment  on  peut 
représenter  par  le  cours  d'une  ligne ,  l'équation  très 
simple  Ay  =  0.  Si  l'on  construit ,  sur  la  droite  u4R  y 
Jig.  63,  menée  à  une  distance  quelconque  de  l'axe  des  fio«63. 
abscisses  OX,  parallèlement  à  cet  axe,  et  divisée  en 
*  parties  AAy  A'jf^  A'A^^  etc.,  égales  à  ù^ j  des 
courbes  telles  que 

dBA'B'A"B''Ars,  ACACA'CA'T,  ADA'D'A'D'ArV.étci, 

passant  par  les  points  A^  A  ^  A^t  AT^eXc^^et  composées^ 
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entre  ces  poSnU,  de  partiea  égales  et  semhlaMes,  ces 
courbes  satisferont  à  l'équation  ty  =:  o.  Cela  est 
d'abord  éVîdent  pour  les  points  A^  \A\  A",  A!' y  etc.;  et 
Ton  voit  ensuite  que,  prenant  APzszx,  AP'  =  jp-+-Ajp, 
les  arcs 

AL  et  A^V,    AM  et  AM%    AN  et  À'N\  etc. 

étant  égaux  et  semblables^  les  ordonnées 

LP  et  Z'P',    MP  et  M'P',    NP  et  N'P\  etc., 

seront  aussi  respectivement  égales,  et  l'on  aura  par 
conséquent  pour^^cbaqae  courbe,.  Ay  =  Oi 
'  La  condition  ù^yz^o  n'entrainant  point  la  conti- 
nuité dans  les  résultats,  les  courbes  AS,  AT,  AU  y  etc., 
r.e  seront  poin^  ^assujetties' à  cette  loi.  Le  polygone 
EFE'FE'F'E^V^  composé  de  parties  semblables 
EFEy  E^FE" y  etc.,  donne  également  Ay=o,  aux 
intervalles  marqués  par  Lx\  il  en  serait  de  même  d'une 
suite  d'arcs  égaux  et  semblables*]  d'une  courbe  quel- 
conque, assemblés  d'une  manière  discontinue ,  comme  le 
sont  les  arcs  GH,  &M\  G"H\  etc. 

11  est  visible  que  l'équation  j'=çr«în' ,  cos  — -  j 

donne  lieu  à  des  lignes  qui  satisfont  aux  conditions 
ci-  dessus. 

420.  Passons  maintenant  à  l'équation  générale  du 
premier  ordre  Ay=F(a;,  y).  Ayant  clioisi  arbitraire- 
•  '  ment ,  ou  déterminé ,  suivant  les  conditions  de  la  ques- 
f  16.64,  tîon,  le  premier  point  B^fig.  64  ,  de  là  courbe  cher- 
cbée ,  comme  l'équation  p;'oposée  n'apprend  rien  sur 
tous  les  points  correspondans  à  la  portion  d'abscisses 
AA'^s^ùkXy  et  qu'elle  donne  seulement ||  l'ordonnée 
A'B'  :=,yi ,  on  pourra  faire  pasàer  par  les  points  B  et 
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&  y  nne  portion  d'une  courbe  quelconque.  Cela  fait, 
pour  obtenir  la  portion  correspondante  à  Tabscissê 
A' A"^  on  prendra  en  arrière  d'an  point  quelconque  P' 
de  cette  abscisse  9  une  distance  PP'  =  ^>^'=  A*  ,  et 
élevant  Tprdonnée  Pilf,  on  mènera  Mlf  parallèle  à 
PP'\  tirant  ensuite  de  Féquaiion  Ay=rF(jF,  y)j  la  va»- 
leur  de  Ay  pour  l'abscisse  AP,  celte  valeur  donnera  la 
droite  ZXW,  qui,  jointe  à  P'J^  zz=iPMj  fera  connaître 
le  point  M\  On  trouvera  de  mêine  tous  les  points  de 
l'arc  B' B"  \  cet  arc ,  employé  à  «on  tour  comme  l'are 
BB\  donnera  ceux  4"  troisième  arc  5*^'^,  et  ainéi 
de  suite. 

Il  est  évident  que  Ton  pourrait,  par  le  même  pro- 
cédé, continuer  la  courlxî  en  arrière  du  point  A  ^  et 
que  dans  tous  les  cas  elle  satisfera  à  l'équation  pro- 
posée ,  puisque  les  difiPérences  Ly  =  lyM'  auront  des 
valeurs  conclues  de  cette  équation  :  )e  laisse  au  lec- 
teur à  faire  l'application  de  ce  p^océdé  aux  équations 
de  second  ordre  et  des  ordres  «uporietws. 

421.  On  n'a  considéré  ici  les  équations  aul  diffé- 
rences que  dans  l'hypotbèse  de  Ùx  "rs:  ùoiist,  ;  maïs 
lorsqu'on  suppose  cette  dernière  différence  variable, 
le  sujet  prend  beaucoup  d'étendue,  ainsi  qu'on  s^en 
pourra  convaincre .  par-la'  qucstign  suivante  : 

Soit  ç{\)  une  fonction  inconnue  de  x  ^  telle  ^  que ,  si 
l'on  y  change  x  e^i  {(x)j  puis  en  F(x)  >  F  et  £  désignant 
des  Jonctions  données  j  lea  ^xprertsions  correspondantes 
^[^(^)]-»  ^[^W]-»  ^icnt  entre  elle»  ujte  relation 
donnée, 

Laplace  a ,  par  uv^  procédé  fort  simple,  ramené 
ce  genre  de  problèmes  à  des  équations  aux  différences 
cil  la  variable  indépendante  ne  reçoit  que  des  accrois* 
scmens  constans.'  Pour  cela,  il  pose  f  (j;)  =  i^c,  • . .  • 
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F(x)  zsun^i  I  Um  représentant  une  fonction  inoonnne 
de  la  Tariable  s  ;  et  si  l'on  peut  résoudre ,  par  rapport 
k'X,  la  première  de  ces  équations,  on  en  tirera 
»=f,(tt,),  yaleur  qui  transformera  F(x)=a»^,  en 
«.^.,=F[f/i/«)],  équation  aux  difierenccs  où  la  va- 
riable s  croit  seulement  de  l'unité.  Lorsqu'on  saura 
intégrer  cette  équation ,  on  aura  l'expressîoa  de  Ug,  t$ 
fonction  de  «  ;  on  obtiendra  aussi  x  en  fonction  de  s; 
les  fonctions  ^  [F (s)]  et  ^[f  (or)]  deriendroot  res- 
pectiyement  ç  (jua^i)  >  ^C".),  et  l'on  pourra  les  repré- 
senter par  ^«^.t }  ^«9  ce  qui  ch^gera  en  une  équation 
aux  différences  de  la  forme 

la  relation  donnée  entre  les  deux  états  par  lesquels  doit 
passer  la  fonction  f  • 

Je  prendrai  pour  eiiemple  l'équation 

pour  laquelle  jp=Ua^  ^^zzzu^^f  Delà^  on  conclut 
aisément  z^«4.i  =  2z^«^  équation  dont  l'intégrale  est 
K.=  C.2*  (4i4), 

Posant  ensuite  f(4r)=j'»,  ?(2*)=J^»+i>  Téquation 
proposée  devient 

et  a^intègre  en  j  faisant  d^abord 


tf=i,     j^,  =  a  +  -, 


ce  qui  conduit  à 


I 


^^.=«•-1--, 


a- 


^»=«*+5» 
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fi  .      ï 

J.^  =  «S  ^ 


a" 


az  =  a'        + 


a^'"' 


La  dernière  de  ces  valeurs   est  Fînlégrale  complète, 
puisqu'ellerenferme  une  quantité  arbitraire  a;  etréqua- 

tion  ^.a«=:ar,  donnant  *"'=-^,  on  aura 
^  2C 

résultat  qui  revient  à 

(P{x)  =  6'  +  i-*, 

si  Ton  pose  è=:«^^. 

Il  faut  remarquer  que  les  conslatites  a  et  C  sont 
des  fonctions  qui  ne  changent  pas  quand  z  devient 
«+i   (SgS),  et  par  conséquent  lorsque x  devient  2x. 

4a3.  Combinant  toujours  chaque*  louveau  point  de 
vue  sous  lequel  les  grandeurs  peuvent  êlre  envisagées, 
avec  les  précédens,  les  Analjsles  considèrent  encore 
des  relations  entre  les  différences  et  les  coefficiens  dif- 
férentiels des  fondions  inconnues;  et  ^e  là  naît  le 
Calcul  aux  différences  mêlées. 

Les  équations 

dy 

dans  lesquelles  a^  h ,  c  désignent  des  constante^,  et  où 
Cale,  intégr.  Ao 
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Aar  ==  ï ,  sont  les  plus  simples  <le  ce  genre.  On  satisfait  à 
toutes  deux  en  posant^  =  C€"*;  la  première  se  change  en 

7» +  a(e»— 0  +  ^=0» 
et  la  seconde  en 

m(^e'^—i)  +  am  +  b  (*f  —  i)  +  c=  o. 

Ia  discussion  de  ces  transformées  et  Texamen  de  la 
nature  et  de  l'étendue  des  intégrales  qui  en  résultent, 
sortent  des  limites  que  i*ÉI  dû  me  prescrire;  je  n'ai 
voulu  seulement  que  marquer  la  place  de  ces  nouveli© 
recherches  (*). 

Application  du  Calcul  intégral  à  la  théorie 
des  suites. 

423.  L'intégratîoh  des  difiFérentielles  à  une  seule 
variable  ayant  conduit  à  des  séries,  on  en  a  condu 
qu'on  pouvait  représenter  une  série  par  une  intégrale; 
et  comme  on  a  de»  méthodes  pour  calculer,  an  moins 
par  approximation,  la  valeur  d'une  intégrale  entre  des 
limites  données  ^i**),  on  a  cherché  à  remonter  d'une 
série  à  l'intégrale  dont  elle  est  un  des  développemeus. 
C'est  par  ces  considérations  qu'Euler  a  créé,  pour  la 
sommation  des  séries  et  la  recherche  de  leur   terme 


(*)  On  trouvera  plus  de  deiails  dans  le  Traité  in-4«,  lom.  III, 
chap,  8.  J'observerai  seulement  que  le  Calcul  aux  différences  mê- 
lées, indiqué  d'abord  par  Condorcet,  traite  ensuite  par  MM.Ls- 
place ,  Paoli  et  Poisson ,  répond  à  des  questions  de  Géométrie, 
résolues  antérieurement  par  Euler,  que  lout  yécemmcnt  M.  Babbagc 
s'est  occupé  de  ces  questions  et  de  celles  qui  sont  comprises  dam 
renoncé  du  n»  précédent ,  qu'il  regarde  comme  devant  constiiaer 
une  nouvelle  branche  d'analyse  qu'il  nomme  Calcul  des  /onc- 
tio»5.  (  rb/ea  les  Transaci,  p/ii/.,  années  i8i5— 1&— 17) 
.     (**)  /^o/«a  la  noie,  p.  601. 


général,  des  in<^tÎK)cles  très îngénicusca  dont  voiçi  quel- 
ques exemples. 
Soit  d'abord 

la  sérfô  proposée;  ou  multipliera  par  /?>  les  deux 
membres  de  Véquatioa    .     \  ;      . 

€t  passanf  ensuite  aux  flifiTérentielFes ,  on  aura 

"^        "■;        na  +  b  ^' 

Le  facteur  na+b  disparaîtra  du  dénominateur  du 
terme  général,  çt  par  conséquent  de  tous  les  autres,  si'/ 
quelle  que  SQJ|  » ,  Ton  a  p{n  +  r)  =  «a  +  ^  :  on  fera 
donc  npzztna^  rp  =  by  d*o^ 

b  ' 

a 
ce  qui  donnera  l'équatroii 
h 


dont  le  second  membre  ne  renferme  plus  de  déno- 
minateurs. De  nouvelles  opérations,  semblables  à  Ja 
précédente,  feraient  disparaître  les  facteurs  qui  restë-i 
raient,  si  le  dénominateur  en  çtwatenaît  plu»  d'un* 
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Ea  multipliant  la  même  équation  ^r  pafdx^  et  pre- 
nant ensuite  l'intégrale  de  chaque  terme  y  il  Tiendra 

le  facteur  rut-^rt^àvi  num^ateur  disparaîtra  si  l'on  fait 

npatf=:na,      ^>a=sb-^  ra, 
d'où  il  suit 


fi       b 

,« 

i8 


'^      ci*  «e       a* 

/. -  -  +  i         -  +  a  -+fi 

-/*•      "dC.*"):::**        +**        +*" 

et 


et  par  conséquent 

ti     b        h  fi  - 


On  tire  de  là 

b       fi    _    fi^a 
ce/: 


424*  Dans  la  série  que  j'ai  considérée  ci-dessns, 
le  nombre  des  facteurs ,  soit  du  numérateur,  soit  du 
dénominateur ,  était  le  même  pour  chaque  terme;  mais 
il  est  une  classe  de  séries  qu'Euler  désigne  sous  le  nom 
A^hypergdomitriques ^  dans  laquelle  ce  nombre  aug- 
mente d'un  terme  à  l'autre  :  la  série 


+ 


(^  +  /3) (n*  +  ^)   , 


•*' 


{a  +  b).,. {na  +  b)' 

est  de  cette  classé»  On  .va  voir  que  leur  sommation  se 
ramène  a  l'in^égratioa  d'unp  équation  différentielle. 

En  niultipliant  les  deux  Uiémbi^s  de  l'équation  ci - 
dessus  par  /}x%  et  prenant  Içurs -différentielles,  on  ob- 
tiendra • 

!-  («  +  &)...  .(na+ A) 

On  fera,  disparaître  le  facteur  na  +b  du  dénojnina- 
teur^  en  posant 

np-^rp  ^=::na^èy 
d'où 

np'=^  na^     rp  "ss^bf 

b 
p=a,        r  =  -, 
a 

.         ^i,(^"^^) '>f(^+^y  ^"^*+^ 

Eti  multipliant  ce  résultat  par  p*%  et  prenant  Tînté^ 
grale  de  chacun  des  membres  y  on  trouvera  Féquatîon 

pafi'àJ)=E^^.''-i-'\-,:,: 

a-f-6-f-ra  ....... 

_j  M'*  +  i8). .l(rm^fi)   ^^^-^r 

ina+b  +  ra){a  +  b). .  ,[(^n—i)a+b]^     ■"      ' 
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et  le  facteur  tm  +  jS  disparaîtra  du  namétatear,  si 

ou  8Î 

P.      é6*  .     :      afi     a 
Mettant  ensuite  à  part,  dans  le  second  membre^Ie 

facteur  commun  x*      ,  il  viendra 
h        b  fi 


e/i--'dM='^*'{.+t±f. 


"*'{a  +  6)....[(n-i)a+i]     /' 

La  série  comprise  entre  les  accolades  du  second 
membre  de  ce  résultat ,  n'est  autrç  phose  que  la  pro- 
posée dont  on  a  ôté  le  dernier  terme^  et  à  laquelle  on 
a  ajouté  l'unité  :  oÂ  oonQfaira^n<s  d^  ce  qui  précède, 

fi_h   ,    b  fi^^ 

'        lé+fi).....(na^^J 
-      {a  +  b) ina+byl' 

En  dlflerentrant  dfetie  équation-,  èifHd  délivrera  aei'ifr 
tégration  "indiquée  dam  )e  préttiTér  riiembre,  et  l'on 
oUiei^dra  t'équajipn  d*pi4^f^  U  acWHl^  i*proWl. 
Cet  exemple  montre  ,.  cornaient  On  ^pèferait  s" 
d'autres  cas  plus  compliqués,  delà  classe  des^éries  W 
il  fait  partie,  en  oT>setvaift  (^aeeW<fae  différeûliatioa 
offre  lé  hiôyén  de  faire  disparaître  u^  factêurJu  déno- 
minateur, et  cl\acçae  intégration  un  facteur  du  uunie- 
rateur. 
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4^6.  Si  Fou  ftilsaît  abstraction  du  dernier  terme ,  on 
aAraît,  au  lieu  de  la  somme  particulière ,  la  limite  de 
la  série  considérée  &  l'infini,  ou  la  fonction  généra^ 
trice  de  cette  série;  car  il  est  visible  que  les  procédés 
ci- dessus  sont  inverses  de  ceux  par  lesquels  on  déter- 
mine les  séries  qui  satisfont  à  des .  équations  différen- 
tielles données. 

S'il  s'agissait ,  par  exemple ,  de  trouver  là  limite  de 
la  série 

#ï=  i* — t.suF»-!-  i,af;3a;^  — etc., 

on  pourrait  appliq«ër  \k  cette  détermination  la  preùiiëre 
transformation  du  n^  précédent,  en  faisant 

*=i,     iSasso,     a  =  o,     i=i; 

mais  on  y  parviendra  immédiatement  en  n^ultîplîantv 
par  X  les  deux  membres  de  Véquation  posée  plus  haut , 
et  en  les  différentiant  ensuite.  On  obtiendra  de  cette 
manière 

«ar=i«* —  i.2x^-f-  i.a.Sx^  —  etc., 
—5 — ^  =  i.ax—  i.a.S**-4'ï*^'3»4^— etc.  ; 

et  multipliant  Ma  dernière  équation  par  *,   elle  de- 
viendra 

x-^—  =^  I  .a**—  I  .a.3x  4- 1  .a .3.4^*  —  etc., 

dont  le  second  menabre  est  évidemment  égal  à  «— s; 
ainsi  on  aura 

xiCsx) 

j     .«(*  +  *),        dflf 
ou  dfi  + -i — - — dâpi= — . 

a;*  * 
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L'intégrale  de  celte  dernière  est 


I 


•     .  =  ^/.    'd*    (285). 

Pour  que  l'expression  ci-dessus  réponde  à  la  série 
proposée  y  il  faut  que  l'int^ale  s'évanouisse  lorsque 
A?  =o;  et  si  on  la  prend  jusqu'à  :c  =  i ,  on  aura  la 
quantité  correspondante  à  la  série  divergente 

I  —  i,a+ï*^»5"~  1. a.  3. 4  + etc. 

426.  Les  intégrales  définies  fournissent  aussi  le 
mojen  de  représenter  des  portions  de  la  série 

.   dw  fc  ,  d*K  /*•     .     . 
d*  i       djf*  1.2  . 

en  partant  d'un  terme  quelconque.  Voici  comment 
d'Aiembert  y  parvient ,  et  démontre  en  même  temps  le 
tiiéorème  de  Taylor  {Rec/ierc/iea  sur  dlfférens  points 
importuna  du  système  du  mx>nde^  tome  1  y  page  5o)  : 
Soit  u  ce  que  devient  la  fonction  Uy  lorsqu'on  y 
change  x  en  «-1~^;.  ^^  posant. 

et  diOerentiant  par  rapport  à  h ,  qui  n'entre  pas  dans 
u,  il  vient 

-dA=dA'     ^^«     ^=J    dh^^ 
u'=u+f^j^dh. 
Soit 

dr"-di  +  ^^'' 

en  diflerentiant  de  noureau  par  rapport  ah,  on  a 


nE   CALCUL   IMTÉGHAIi.  ^33 

Faisant  eijcore 


dv_d„ 


w 


<IA*       d** 
on  trouve 


dV       d/î  rd'a' 


dA' 

d'u'_d'M  ,   rdV  ,- 
d/7-"tn?T/   dÂ3*"*' 

En  oontiuuanl  ainsi,  on  arriverait  à 

,  âuh   ,  d^'n  A» 

ax  I       d^''  1 . 2 


dV  ,,, 

d/75  ^^^^  : 


^dâr— '  i.2...(/*— iK  J      d/i«         ' 

les  intégrales  étant  prises  de  manière  à  s'éyanouîr  lors- 
que A=Oy  parce  que  m'  redevie.'it  u, 

429.  Soît,  ppur  abr^er y  -rr^  ==  J^I]  on  aura  (24^) , 

/«£rdA«  = 

V -/a«^»PMA—  ^'Hl^^^/H/zdA 

1.2  J 

et  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  substituer  à  la  série 
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ci-de$suS|  l'cxpres^on 


,rB{t—hy-'Ah, 


prise  depuis  h  =  o  ,  pourvu  qu'on  change  aprësPînté- 
gration  ^  en  h;  car  si  l'on  développe  cette  expression  , 
qu'on  passe  hors  du  signe  /  les  puissances  de  t  qui 
multiplient  les  diiTérens  termes,  et  qu'on  fasse  ensuite 
/=  A,  on  retomhera  sur  la  série  proposée. 
Il  suit  de  là  que 

,  duh   .  à*u  h} 

W=M  +  -j--  +T-T 


Ak\       da?'  I  .a"  *  ' 

+d?^-ri^;r:ir)+7:i^;r-ô;^^^       ^^' 

pourvu  qu'on    prenne  l'intégrale   de  manière  qu'elle 

s'évanouisse  lorsque  A  =  o^   et  qu'on  change  ensuite 

t  en  h, 

d"f/ 
On  peut,  dans  celte  formule,  remplacer    —r^  par 

d"2/  •         . 

■j-j  (89);  et  si  l'on  fait,  sous  le  signe  intégral,  t —  h=ztj 

ou  h=zt{i — «),  on  aura 

Les  limites  de  l'intégrale  seront  alors  s=i,  2=0; 
on  la  rendra  positive,  en  renve;'sant  l'ordre  de  ces 
limites,  c'est-à-dire  en  la  prenant  depuis  2  =  0 
jusqu'à  »==  I  :  enfin,  sortant  t*  dn  signe  /,  et  écri- 
vant h  au  lieu  de  t,  le  dernier  terme  de  la  formule 
ci-dessus  deviendra 

^dV.-.; 

i.a 


'{n—i)J   d«" 
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C'est  Logrange  qui  a  donné  ce  dernier  théorème ,  maïs 
d'une  autre  manière,  dans  la  Théorie  des  fonctions 
analytiques^  2*  édit.,  n**  35  et  suivans. 

Il  s'en  sert  pour  prouver  qu^on  peut  toujours  rendre  0 
la  somme  de  tous  les  termes  de  la  série  de  Taylor , 
a  partir  d'un  terme  donné,  plus  petite  que  le  précé- 
dent. Soient  M  et  m  laL  plus    grande    et    la    plus 

d"u' 
petite  des  ▼alenrs  que  prend -j—  dans  rintervalle  de  x 

à  X  -\-  h\  on  aura 

r^  g— »d2  <  Mfz^-'àz  et  >  /n/i»-^d«  , 

si  le  coefficient  différentiel  -p—    ne   change  point  de 

signe  ou  ne  devient  point  infini  dans  cet  intervalle  C234). 

£ntre  les  limites  données,  les  deux  dernières    inté- 

,  M      ni  »     11  . 

gra!es8ont-T- et  — ;  et  en  prenant  /*  dune   petitesse 

A" 

convenable,  on  rendra  la  quantité M  aussi  pe- 

^  1,2. ../i  ^ 

A*—*  d"~'w 

tîte  qu'on  voudra,  vis-à-vis  de ; ;  i-r— :• 

^  1.2. ..{« — t)d;r"'''  / 

428.  C'est  de  cette  manière  que  lies  intégrales  dé- 
finies  servent  à  évaluer  des  quaz^tités  qu'on  ohjtiendrait 
difficilement  par  d'autres  moyens;  elles  prennent  souc 
vent  des  valeurs  remarquables.  * . 

On  voit  à  la  simple  inspection  des  cas  particuliers  de 

,,  rapportés  dans  le  iï®  197,.  qijè 

ces  expressions  se  réduisent  à  un  seul  terme,!  or  sfqu?ort 
Us  pren4,^<itre  les  linaites  a;  =  p  et  :c=i  ;  et  l'arc  A 
devenant  égal  au  quai-t  de  lu  circonféreuce ,  on  a  les» 
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deux  suites 

/*    ix    ' ar  r   xdx     

r  arMjg     _   i.S.SîT  r  jrMjT     _  2.4.6 

J  V/7III?~~û.4.6.2'  J  v/î^^~^-^-7' 

/jf^dx     _   1.3.5.7^  r  x^àx     _  2.4.6.8 

1/7=?"^  2.4.6.8.2'     Jv7î^'~^^-9' 
etc. , 
desquelles  on  conclut,  en  général,        ^ 

/'  x^'^Ax    1.3.5,.  ....>.  .(2r — i)  sr 
j/71^       2.4.6 2r2' 

rx^'^'Ax  _  2.4.6 ..ir 

J  y/T^^""  3.5,7-. (2r+i)* 

Le  produit  de  ces  résultats  donne  d'abord 

Eïi  divisant^  au  contraire,  le  second  par  le  premier, 
on  trouve 

J  V \ — JT*       2  2.2.4>4 2r.2r 

/Vx^d£_=ii.3.3.5.5...(2r—i)(2r— 0(2/4-1)* 

Pour  sayoîr  ce  que  dericnt  le  premier  monbre  i^ 
cette  équation  lorsqu'on  pousse  le  nombre  des  factc*"'* 
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du  second  j\^a'à  l'îaftDÎ ,  ou  lorsqu'on  fait  r  infinie^  je 
prends  :r*''  =  2;  les  limites  de  z  sont  les  mêmes  que 
celles  de  x  ;  mais  on  a  -   ^ 


1  I 


2r 


T 
1 


Le  rapport  des  différentielles  étant  a^ ,  approche  d'au- 
tant plus  de  2*^  ou  de  ly  que  le  nombre  r  augmente  ; 
et  en  passant  à  la  limite ,  on  peut  regarder  ce  rapport 
comme  égal  à  i  ;  il  en  sera  alors  de  même  de  celui  des 
intégrales^  puisqu'elles  commencent  et  finissent  en  même 
temps  :  on  conclura  donc  de  là 

2  2.2.4.4.6.6.8.8.10.10. etc. 
'  ît' 1.3.3.5.5.7.7,9.  9. II. etc.'. 
et  par  conséquent 

îT 2.2.4.4'6'6*8.8.IO.IO.I2.etC. 

2       1.3.3.5.5.7.7.9.   9. II. II. etc.* 
Cette  expression  remarquable  du  quart  de  la  circonfé- 
rence du  cercle  est  due  à  Wallis.  » 

429.  Une  transformation  de  l'équation 

/    r  jT^Mx   \  /    Px^'^'êixS  _       I       ar 
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conduit  à  la  faleur  de  Tintégrale  fe^^di,0piise  entre 
les  limites  ^  =  0,  ^=tnfini,  qui  se  présente  dans  plu- 
sieurs reclierches  très  curieuses. 

Si  Ton  fait  «  r^fi""*^**,  l'équation  précédente  œ 
change  en 

I       r 

posant  ensuite  g(2r+i)=  i  >  et  mettant  dans  le  second 
membre  la  yaleur  de  2r+ 1 ,  tous  les  deux  deviennent 
divisibles  par  q  ',  puis  divisant  sous  les  radicaux  par  2q, 
on  obtient 

\J^ESE1\]J\/^:' 

et  comme  la  limite  de ,  lorsqu'on  y  fait  j=o, 

est  t*,  l'équation  précédepte  se  réduit  alors  à 

Mais  t  est  infini  quand  x=:o,  et  nul  qu<ind  x='i: 
les  limites  de  cette  dernière  intégrale  sont  donc  l'inGni 
et  o  ;  et  comme  la  fonction  c""**  est  toujours  positive, 
il  s'ensuit*  gùe  le  signe  supérieur  répond  aux  limites  o 
et  l'infini  positif,  et  que  l'intégrale  se  double  quand 
on  la  prend  depuis  *=  —  infini  jusqu'à  f  =  +  infini: 
sa  valeur  est  donc  alors  V^  «•. 

430.  Laplace,  considérant  encore  l'expression 


"iqt*\^ 


A 
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fé^^'^^' e'àt ,  la  met  sous  la  forme //"^'"«""^"^'^«d^, 
pour  Tintégrer  par  parties  y  ce  qui  donne 

Tant  que  l'exposant  n —  m  est  positif,  la  partie  délirrée 
du  signe  /s'évanouît  entre  les  limites  f=o  et  /=-=  in- 
fini (99)  ,  et  il  reste 

la  seconde  intégrale  étant  prise  entre  les  mêmes  limites 
que  la  première»  . 

Si  l'on  fait  77»=  i,  on  aura 

et  en  répétant  cette  réduction ,  on  obtiendra 

résultat  qui  s'éranouit  par  son  coefficient  quand .... 
71  =  ar—  I ,  et  qui ,  lorsque  n=  ar,  donne 

Il  est  d'ailleurs  à  propos  d'observer  auçsl  qu'en  po- 
sant  «  =jc,  on  a 


fé-''^'t-àt=-  -4--/dxf  li) 


n — m 
m-Hi    , 


les  limites  de  x  sont  alors  i  et  o,  et  si  l'on  en  cliange 
l'ordre,  il  faudra  supprimer  le  signe  — . 
En  posant  7?i=i,  ;z=:o,'on  aura 


/ 
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43 1.  Je  vais  encore  rapporter  l'éTaluatioii  de  quel- 
ques autres  intégrales  ^quî  présentent  des  conséquences 
curieuses;  je  commencerai  par  celle  de/i—^'^'djfcosnc, 
entre  les  limites  i  =  o  et«  =  in(jni,  due  à  Laplace  et 
remarquable  par  le  procédé  employé  pour  l'obtenir. 

En  posant  ^ 

yj,— a«x*j^  cosr*  =5^  , 
et  différentiant  par  rapport  à  r  (281) ,  on  en  tire 

^  =  — /e— •'•*dx8inr*; 
cir 

puis  en  int^rant  par  parties,  relativement  an  facteur 
e""^**'«d4P ,  on  trouve 

S:  =  î -sînr* r-yi-a'^^d^cosr*, 

dr  2a*  2a'"' 

ce  qui  revient  à 

dy  r  ày  ,     r 

lorsqu'on  suppose  x  infini  dans  la  partie  délivrée  du 
signe  /. 

L'équation  ci-dessus ,  entre  les  variables  ^  et  r,  a 
pour  int^rale 

y==Ce~ï^-  (285), 

C  étant  une  constante  arbitraire  qu  on  détermine  par 
la  valeur  que  prend  /  lorsque  r=  o  ,  savoir: 
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^-«•^•d:c  =  ^  (4^9). 


Par  oe  moyen,  où  trouve 


r» 


Ici  se  montre  un  nouvel  aruISce  d'analyse,  qui  con- 
sîsl:e  à  former,  entre  les  intégrales  et  quelques-unes  des 
constantes  qu'elles  contiennent,  des  équations  difîeren*- 
tielles  que  Ton  puisse  intégrer.  Ce  procédé,  et  des 
transformations  très  variées  et  très  ingénieuses,  ont 
considérablement  multiplié ,  dans  les  rechërclies  de 
MM.  Laplace,  Legendre ,  Poisson ,  Georges  Bîdone  et 
Cauchy,  les  déterminations  des  intégrales  définies ,  dont 
Euler  avait  déjà  montré  de  beaux  et  nombreux  exemples; 
mais  il  reste  encore  à  désirer  une  méthode  uniforme 
qui  réunisse  en  un  seul  corps  toutes  ces  recherches ,  au 
progrès  desquelles  parait  attaché  maintenant  celui  de 
plusieurs  branches  importanjtes  de  la  Physique  mathé- 
matique. 

432.  Si  l'on  fait  0  =  0,  dansyè"*^**'dj:cosrjpetdaiis 
sa  valeur ,  en  observant  que 


e 

r* 

2a 

et  que  la  limite  de  e^^'^Lu 
obtient , 

(99)  est  alors  l'infini, 

on 

fAx  cos  np  =  0 , 

Cale. 

intêgr. 

4« 
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entre  les  limites  x=:zo  et  x  =  infini^  résultat  qu'il 
aurait  été  difficile  de  prévoir.  En  effet;  oa  a,  en 
général , 

fix  cos  r*  =  -  sin  rx  +  consU  (a  1 7)  ; 

à  la  première  limite  9  où  âr  =  o,la  fonction  smrx=o; 
maïs  que  defient-elle  lorsqu'on  suppose  l'arc  *  in- 
fini \  doit-on  alors  le  ra^rder  comme  exactement  égal 
à  un  nombre  entier  de  circonférences?  Cest ce qaon 
ne  voit  pas.  Tout  ce  qu'il  est  permis  d'affirmer;  c'est 
qu'aucun  arc  assignable  ;  qi^elque  grand  qu'il  soit,  ne 
peut  tenir  la  place  de  x  :  sin  rx  est  donc,  dans  ce  cas, 
une  quantité  indéterminée.  Il  n'en  est  pas  de  même 
de  la  valeur  deyi""'**'*djf  cosr*,  à  cause  du  fectcor 
*"" *****,  qui  diminue  toujours  à  mesure  que*aogmentej 
et  puisque  cette  intégrale ,  en  vertu  de  la  loi  de  conti* 
nuitC;  a  pour  limite  fdxcosrx,  la  valeur  de  celW 
sera  la  limite  de  celle  de  la  première. 

On  connaît  encore  d'autres  moyens  de  confirmer  ce 
résultat  ;  auquel  Euler  est  parvenu  en  considérant  l'in- 
tégrale fT'^^dx  cosrxy  h  désignant  une  constante  quel- 
conque. Si  l'on  intègre  par  parties^  en  commençant 
par  le  facteur  àx  cos  rx ,  on  aura 

i  ,  k 

fe^^^àx  cosrx  =  -e""**sin  rx  +  -re''^*àx  sinrr, 
r  r"^ 

puis  ;  en  opérant  sur  dxsÎBrXf 

I  k 

fe''^dx  sin  r*  =  —  -  <~**  cosrx /ê"**d*  cosrj; 

r  r 

ce  qui  donne 

(I  +  -7  )y^"''*<l*  cos  r*  =  -  «""**sîn  rx -«•"**  cosrx, 


et  par  conséquent 

fe-'^'àx  CQ$rx  = ^-^_ i. 

Entre  les  limites  jf=o  et  07=  infini  ^  l'expression  qu'on 

k 

Tient  d'obtenir,   se  réduit  à  .^^  quantité  qui  de- 

Tient  nulle  lorsque  k  s'évanouissant,  l'intégrale  proposée 
se  change  en  fdx  cos  rx. 
En  reprenant  l'équation 

yê'"**d  JP  sin  r«  = ^"***  cos  rx /i""'^da;  cos  r» , 

r  '  r  ' 

et  mettant  pour  l'intégrale  da  second  membre  sa  Ta- 
Jeur  déjà  trouvée,  on  arrive  à 

^-k*^^  cos  rx-i-  k  sîn  rx) 


/éf-**dar  sinrx  : ^ — -^rTrTi » 


Taleur  qui  se  réduit  à  T^rTi»   quand  on  la   prend 

entre  les  limites  Ar=o  et  .itzr  infini. 
La  supposition  de  ^  ==  o  donne 

fdx  sin  rar  =  - , 

autre  résultat  remarquable,  qui   ne  paraît  pas  suivre 
immédiatement  de  l'expression 

Jax  sm  r«  = cosrar  -j-  consL 

433.  La  transformation  des  quantités  réelles  en  ima- 
ginaires est  un  artifice  d'analyse  qui  a  fait  découvrir 

4t.. 
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plusieurs  inlégrales  définies  remarquables.  Nous  em- 
prunterons ici  un  exemple  à  M.  Fourier  (*). 

Lorsque  dans  l'intégrale  fe^^'àt  =  l/î  (429),  on 

fait  . ^ 

*Çt+V  — 1) 

<==  -7="  > 

■on  en  tire  

et  comme  

^-x-ïZ-i^cosC*')—»/— "'"(**)  («87)» 
on  obtient  ensuite 

HVEÏ  {/a*  cos(«*)-V/^/d*sin  (*«)}=  l/^. 

^^  ... 

En  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imagi- 
naires de  cette  équation,  on  en  déduit  deux  autres, 
'savoir  : 

_—  UAx  cos  (*»)  +  /d*  «n  (**)}  =  y/^^ 

/d«  (cos«»  )  — /d*  sin  (**)  =  o , 
d'ol»  ._        ,— 

fix  cos(*«)  =/a*  «in  (*•)  =  i  V  2«-=  K  ï'> 
les  limites  de)»  étant  o  et  l'infini  comme  celles  de  fc 
11  faut  observer  que  cet  artifice  a  été  employé  sur- 
tout éomme  moyen  de  recbercbe,  et  quonsestat- 
tacbé  à,  en  vérifier  les  résultats.  Ceux  <iue  je  vie» 
de  rapporter  sont  connus  d'ailleurs. 

^*) -Théorie  de  la  chaleur,  p.  53». 


BS   CALCUL   IHtIgrAL.  645- 

4^4*  ^  continuité  qui  existe  entre  les  diverses  Ta? 
leurs  que  prend  une  intégrale ,  en  raisoi#de  cellest  qu'on 
assigne  aux  quantités  dont  elle  dépend,  a  donné  lieu 
d'appliquer  les  intégrales  définies  à  l'interpolation  des 
suites  (38a}. 

Lorsqu'on  fait  m=zo,  dans  le  développement  de 
fx^âxQxy  (208),  et  qu'on  prend  cette  intégrale  entre 
les  limites  x=:o  et  xt=zj,  pour  lesquelles  la  partie 
délivrée  du  signe  f,  composée  de  termes  de  la  forme 
jr(lar)^,  s'anéantit,  parce  que  rest  positif  comme  n  (99)  ^. 
il  ne  reste  que  le  dernier  terme,,  et  l'on  a 

/da;(lar)»f=dbi.2.3 n, 

+  qnand  n  est  pair  et  —  dans  le  cas  contraire.  On  évite 
cette  distinction  en  donnant  le  signe  —  à  Ix ,  ce  qui 
cliange  l'4quation  ci-dessus  en 

/da;(— k)-=/dx(liY=i,a.3...», 
résultat  qui  s'obtient  tout  de  suite ,  en  observant  que 

/dv(ll)"=,(li)"  +  «/d,(ll)-, 
et  qu'entre  les  limites  x^so,  »  =  i,ona  seulement 

/a,(ii)=«/a,(il)"-\ 

On  pourra  donc  regarder  l'intégrale  fax  f  1  ~  )  comme 
exprimant  le  terme  général  de  la  série  des  produits 

1,   I,     i42,*.*i.2.3, ..i.s.S....*.?!,  etc.,. 

eorrespondans  aux  indices 

^x  ^f        2,  3, i. »,  etc.; 
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et  en  effet  elle' en  a  tootes  les  propriétés  connues  pour 
les  valeurs  entières  de  n  (*).  En  donnant  donc  à  cet         i 
Gxpoàant  des  valeurs  fractionnaires  on  même  irratios^         I 
nelles,  on  introduirait,  dans  la  sérîe^  des  termes  inter- 
médiaires assujettis  à  la  même  loi  que  les  autres. 
Le  cas  o&  n=  |  est  des  plus  remarquaUes  ;  car 


s.  mmJL 

/d*(iiy=i/ds(ii)  =iv/;  (43o). 

Yandermônde  et  Kramp  avaient  proposé ,  il  j  a 
long-temps  ;  d'introduire  dan^  l'anal jse  la  fonction  qui 
représente  le  terme  général  de  la  série  cî-dessus, 
comme  exprimant  un  nouveau  genre  de  quantités  trans- 
cendantes, douées  de  propriétés^  remarquables  par  leur 
analogie  avec  celles  des  puissances  ;  et  depais,  M.  Le- 
gendre ,  s'attachant  à  leur  expression  en  intégrales  défi- 
nies,  en  a  déduit  beaucoup  de  relations  très  utiles,  en 
a  calculé  des  tables  numériques  fort  étendues,  et  les  a 
désignées  par  la  caractéristique  F,  es  posant  pomr  dé- 
finition 

r(«+i)=:i*r(i»), 


en 


sorte  que  r(»)  = /"  ^(^^J  C"*)- 
435.  L'expression  de  -  trouvée  dans  le  n^  4^^»  entre 


(*)  Pour  Toir  comment  le  premier  terme  de  la  suite  sapcrieore 
correspond  h  zéro  <3ao8  la  suite  iaferieare,   il   faut  faire    ii  =  o 

dans  fdx  fl  -  J  ,  qui  devient  alors'  fdx  =  x  =  i ,  ^aos  les  li- 
mites prescrites. 
(**)  féerie  Traite  iB-4«,  t.  III,  p.  4ii,  481. 
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d^ns  une  formule  donnée  par  $tirliag  »  pour  calculer  la 
sosnipie  d'une  suite  de  logarîthnies  appartenant  à  des 
nombres  en  progression  par  différence  ^  et  à  laquelle 
on  peut  parvenir  comme  il  suit  : 

Par  le  n*  ^oS  ,  on  a  Six  é=zt\x  +  la?;  mettant  dans 
cette  équation  pour  ^x  ce  que  devfeat  Texpression 
de  2a  du  n**  4^5 ,  lorsqu'on  fait  M=il*  et  A  =  i  ,  et  en 
obseryant  que  fâx\x^=x\x — x  (208), on  obtiendra   - 

Six  =  *1*  —  jf  +  ^  Ix 

+ —  =2 — 3  •+•  etc.  +  comt. 

i2x       36ox^  ' 

On  ne  saurait  déterminer  la  constante  en  faisant  :r=ri, 
parce  que  la  suite  des  coeffîcïens  numériques  finit  par 
être  divergente  :  on  a  recours  à  l'expression  de  w  du 
n^  4^^*  ^^  passant  aux  logarithmes ,  et  s'arrétant  an 
nombre  pair  2a;  dans  le  numérateur,  on  obtient 


-    J  2l2-|-2l4+2l6-f2l8+2lio...+2l(2a>— a)-f-la* 

""  t — 11— 2l3— 2I5 — 2I7 — 2I9. ... — ^2l(2ar — 3) — aî(a 


2*— Oj 


et  en  prenant  les  limites  dans  la  supposition  de  x 
infinie >  on  trouve,  par  le  moyen  de  l'expression  pré- 
cédente de  S\x, 

I1+I2+I3+Î4..  .  .+    ljf==CO/IS*.+(«    +5)-1jC Xy 

11+12+13+14. . .  .+l2a:=co/is/f.+(2a?+ J)l2di?— 2Jf, 
ïa+14+16...+l2*=iSIar+«l2S=coiZ5^.  +  (ar  +  \)lx+x\2—x. 

Retranchant  la  troisième  série  de  la  seconde,  il  vient 

li+13+15  +  l7...  +  l(2x^i)=:çU  +  Cx+i)l2— *, 

d'où  Von  conclut 


2b +  214+216. .  .  +  2l(2x — 2)  + bar 


={ 


212  +  214+210 .  .  .  +  2l(2X —  2)  + 12*  7 

— 2I1— 2I3— 2I5...  — 2l(2ar  — 3)— 2l(2ar— 0/ 
2  coii^*.  +  2 (x+ 1)  Ijf  +  2jcb  —  2Jr  — 12* 
-^  2x1* —  2  (i  +  î)  b  +  2x  ; 

et  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est 
égal  à  Isr  —  b  ^  oa  obtient ,  après  la  réductioa  du  se- 
oond, 

!«•  —  b«s2  co7Z5f.  —  2b., 

d'où         const=i  (1»  +  l2)  =  ib5r=:l  1/2^, 
résultat  bien  remarquable,  et  d*après  lequel  oo  a 

On  rendra  cette  équation  propre  à  un  système  quel- 
conque de  logainthmes ,  en  multipliant  par  le  module 
les  termes  dans  lesquels  il  n'entre  point  de  loga- 
rithmes (*). 


{*)  Louqu'oa  passe  des  logarithmes  aux  nombres  ^  cette  ëqua« 
tion  donne 


i3....x=^  l/aa-.x*      •«-».€% 


en  représentant,  pour  abréger,  par  z  la  série 

et  ccHnme 

e-  =  1  +  i  -h  îl  +  —^  +  etc.  (!i7) , 

si  Fou  développe  les  puissances  de  i  suivant   celles    de  jr,   00 
trouvera 

rc&uhat  qui  s^accorde  avec  la  formule  de  la  page  199  de  U  néo' 
rit  analytique  des  probabilités  ^  par  Laplace. 
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Pour  en  donn^  une  application  ^  je  rapporterai  le 
icsâcuil  (fu'Euler  à  iaitde  ia*  somme  des  logarithmes  des 
t4K>o  premiers  noti^r^s  éds  tables  ^  </€st*à-dirc.  de  la 
valeur  de 

Il  4.1314.13 +  1  1000. 

L^  caractéristique  1  désignant  des  logaritlimçs  ordi- 
naires, le  module  sera,  pour  abréger,  représenté  par 
Mj  et  si  l'on  fait  jc -^  1 000,  on  trouvera 

xlx    =;     3oOO,  OOOQOOOOpOOOO 

4-  j^\x   .=      x,5oooooooooooo 
+  ihflr  3S=       0  ,  399089934 1 790 

'^  Mx   = —  434?  29448^90325 18 

4-  =  +    o,oooo36ïQt2o68 

I2ar  '  ^ 

M 
»—  5^ — T  ===  -^         o ,  ooooooopooo  1 2 


résultat 2^567 ,6046442221 328  ; 

ra^îs,  suirant  la  notation  du  n**  4*4  > 

1  ooo- 

Il  4*l2  4"î3. ..  .4"hooa;=5li*2.3. . .  iooo=l[ïOoa3- 
on  aura  donô  . 

1  [iooq]]  =  2567 ,6046442221 328. 

I  000 

On  apprend  par  là  que  le  nombre  []ioooj,  dont  le 
calcul  est  presque  impraticable ,  doit  avoir  2668 
chiffres ,  et  que  les  sept  premiers  chiffres  sur  la  gauche 
sont  4^23872^  en  sorte  qu'il  est  compris  entre  les 
nombres  qui  résultent  de  4^^23872  et  de  4^23873, 
suivis  chacun  de  256i  zéros.  Cette  connaissance  suffît 
dans  beaucoup  de  recherches  ou  l'on  ne  demandé 
que  les  rapports  des  produits  de  grands  nombres;  et 
dans  ce  cas,  la  valeur  approchée  de  ces  rapports  de- 


65o  TRÀiri  iciMtNTAIRS 

vient  précieuse  par  l'impossiblKlé  ou  l'oa  est  d'effec- 
tuer  les  calculs  nécessaires  pour  âcmer  à.  la  Taleuf 
exacte.  La  longueur  de  ces  calcuU  préseale  alors  ua 
obstacle  aussi  insurmontable  que  la  difficulté  d'ex- 
primer rigoureusement  une  fonction  transcendante. 
Laplace  a  beaucoup  étendu  cette  reclierche,  dont 
les  applications  sont  très  fréquentes  dans  le  Calcul  des 
probabilités. 

436.  Les  intégi^ales  définies,  donnant,  comme  on  yient 
de  le  voir,  des  somnies  de  séries,  ont  été  emplo^rées 
avec  succès  par  MM.  Laplace ,  Parceval ,  Fourier , 
Poisson  et  Cauchy ,  pour  exprimer  les  intégrales  des 
équations  différentielles  partielles ,  telles  que  celle  du 
n?  352  f  qui  ne  peut  pas  s'intégrer  en  termes  finis. 

Laplace  a  reconnu  que  la  série 

z  =  ç>(*)  +  ç'(x)  ^  +  ^"(*)  fl  +  etc., 

I  I  .  ^ 

obtenue  dans  le  n^  353 ,  n'était  que  le  développement 
de  l'intégrale 

prise  par  rapport  a  t,  entre  les  limites  ^=  —  infini  e^ 
^  =  -j-  infini ,  la  fonction  p  étant  arbitraire.  C'est  ce 
dont  il  est  facile  de  s'assurer  comme  il  suit. 

On  a  premièremeiat.,  par  le  théorën^e  de  Taylor, 

1 
î  3 

1.2  I.2.0 

i 
+  — JC7  ?"(*)/*"''  •  i6^df  +  etc.    ~ 
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Secondement,  les  intégrales  qni  restent  dans  le  dé* 
Teloppement  s'évanouissent  pour  tous  les  exposans  im* 
pairs  y  et  dans  le  cas  contraire ,  sont  égales  à 

..3.5.. .^.(..^_o^-  ^^3,^; 

à  cause  qu'elles  sont  prises  entre  les  limites  — *  infini 
et  +  infini.  En  substituant  ces  valeurs,  et  renfermant 
dans  la  fonction  arbitraire  çÇx)  le  facteur  constant 
t/ff-,  ona  précisément  la  série  proposée  :  ainsi  l'équa- 
tion 

d*«_d« 

a  donc  pour  intégrale 

s  =/tf-'*d^<p  (s  +  ^tV'y). 

Cette  intégrale,  se  vérifie  aisément.  On  trouve  par  la 
dififérentîation  sous  le  signe  (281) 

~=>-'-d^/(*+aVi;), 

en  intégrant  par  parties,  relativement  au  facteur.... 
é^^^tàt;  et  si  Ton  suppose  la  fonction  ^'(*'4"^^V/y) 
telle  que   son  produit  par  «*^'*  demeure  nul  lorsque 

*=  infini,  j^  preudra  la  même  valeur  que  ^~. 

437.  Lorsqu'on  a  intégré  l'équation  différentielle 
partielle  d'un  problème,  il  reste  encore  à  déterminer 


65a  TBAITi  ixiHENTÀlBC 

les  fonctions  «rbîtraires  introduites  parcelle  opération^ 
ce  qui  présente  souyent  de  grandes  dîfiBcuItés.  M.  Fourier 
les  a  d'abord  é?îtées  y  dans  ses  recherches  sur  la  chaleur, 
en  employant^  au  lieu  desint^rales^aTecdes  fonctioiis 
arbitraires,  des  dételoppemens  comme  ceux  que  fai 
indiqués  dans  le  n^  352 .,  qui  sont  formés  d'un  nombre 
indéfini  de  termes  contenant  des  coefficiens  et  des  ex* 
posans  arbitraires  {^y  La  détermination  de  ces  quan- 
tités f  d^aprbs  des  conditions  données ,  l'a  conduit  â  des 
transformations  qui  paraissent  acquérir  beaucoup  d'im- 
portance pour  la  solution  des  questions  pbysico-matbé- 
matiquesi  et  dont^  par  cette  raison,  je  Tais  donner 
une  idée. 

Je  prendrai  pour  exemple  l'équation 

d'g  _  Az 
d**~dj' 

déjà  traitée  (352  et  436).  En  posant  3=-<^e"*/sinjMf, 
on  la  réduit  aisément  à  —  7»^  =  m,  ce  qui  donne  l'ex- 
pression indéfinie  ' 

«  =  >/tf'""'-^sinw«+  Aie^^"^^ sinniX"\reXc.  (**> 


(*)  L'équation  dont  s'occupe  en  premier  lieu  M.  Fourier ,  re- 
•vieiit  à  -ï —  -f.  -3 —  =0,  our  +  f:=o,et  par  le  n**  35i ,  on  trouTc 
pour  son  intégrale  complète 

(  Théorie  de  la  chaleur ^  p.  iGa  et  207.  ) 

{**)  Ce  développement  est  implicitement  compris  dans  celai  que 
j'ai  donné  n*  352.  Pour  l'en  faire  sortir,  il  suffit  de  changer,  à 
Tendroit  cite,  n  en — »•,  ou  Vn  en  zfcnV^ — i,  puis  A  en..- 
tt  — rr:=: ,  ce  qui  donne  pour  t .  les  deux  expressions 

2^-1 
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Cela  posé  ^  si  la  valeur  de  z  deyait  en  outre ,  lora* 
^ue  ^  c=:  o ,  se  réduire  à  une  fonction  donnée  î{x)  \ 
cette  condition  exigerait  une  détermination  des  coef- 
£ciens  n  eX  A^  telle  que 

i{pc)-=.  A sin  nx-^Ax sin UxX  +  A%  sin  n^t  +  etc. , 

œ  qui  rerient  à  transformer  la  fonction  f  {x)  dans  une 
série  ordonnée  suivant  les  sinus  des  multiples  de  l'arc  «. 
On  trouvera  sans  peine  que  l'équation  différentielle 
proposée  admet  encore  le  développement  indéfini 

z  =  Aé^^^y  COS  7MP  +  u^i^"""'^  COS  UxX  +  ÔtC.  , 

et  la  condition  à  remplir  serait ,  dans  ce  cas  ^ 

f  (jp)  =  A  cxssnx  +  ^1  cosn.,*  -|-  A^  cos  n^  +  etc. , 

c'est-à-dire  la  transformation  de  f  (:p)  en  série  ordon- 
née suivant  les  cosinus  des  multiples  de  l'arc  x. 

On  connaissait  déjà  plusieurs  dévelpppemens  de  cette 
espèce  :  Euler  avait  remarqué  que 

5af=8in*  — ]^sin2je  +  ^sin3*— etc.  (*), 

^g— A"r + »*  V^--^        ^c"""  */""'**  V^""* 

dont  la  somme 

^„ 1 -'     -      — i=  ^.-"y..n«»  (.87). 

aV^— I 

Il  en  est  de  même  poar  tons  les  antres  termes. 

{*)  Cette  série  est  rapportée  dans  le*  Traite'  in-4»,  t.  I«r,  p.  94  5 
«t  TOici  le  moyen  employé  ponr  y  parvenir.  La  formule 

I(,  +  «)=!---  +  -5-j  +  etc.    (îQ), 
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formule   qui  résout  le  problème ,  lorsque  f(x)  =  x, 
•  puisqu'on  en  déduit 

*  =  a  sîn  JF  —  -  $în  2*  +  ^  sîn  3x  —  etc. 

=  ji  sin  nx  +  -^i  sin/Ji* +^ft  sinn^x  +  etc. , 
d'où  il  résulte 

»=i,     7»i=3ay  iï,  =  3,     etc., 

-«  =  ">    .^1=:  — -,    .^a  =  ^,     elc-, 
a  =  2(d-:r*  8În«— ie-4r  gin2ar+ L-9r'sin3;P_etc). 


ï<— «  B-"      .      «— '  B— * 


lonqo^oa  y  change  u  en  b"'  ,  doane 
et  par  la  soustraction,  on  en  dédnit 

!(!+«)-  1(I  +  B-«)  =  1-1^  =  1«  = 
U  —  M-«  B*  —  B-*      .     B»  —  W^ 

— + 5 etc. 

I  a  3 

Faisant  alors  b  =  c*^-»,    d'oîi  îl  sait  la-rsxV— »» 

ii«  -,  U-»  =  e"**^^  —  ^iii«V^^=:  3  ^"ZJ  sin  iitx, 
on  aura,  par  la  snbstitntion  de  ces  Talents, 

/sinx        sin2x    ,   sinSjr  \ 

'=»C-1 Î-+-3 '"^•> 

et  par  conséquent 

-  jt  =  smor sm  ax  4-  «  s»n  3x  —  etc. 

a  a  3 

De  pins,  comme  a:«=-/xdj:,  ar' s= -/jc»dx,  etc.,  on  re- 
monterait sans  peine  aux  puissances  supérieures  de  x ,  ainsi  que 
Daniel  Bernoolli  Ta  fait ,  mais  pour  un  l>ut  différent ,  dans  les 
JYot^i  Comment.  Acad.  PetropoUtana^ ^  ann.  177a,  p.  9. 
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438.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  aux  antres  cas 
particuliers ,  mais  nous  passerons  aux  déterminations 
obtenues  par  M.  Fourîer;  premièrement  à  celle  des 
coeffîciens  du  second  membre  de  l'équation 

f  (ar)  =  «1  sîna?  +  fl»  sin  2*  +  aa  sin  3x  +  etc. , 

où  les  multiplicateurs  de  l'arc  x  sont  la  suite  des 
nombres  naturels. 

En  cbangeant  x  en  t  dans  cette  équation^  multi* 
pliant  ensuite  les  deux  membres  par  d^sinn^,  et  pre- 
nant les  intégrales  depuis  ^  =  0  jusqu'à  ^=sr,  jt  dé- 
signant la  demi -circonférence ,  on  aura 

/f(/)d^sin7î^  =  ai/d^sin/sîn7i^  +  ûa/d^sîn2<sîn7i^. . 
+  am/d^sinm^sinVi^  +  etc. . 

Or 

fdisin  mt  sinnt  =  -  fàt  coa  (w  —  7i)t 

fàtcos  (m  +n)t 

s\n(m  —  7i)t       sin  (m  +  nji  « 

2(7» — n)    y       2(7114-71)      V       ;» 

expression  que  les  limites  o  et  ir  rendent  nulle ,  tant 
que  n ,  supposée  toujours  un  nombre  entier ,  diffère 
de  m.  Ainsi,  pour  cbaque  valeur  assignée  à  7»,  tous  les 
termes  de  la  série  précédente  disparaîtront,  excepté  celui 
dont  l'indice  est  égal  à  cette  valeur.  Sa  seconde  partie 
disparait  encore,  mais  la  première,  qui  se  présente  alors 

sous  la  forme  -,  a  pour  vraie  valeur  -  et  devient-, 
o'    '^  2  2* 

entre  les  limites  de  l'intégration  :  on  aura  donc 
/    f  (f)dt sin  mt zst  a^- y 


1 
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et  par  conséquent 

«•  o 

De  cette  manière,  chacun  des  coeffîciens  ai  y  a»,  etc., 
est  exprimé  par  une  intégrale  définie  prise  entre  les 
limites  o  et  ^^  et  l'on  a,  pour  le  développement 
cherché , 

f{x)  =  -  {sinjp/f(0d*sîn*+sîna*/f(*)d*sîn2*.... 

+  sin  mxfî(t)dt  sin  mt  +  etc.}     (^) . 

Quand  f(x)z=zx,  il  vient 

fi  {t)dt  ain  mt  =  ftdtsin  mt 

;5r  «.- .,| —  ya/  cos  mt 

m  m 

tcosmt  .   slnm^ 

m  m 

et  entre  les  limites  o  et  «- ,  cela  se  réduit  à 

m  m 

Donnant  ensuite  à  m  les  valeurs  i,  2,  3^  etc.,  et 
supprimant  ir,  qui  est  facteur  commun  des  deux, 
membres,  on  trouve  le  développement  particulier 

X  =  fl(sin  jc  —  j  sina*  -f- 1  sin3jp  —  eta)  , 

rapporté  dans  le  n°  précédent. 

439.  Soit  encore 

f  («)  =  a^  cosojp  +  ^i  co8«  -f  as  cos 2»  +  etc.; 

remplaçons  x  par  t\  multiplions  par  dtoosnty  et 
prenons  les  intégrales  depuis  t:sso  jusqu'à  t==:T^ 
nous  aurons 
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ff(t)AicoBnt  q^at/dtcosotcosnt+aifdtCùstcosnt . . 
........  '{^a^fdtcosmtcosnt  +  eiCf 

puis 

fdl  cosmù  cos  nt = i/U/  cos  (to — 7»)^ -f-  î/d^cos(m+»)/ 
sm(m — n)i      sîn  (m  +  n)t 

expression  que  les  limites  o  et  ^  font  éranouir,  à 
moins  que  nz=zm.  Pour  ce  cas,  la  vraie  valeur  de 
son  premier  terme  étant  2  ^  >  il  s'ensuit 

am  =  -f   f(^)<l^cos  mf. 
^    o 

Il  faut  cependant  excepter  de  ce  résultat  le  pre- 
mier terme  de  la  série  ci-dessus,  po^^  lequel  ;}=o 
donne  seulement 


d'ob 


/*  f  (i)d/  =  a^fdt  =  ûoT , 
o  o 


»•   o 


II  résulte  de  là  que 

fW  =  i/f(Od^  + 

-  {cos jr/f^d^cos*  +CûS2ar/f (Od^cosa^ 

.  +  cos7»«/f(0d^cosm^+etc.}  {B}, 

les  intégrations  étant  effectuées  entre  les  limites  o  et  sr. 

440 •  Ces  expressions  sont  susceptibles  de  discussions 

trës  délicates ,  relativement   à  leur  étendue.  Ce  n'est 

pas  ici  le  lieu  de  s'arrêter  sur   ces  détails ,  mais  je 

les  ferai  au  moins  pressentir,  en  indiquant  la  marche 

Cale,  intéçr.  ^2 
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des  valeurs  des  deux  membces  de  l'éipiatîon 
|«  =s  sinar—  ïSln2Jf  +  |sm 3*  —  etc. 

Ils  s'anéantissent  quand  jc  =  o  ;  et  si  Yùu  fait  *  — 
on  en  tire 

i^=I— è  +  5  — 7+®^^-' 

valeur  bien  connue  (38).  Mais  lorsquW  suppose  x=r , 
ce  qui  donne  i^  pour  le  premier  membre,  le  second 
s'évanouit  :  il  en  est  de  même  pour  la  valeur  jf=— », 
en  sorte  que  le  développement  n'est  exact  qu'entre 
les  limites  a?=±5r  exclusivement  >  c'est-à-dire  que 

les  valeurs  de  |  et  de  —J  u'y  sont  pas  comprises. 

Si  Von  fait  ensuite  *  =  «•  +  ^> 

le  développement,  devenant 

—  sinj^  — 5  sinay  — |sîn3y  —  etc., 

ne  répond  plus  au  premier  membre,  qui  est  |  (^+y)) 
mais  si  l'on  changeai  en  «r— j^.  il,  viendra 

1  (,  —  ^)  =  sin  y  +  i  sin  2j^  4-  I  si  n  3j-  4-  etc. , 

ce  qui  montre  queje  premier  développement  en  j' donne 
la  valeur  de  Farc  négatif  {{y—^),  en  exceptant 
toutefois  le  cas  oJi  ^  =  o. 

Il  faut  encore  observer  que  le  développement  de  î* 
donne   immédiatement  celui  de   la  fonction  ax  +  b , 
qui  exprime  l'ordonnée  d'une  à^oite  qudconqu'e;  mais 
A  tandis  que  la  fonction  représente  la  droite  dans  toute 

son  étendue,  le  développement  en  siaus  ne  répoad 
qu'à  la  portion  comprise  entre  les  abscisses  +  ir  et 


—  $r^  e:&cli4siven(ient.  On  p«ut,  en  changeant  de  ra- 
TJable,  comme  on  le  i?erfa  plus  loin  (44^),  passer 
il.  d'autres  limites,  mais  on  n'obtienc}ra  jamais  qu'une 
portion  de  ligne  di;oile» 

44  <*  Les  développemens  {A)  et  (^)  paraissent  de- 
voir représenter  respcotivement  deux  espèces  de  foncr 
tiops.  Le  preniierj  dont  tous  les  termes  changent  de 
^igne  avec  l'arp  ^c,  répond  a.us  ca^^d^^s  lesquels  f(»T) 
est  une  fonction  qui  jouit  de  la  méfBi;e  propriçitc^  ^ 
que  Ton  nomme  fonction  impaire^  à  cause  que  si  elle 
^aijt  .4^e^ppé^,  suivant  les  puissances  de  j;,  elle  n'en 
contiendrait  que  d'impaires. 

Le  second  développement,  ayant  la  ^roprlelë  con- 
traire, celle  dé' conserver  le  njCiAè  signe  quoique  celui 
<le.4r  cbwge,  serait.  partiçûl(èi:en»Qi^t  ï^pplicablp  Hux 
J^çliçfks.pqiiiesjmm.Vmi  ^tV.a^ït^.i^  sont  encore 
que  des  séries  qu'on  peut  rem plaif^iiço^n^e  on  va  (e 
voir ,  par  une  nouvelle  intégration  définie. 

Pour  ç^Ia^  ç»)iiirf;»eriçons  p^^l^s  r^uuir,  en  obser- 
vant qu'une  fonction  quelconque l'^C*)  peut^tre  décom- 
p()sée,èAdçw?  >p^r.tiesg  l'u^epaife^c'est-à-diretellQ  qji^ftl 
opiia.*epç^»te.pûrij5C*>>.Q»  f^(^)^(fi^3f},  IVtrp 
J9flpftire,ptf  teUeqa'çn  ]a  d49%9«iiJbpdr  ^'W,  il  vie»  ne 

A'ie0)i:>t.se/(îoç«le  pfr  ï^:§i\m,{4%  «t:pr«)(»aiit  feur 
somme,  on  aura  •     •" 

i'  r  '''cosxf^(f)î\t  cosê  '^' cos''ix£q>{t)Ùû çostti[+  ^*^'l 
sr  l4-8inar/4^X^)(Ll/'sîn^*^4-'sîn2iy^(0d^s1n27  +  elc.'l  ^ 

les  limites  de  ces  intégrales  étant  encore  o  et  tt. 
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On  peut  les  étendre  de  -^^r  à  +  *>  jwnrru  que 
Ton  double  le  premier  membre ,  parce  que  la  fonc^ 
tion  ^(0  étant  paire,  passera  de  o  à  — ^,  par  lej 
mêmes  valeurs  que  de  o  à  ^ ,  ainsi  que  les^  cosinus.  A  h 
vérité,  la  fonction  ^{t)  aura,  dans  ces  infervalles,  des 
signes  différens;  mais  comme  elle  est  toujours  multi- 
pliée par  un  sinus  qui  cbange  de  signe  en  même  temps, 
le  produit  conservera  le  même  :  le  résultat  total  sera 
donc  doublé;  ainsi ,  en  prenant  les  intégrales  de  —  » 
à  +^,  on  écrira 

2  f      cos  xf<pii)àt  ces  ^  +  cos  2xMt)it  cos  a^  +  etc.  1 
^1+  $mxf4,{t)dtsint  ^  siaaxf^t)àisin  !iù  +  etc.]' 

Il  faut  mïiînletiant  introduire  la  fonction  proposée 
F(ar)  à  la  place  des  fonctions^  et  4,  ce  qui  se  fait  aisé- 
ment, quand  on  observe  que 

/*     4<0d^cosl»^     /     f(^)d/sinm^, 

sont  toujours  nulles,  parce  que  la  différentielle  à  in- 
tégrer est  le  produit,  à^  deux  facteurs  dont  un  seul 
change' de  signe  atec*,  savoir:  4(0  dans  la  première) 
et  sinm^  dans  la  secbnde.  Par  là  on  peut,  sans  trou- 
H«r  lo  dernier  développement,  y  ajouter  les  termes 
que  fournissent  les  expressions 

xo3mxfs^{i)àt<:osmii     ^nmxfy(^t)i£smm£: 

alors,  en  multipliait  l(çs  deux  membres  de  l'équation 
pars-,  et  les  divisant  par  a ,  on  obtiendra 
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+  cos»/[<p(0  +  '^{t)]àt  cost  +  etc.  I 
+  sîn  xf[ç(t)  +  Mt)]dt  sin  <  +  etc.  J  ' 

et  par  conséquent 

-1-  cosxfF(t)dt  cost  +  cos  2xfF(t)dt,  cos 2t  +  etc.  1 
+  sin «/r(Ocl^ sin ^  +  sin 2xfFit)dt  sin 2^  -f  etc.  J* 

Le  signe  /  ne  se  rapportant  qu'à  la  variable  t ,  on 
peut  faire  passer  dessous  les  facteurs  en  «  ;  et  comme 

eos^rcos^    -4~sin«8int      =ccos(«  — Q, 
cos  2«  cos  t  +  sin  2x  sin  2t  =i:  cos  2{x  —  0 1 
etc., 

l'équation  précédente  peut  être  réduite  à 

wT{x)  crzf    F(Odf {  i  +cos(«*-0+cosa(ar— 0+etc.  ). 

On  l'abrirge  encore  en  écriyant 

9?{x)  =  f   TFWd^{î  +  S  cosot(*  —  0 )  / 

la  somme  S  étant  prise  depuis  m  =  i  jusqu'à...» 
m  =  infini ,  et  comprenant  les  deux  valeurs  ex- 
trêmes (*). 

44^*  On  peut  donner  à  l'intégrale,  des  limites  quel- 
conques ,  au  lieu  de  ^  ;  il  suffit  po^r  cela  de  changer 


(*)  C'est  conformément  à  la  distinction  établie  dans  le  n^  4^8  » 
d'après  Euler  (Inst.  Cale,  diff, ,  P.  I«,  cap.  II,  n»  Sg)  que  je 
mct§  ici  le  ngue  S  au  Heu  da  2  qu^on.  trouve  ailleurs. 
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«•*'      .    art'     i.  *  1        *■*'  «"^  I 

jr  et  ^  en  —,  et   — ;  faisant  alors —  = — ar,  — =4-», 
a  a  a  a 

les   limites  de    if  seront  -^a  et  +a,  it   deTiendra 

mit' 

:  on  aura 

a 

.  Puis  en  supprimant  le  facteur  commun  «> ,  ainsi  que 
l'accent  affecté  aux  lettres  *  et  f ,  qui  n'est  plus  né- 
cessaire,  et  en  écrivant  f(*),  îÇfy,  pour  F( — V  Ff  —  J, 
il  Tiendra 

443.  Pans  cette  dernière  formule,  là  quantité  a 
n'étant  soumise  à  aucune  restriction ,  on  peut  la  sup- 
poser infinie,  et  Von  obtient  pour  F{x)  une  expres- 
sion oii  la  somme  S  est  remplacée  par  une  intégrale 
aux  différentielles.  On  pose  d'abord 

d'où  il  suit 

Jiaîntenant,  plus  u  augmente,  plus  ùg  diminue^  plus 

la  somme  S  approche  d'une    intégrale  aux  diâeren- 

tielles  (282);  et  pour  passer  à  cette  limite  ,  il  ne  faut 

.    que  changer  Ag  en  dg ,  en  observant  qne  la  variable  g 
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prendra  tyutes  les  valeurs  possibles  ;  depuis  o  Jus- 
qu'à rinfini  :  on  aura  donc 

£{x)  =  ^fîQ)itfdq  cosg(*— 0 , 

formule  dans  laquelle  ^intégration  relative  à  q  s'étend 
de  o  à  l'infini^  et  l'intégration  relative  à  t^  de  —infini    ' 
à  +  infini. 

Ce  dernier  résultat  se  décompose  en  deux  autres, 
quand  on  sépare  les .  fonctions  paires  des  fonctions 
impaires.  .On  substitue  alors  à  cos q^x-^t)  sa  va- 
leur cosr^rcos^^+sin^ipsingf;  et  changeant  l'ordre 
des  intégrations^  il  vient 

f(*)  =I/d^eossr«/f(0d<cos2rt 

sr 
+  -yclg  8inqxf{Çt)àt  sin  qt  y 

remplaçant  ensuite  la  fonction  quelconque  {(x)  par 
une  fonction  pairo  ^  {x) ,  puis  par  une  impaire  4(^)  r 
en  observant  que 

a  a 

f     .>(0dilsingi:5=o,     /       ^t)àtcosqt=iO, 
—a  —a 

d'aprës  la  remarque  faite  dans  le  n^  44^  ;  ^^  obtiendra 
les  deux  expressions 

^  («)  =  -  fàq  QOBqxfy  (t)àt  oosqt^ 


i^C*)  =  -  fdq  sin  qxf'^.(f}àt  sinqtf. 
les  intégrales  étant  prises  entre  les  limites  o  et  infini 
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pour  la  Tariable  q ,  —  infini  et  -f*  infini  I^nr  la  va- 
riable t* 

444*  ^^  formules  précédentes»  dues  à  M.  FouHer, 
ont  occopé  beaucoup  ausii  MM.  Poisson  et  Caucby  ; 
ils  les  ont  étendues  aux  fonctions  de  plusieurs  va* 
riablesy  et  y  sont  parvenus  par  divers  moyens.  Je 
renverrai  à  leurs  écrits ,  le  lecteur  qui  voudra  connaîtfe 
les  points  de  vue  sous  lesquels  ils  ont  envisagé  cette 
théorie  (*). 

Je  rapporterai  seulement  une  des  manières  dont 
M.  Poisson  a  vérifié  à  posteriori  la  formule  principale 

f(*)  =i/f(0d«/d,oo8g(*-0, 

en  traitant  /     'd^cos^C^r-— >0  comme  la  limite  vers 

laquelle  tend  l'intégrale /<f""^*^*d^cos «7(4? — t),k  me- 
sure que  la  quantité  a  décroit. 

Cette  dernière  formule  rentre  dans  celle  du  n^  4^'  > 
oii  il  suffira  de  changer  r  en  ««-—  tet  «  en^,  pour  obtenir 


/ir-^'^'dycos(«— %: 


2a 


(*)  Voyez  le  i8«  et  le  19»  cahier  da  Journal  de  l'Ecole  Polf- 
iechnique,  les  Exercices  d'analyse,  par  M.  Cauchy ,  et  le  tome  VI 
des  Nouveaux  Mémoires  de  t Académie  des  Sciences, 

Dans  ce  dernier ,  M.  Poisson  emploie  la  transformation  ci-dessns 
pour  parvenir  ii  Tetpression  de  fudx  indiquée  dans  la  note  de  la 
page  601 ,  et  pour  déterminer  les  limites  de  Terreur  que  Ton  com- 
met en  s'arrétant  ai  tel  terme  qne  Ton  voudra.  En  18149  M.  Caoss 
avait  traité  le  même  sujet,  mais  par  un  moyen  dérive  des  formalcs 
d^interpolation ,  et  qnî  se  rapporte  à  ce  qn*on  a  vu  dans  le  n<*  3)$2$. 
(  Voyez  le  t.  III ,  des  Commentationes  SQcietatis  Gotùngemis 
retc/iriorej,  ann.  1814— i8i5.) 
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et  par  conséquent 


'<"=î/^-v^'">'' 


4«'  £(t)dt. 

Cela  posé,  le  facteur  e  4«*  décroît  en  même 
temps  que  a  et  tend  à  devenir  nul,  à  moins  que 
le  numérateur  {x  —  ty  de  son  exposant  ne  soit 
d'une  petitesse  comparable  à  celle  de  a,  ce  qui  aura 
lieu  lorsque  la  valeur  de  la  variable  t  différera  peu 
de  celle  de  5f  :  c'est  donc  seulement  dans  ce  cas  que  l'in- 
tégrale indiquée  pourra  prendre  une  valeur  assignable. 
Pour  la  découvrir,  il  faut  faire  t=ix:+  z  ,  et  suppo- 
ser que  la  valeur  de  s  demeure  dans  des  limites  si 
resserrées  que  l'on  puisse  la  regarder  toujours  comme 
infiniment  petite,  et  qu'il  soit  permis,  en  conséquence ^ 
de  réduire  f(ar-f-:ï)  ii  f(jf);  il  vient  alors 

Or,  puisque  l'intégrale  comprise  dans  le  dernier  mem- 
bre s'anéantit  aussitôt  que  s  a  une  valeur  assignable, 
on  ne  change  pas  celle  de  cette  intégrale  en  éten- 
dant z  jusqu'à  l'in&it  même;  mais  entre  ces  limites, 

fe     4^*di8=2flV^;^, 

ce  qui  fait  disparaître  «  dans  l'expression  f(«),  et  la 
rend  identique. 

On  ne  saurait  disconvenir  qu'appuyé  seulement  sur  la 
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valeur  d'une  intégrale  définie  à  laquelle  on  n'attri- 
bue, à  proprement  parler^  qu'un  seul  élément ,  ie 
procédé  que  je  TÎens  d'exposer  ne  doÎTe  paraître  au 
moins  très  délicat;  mais  ce  qui  le  fortifie^  c'est  qu'en 
l'appliquant  encore  à  d'autres  intégrales,  en  particulier 
k  l'une  de  celles  du  n**  4^2^  on  en  tire  toujours  lé  même 
résultat,  obtenu  d^ailleurs  à  priori j  par  des  considéra- 
tions très  différentes. 

Pour  se  faire  une  idée  bien  nette  de  ce  passage  d'une 
limite  finie  à  une  limite  infinie ,  il  n'est  peut-être  ps 
inutile  d'examiner  la  marcbe  des  valeurs  d'une  int^ale 
analogue  à  la  précédente.  Telle  estfeT'^^dt,  dont  on 
trouve  une  table  à  la  fin  de  V^inafyse  des  réfraction» 
astronomiques j  par  Kramp.  On  voit  que  cette  intégrale, 
dont  V^sr=  0,88622692  est  la  valeur  entre  les  limites 
zéro  et  l'infini ,  est  déjà  réduite  &  o^ooooigSS  lorsque  t 
est  seulement  égal  à  3.  Le  décroissement  doit  être 
encore  bien  plus  rapide,  quand  l'exposant  — t^  est  di- 
visé par  le  quarré  d'un  nombre  très  petit ,  ainsi  que 
dans  la  formule  traitée  ci-dessus  ;  et  lorsqu'on  suppose 
infiniment  petit  cet  exposant ,  c'est  une  limite  rigou- 
reuse que  l'on  cberchç  et  que  l'on  obtient. 


FIN. 
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V    * 
NOTE  A  ,  indiquée  sur  les  page»  i  ei  86. 

I.  Considéré  dans  les  procèdes  qui  le  consument,  le  Calcul 
différentiel  est  plus  siniple  que  les  parties  supérieures  de  TAlgèbrCr 
Sa  difficulté  ne  tient  guère  qu'à  celle  d'^aperceyoir  d^abord  quel  est 
son  but,  Cl  de  concevoir  le  sens  de  quelques  nouveaux  termes  dont 
il  a  nécessite'  l'introduction.  • 

C'est  un  problème  de  Géométrie  (celui  de  Pappus)  résolu  seu- 
lement dans  qaelqnes  cas  particuliers,  par  les  anciens,  qui  a  condait 
Descartes  &  inventer  l'application  de  l'Algèbre  h  l'expression  des 
lignes  courbes;  c'est  aussi  un  problème  (celui  des  tangentes)  qui 
a  fait  découvrir  le  Calcul  différentiel. 

De»  le  temps  d^^Euclide ,  on  à  pu  remarquer  que  les  tan;;cntcs 
jouissaient  des  propriétés  des  sécantes,  en  modifiant  ces  propriétés 
comme  l'exige  la  réunion  des  deux  points  d'intersection  en  un  seul, 
qui  est  alors  le  point  de  contact.  {Foyez  le  n»  ia8  des  Élémens 
de  Géométrie,)  C'est  aussi  sur  ce  principe  que  reposent,  soit  ex- 
plicitement, soit  implicitement  y  toutes  les  métbodes  qu'on  a  fondées 
sur  le  Calcul,  pour  mener  les  ungeutes  aux  courbes.  Parmi  ces 
métbodes,  je  choisis  celle  de  Barrow,  qui  n'est  pas  encore  le  Calcul 
différentiel,  mais  qui  s'en  rapproche  le  plus. 

Soit,  par  exemple,  la  parabole  ordinaire  donnée  par  l'équation 
y^'=zpx'y  en  prenant  sur  celte  ceurbe  deux  points  M  et  M*j 
fig.  I,  pour  mener  une  sécante,  posant  'io«  i« 

APrzzx,     PP'^^k,     j^P'^X^h, 

comparant  les  triangles  semblables  AfQMeiMPS,  on  aura 

M'Q:MQ::PM:PS,  d'où  PS=^r^; 

et  puisque  le  point  M'  appartient  h  la  courbe,  on  a  aus6i 

développant  cette  équation ,  pour  en  retrancher  membre  à  membre, 
<  y*  »spx ,  il  restera 

ajrk  4»  A*  =  pA ,    qui  revient  à     'Z. =3  -y  : 

p  K 
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donc  PS=sjr  — .  Mais  fi  l'on  fait  coïncider  le  point  M*  atee 

le  point  M,  h  et  k  s^évanouiiseat ,  PS  devient  PT,  et  la  ▼alear 

de  la  première  de  ces  lignes  se  réduit  à  -^  s=  -^  =  ax. 

P  P 

Une  première  remarque  s^offie  ici  :  c^est  que,  maigre  re'vaDonis- 
scmeut  c)es  qnantite's  h  et  A,  la  fraction  qui  exprimait  leur  rapport 
continue  dVxister,  on  d^avoir  une  valeur  appréciable,  puisqu^dle 

se  réduit  k  ^ ,  valeur  dont  la  quantité  -^ — —  approche  à  mesure 

que  A  diminue,  et  dont  elle  peut  difiërer  d^anssî  peu  qu^on  voudra 
en  prenant  A  assez  petit. 

Cette  fraction  <<^  est  donc  la  limita  de  y     ■  «  .  oa  celle  da  rap- 

P  P 

^  MO  PT  „      .    PS 

port2g,^,commepj^restde^. 

PS 

Pour  s*assnrer  que  ^^  pent  approcher  aussi  près  qu'on  voa- 

PT 
dra  de  Tnï>»  il  suffit  de  considérer  que  si  le  point  M'  passait  aor 

dessons  du  point  M,  le  point  S  tomberait  de  Pautre    côté  da 
point  T. 

II.  A  cet  exemple,  tiré  de  la  Géométrie,  joignons<n  nn  antn 
lire  de  la  Mécanique. 

Les  corps  tombent  ver»  la  surface  de  la  terre,  en  vertu  d^une 
force  qui  agit  constamment ,  et  en  conséquence  de  laqnelle  lears 
mouvemens  s'accélèrent,  c^est-à-dire  que  ces  corps  parcourent  det 
espaces  de  plus  en  plus  grands  dans  des  intervalles  de  temps  ^oxj 
lorsqu'on  prend  ces  iutei^alles  de  pins  en  plus  loin  de  Torigine 
du  mouvement. 

Ainsi,  représentant  par  i  l'espace parcoum  dans  la  i*"*  seconde, 
dans  la  a«  on  aura  3,  ditns  la  3«  5,  et  ainsi  de  suite  :  ce 
sont  là  des  données  d'expérience  qui  ont  fait  découvrir  à  Galilée  que 
la  force  dont  il  s'agit,  ou  la  pesanteur,  est  constante ,  c'est-à-dire 
qu'elle  engendre  toujours  la  même  vitesse  dans  le  même  temps. 
Par  vitesse,  il  faut  entendre  l'espace  que  le  corps  parcourrait 
dans  l'unité  de  temps ,  si  la  force  auait  cessé  d'agir  sur  lui  au 
commencement  de  cette  unité.  Cela  posé ,  voyons  commept  on 
peut  calculer  les  effets  d'une  pareille  force. 

Au  lien  de  supposer  qu'elle  agit  constamment,  concevons  que  ses 
actions,  toujours  égales,  soient  instanunées  comme  celle  de  Timpui* 
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slon,  et  qu'elles  se  répètent  à  des  intervalles  marques  par  une f  ratStion- 

de  la  seconde  prise  pour  unild  de  temps.  Un  corps  recevra  donc  pen- 
dantl^iniie' de  temps UD  nombre  TOde  ces  actionsdontles effets,  s'ajon- 
tant  les  uns  aux  autres,  lui  imprimeront,  an  bootde  ce  temps, une  vi- 
tesse totale  que  je  représenterai  par/?.  La  vitesse  qui  résulterait  d'une 

«eule  action  serait  donc  -  ,  toujours  pour  l'unité'  de  temps.  Ainsi , 

pendant  la  fraction  - ,  le  corps  ne  parcourrait  que  Tespace  — .  En 
considérant  les  intervalles  consécutifs  indiqués .  ci-des»oos , 
I       a      3  /i*-*i     '» 

^'     m'    w'    m\ *"^'    m' 

Xin  aura,  i<^.  pour  K's  vitesses  résultantes  des  actions  |exercéci  '  par  la 
forée,  au  commencement  de  chacun  de  ces  intervalles, 

p      !ip     3p     ip  np 

î»*    TO*     ni*     to' w»  ' 

^o.  ponr  les  espaces  parcourus  à  la  fin  des  mêmes  intervalles 

i     22.    Jl^     i£  22. . 

»»•'    ï»»'    m»*    m»' m»' 

la  somme  de  ions  ces  espaces  dontie  nombre  est  n ,  sera  par  la  fop- 
nràle  relative  aux  progressions  par  difiFérence  {Éiém*  d*Alg,  aog). 

Maintenant ,  si  l'on  observe  qu'un  nombre  quelconque  de  secondes, 

1" 
désigné  par  f,  contient  un  nombre  mt  d'intei-valles  égaux  à  — ^    et 

.qu'on  fasse/i  =  mt9  l'expression  précédente  deviendra 

a  V.m»        m»  /        a  \m       J 
Or,  on  voit  que. pins  le  nombre  m  augmente^plos  les  actions  de  la 
force  se  rapprochent ,  moins  la  quantité  T  -  4.  t  j  diffère  de   ^, 

et  que  même  elle  subsiste  lorsqu'on  annule  la  fraction  —  ,  ce  qui 

anéantit  ^'intervalle  supposé  entre  les  actions  successives  de  |a 
force.  Cet  état  de  choses  est  la  limite  vers  laquelle  tend  sans  cesse 
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la  suite  des  mouvemcns  considères  plus  hautj  et  far  oonscqncnt, 
dansTacUon  continue  de  la  force,  Tespacc  parcouru  est  égal  h  ?p£'. 

En  meiunt  la  valeur  de  n  dans  l'expression  -^  de  la  vitesse  ac- 
quise apiès  les  n  première*  actions,  il  viendra  — ^s=zpt,  qoan- 
titd  inde'pcndante  de  m,  et  par  conséquent  la  ni^me,  quelque 
petit,  que  soit    rinlcrvalle  -, 

Maintenant,  si  Ton  fait  succcsAivcmcnt  £  =  o,  =  i,  =a,  eic, 
on  aura Je«  espaces 

oi  (frt,   4(îrt.   9{iph  «c., 

dont  les  différences  sont 

(7rt,     3(;rt,    5(lp),  etc., 

cVst-ii-dire,  i  fois,  3 fois,  5 fois,  etc.,  Tcspace  parcouru  pendant 
la  1'*  seconde. 

^  Dans  rex(f^mple  de  pure  Géométrie,  On  a  supposé  crabord  d«f 
poinu  distincu ,  deux  intersections  au  lieu  «i'iia  contact  j  mais  ea 
passant  à  la  limite,  on  a  établi  la  coïncidence  des  points,  et  les  in- 
tersections se  sont  changées  eu  contact. 

Dans  Pexemplc  de  Mécanique,  au  lien  d^'un  mouvement  accéléré 
d'une  manière  colitinne,  «a  a^ccXBsidéré  une  juûe  île  mouve- 
mens  uniformes,  ou  épnx,  pendant  un  oerti^in  intenraHe  de  temps, 
et  dont  la  rapidité  croissait  seulement. dans  Iq  passage  de  Tun  à 
l'autre;  mais  en  prenant  la  limite,  40n  a  aiiéonti  l'intervalle  sup- 
posé ciUre  les  actions  de  la  force ,  oii  a  changé  une  suite  d'actioos 
isolées  en  une  action  continue ,  et  l'envemMe  des  *motivemens  uni- 
formes supposés  eat  dvvenu  le  n^onvcqK^nt  qpiformément  accéléré, 
1^1  qu^il  a  lieu  dans  la  nature. 

NCcs  deux  exemples  snflBsent  pont  montrer  riihiv>rtance  dé  la  con- 
sidération '  des  éta^s  sucçcMiis  par  Icfq^els  pasfci^t  des  qnantitéi 
variables ,  comme  Jcs  Ordonnées  deis  c.ourbés  y  les  Ibçpaces  parcouros 
par  l'effet  des  forcés  qui  changent /et  de  chercher,  non  les  change- 
mens  en  eux-mêmes,  mais  leà  limites  vers  lesquelles  tendent leuis 
fapporis.  .      .     ■  '.    ,    .    . 

III.  Cette  considération, qui  est  aujourd'hui  la  meilleure  base  que 
Pou  puisse  donner  au  Calcul  différentiel,  se  retrouve  implicitement 
dans  la  Géométrie  «Jémentaite^  teuteska  fois  qu'il  (ant  comparer  les 
lignes  courbes  ai^x  ligqc»dfoite«>  lefaifesckcnUicc^à  celle»  dn  po- 
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lygones,  les  corps  ronds  aux  polyèdres  j  car  on  ne  mesure  immé- 
diatement que  des  lignes  droites,  des  polygones  et  des  polyèdres. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  «  l'angle  u40H,  fig.  65,  qui  est  la  fic.65. 
moitié  de  Pangle  au  centre  du  polygone  quelconque  uiBC,  circons- 
crit au  cercle  dont  le  rayon  OH  =  r,  et  qu^on  prenne  Punité  pour 
le  rayon  des  tables  trigonoméirique»,  on  aura 

i:  tangfl.::r:^/f,    d'oii  ^^  =  rtangfl», 

^fi==artang». 

Mais  le  cAté  AB  est  contenu  autant  de  fois  dans  le  conlour  du  poly- 
gone régulier,  que  l'arc  qui  mesure  Tangle  AOB  est  c#n tenu  dans 
la  circonférence  :  soit  donc  2*  celle  qui  est  décrite  avec  le  rayon  i , 
et  à  laquelle  se  rapporte  l'arc  a»;  le  nombre  des  cAtés  du  poly- 

gone  sera  —  ^  ainsi  son  contour  sera 

aw  Unga» 

—  .artanca=aflrr.-- 

a»  a 

Or,  plus  le  nombre  des  côtés  du  polygone  augmentera,  plus  l'angle 

«  diminuera,  et  plus  le  rapport  ■■  ■-  ^  approchera  deruuité  qui  e^ 

sa  limite  (pag.  44).  Si  Ton  passe  &  cette  limite,  le  polygone  se  chan- 
gera en  cercle.,  et  sa  circonférence  deviendra  aar,  comme  le  donne  la 
Géométrie  élémentaire.  [ 

'  Rien  n'est  plus  aisé  mainçenanl  que  d'obtenir  la  surface  du  cercle. 

.^^.         ,    .    .  tanga      •    " 

Celle  du  polygone  AB  Cétant  égale  II  son  contour  T^rr  — 2- ,  agîM- 

liplié  parjOH  ou  Jr,  revient  à  9er^  -^—ï  ;  et  en  passant  à  la  limite 

on  a  wr*,  comme  par  la  Géométrie  éjémen  taire. 

On  appliquerait  bien  aisément  ces  calculs  aux  corps  ronds;  maîa 
nous  ne  nous  y  arrêterons  point  :  nous  nous  bornerons  seul  ement  à 
faire  observer  qu'ici  la^  limite  se  moUiie,  non  ptrs  comme  un  mode 
arbitraire  d''exposition ,  mais  bien  comme  tenant  au  fond  des 
choses.  ^ 

La  considération  des  limites  n'est  pas  non  plus  étrang^&re  aux  Élé- 

'  n^fX  ^  ■-**^'*  ^ 
mens  d' Algèbre.  J'en  bidonné  un  cxe^pie  «ur  la  fraction  -rz n- , 

dont  les  deux  termes  s'évanouissent  quand  a  =3  & ,  et  dont  La  valeur 
€8t  alors  ia ,  et  j'en  ai  fait  usage  pour  expliquer  un  cas  singulier  <în 
pr  blèine  des  deux  lumières.  (Élém.  d'Alg,,  70,   lao.) 
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En  effet,  c\*s|  toajoart  à  cette  contid^ratîon  qn^îl  faat  aToir  re- 
cours poar  expliquer  les  difficultés  qui  peuvent  naître  des  indicatiom 
de  qaantitef  infinies  ou  infiniment  petites ,  dont  les  mathématiques 
n^ont  pas  besoin  de  supposer  Texistence  actuelle,  et  qai  d^ait 
lenrs  n'offrent  aucune  prise  à  Tesprit.  Il  nVst  donc  pas  ëtoimant 
one  lorsqu^on  analyse  avec  soin  les  diverses  théories  proposées 
pour  rétablissement  des  principes  du  Calcul  différentiel,  on  y  re- 
trouve toujours  des  idées  de  limites. 

IV.  Quelquefois  on  a  employé  des  locations  vicieuses  :  c^est  aimi 
qo''on  a  désigné  loug-tempsla  méthode  des  limites,  sous  le  nom  de 
méthode  des  première*  et  dernières  raisons  ;  mais  ce  langage 
nVst  pas  exact.  Qnand  ,  plus  haut,  nous  avons  considéré  le  rapport 

y       ■  des  lignes  «^  (page  668),  nous  n'avons  pas  dôdireqnela 

limite  ^  était  la  dernière  raison  de  ces  lignes;  car  lorsque  ^     -  se 
P  P 

change  en  -^,  par  Pancantissement  de  A,  les  deux  points  3^eiM 

coïncident,  les  lignes  M'Q  eiMQ  n^extstanr  plus,  n'ont  plus  de 
rapport.  C'est  donc  comme  existant  à  part,  c^est  comme  quantité  fui 

generiSf  qu'il  faut  envisager  -^  ;  et  ce  qui  lie   cette  fraction  aux 

quantités  fc  et  A ,  ou  MQ  et  iPf 'Ç ,  c'est  seulement  qu'on  peut  l'en 
taire  dériver,  comme  exprimant,  non  pas  leur  rapport,  mais  sa 
limite.  C'est  ce  que  Newton  lui^^méme  a  très  bien  exprimé  dansœ 
passage  de  son  livre  des  Principes  ; 

«  Les  dernières  raisons  qu'ont  entre  elles  les  quantités  qui  s'éva- 
»  nonissent  ne  sont  pas,  dans  le  vrai,  les  raisons  des  dernières qoan* 
»  tiiés ,  mais  les  limites  dont  les  raisons  des  quantités  qui  décroissent 
j»  k  rinfini  approchent  sans  cesse,  et  de  manière  à  n'en  différer 
»  qu'aussi  peu  qu'on  voudra  (♦),  » 

Si  l'on  supposait  que  le  point  JH^  d'abord  réuni  au  point  Jftf  s'en 


(*)  Ultimœ  rationes  illœ  quihuscum  quandiates  et^anesamt, 
refera  non  sunt  rationes  quantitatum  ultimarum,  sed  limites  ad 
quos  quantitatum  sine  limite  decrescentium  rationes  semperap" 
propinquant  ;  et  quas  propiiis  assequi  possunt  quam  pra  date 
quavis  dijjferentia,  ( Philosophiœ  naturalis  principia  ntathe" 
matica  ,  lib.  I,  scct.  i,  lem.  XI ,  scholium.^ 
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«toigoÂt,  alors  les  lignes  MQ  et  M'Q  naitraient  au  lieu  de  sVva- 
nouir,  et  c'est  dans  ce  sens  qu'on  nommait  -^  leur  première  raison. 

V.  Il  me  semble  que  pour  bien  voir  la  naissance  des  limites,  dans  le 
passage  des  lignes  droites  aux  courbes ,  il  suffit  de  remarquer  que  la 
différence. caracte'ristique  entre  une  courbe  et  un  polygone,  consiste 
en  ce  que  Fou  peut  toujours  inscrire  dans  la  courbe  un  angle  aussi 
approchant  de  deux  droits  qu'on  voudra ,  ce  qui  ne  peut  se  faire 
dans  -un  polygone ,  où  l'angle  à  la  circonférence  est  le  plus  grand 
de  tons  ceux  qui  peuvent  être  placés  entre  deux  côtes  consécutifs. 

Il  suit  immédiatement  de  cette  condition ,  que  dans  une  courbe 
quelconque,  la  limite  du  rapport  de  l'arc  à  sa  corde  est  Vûnité; 
car  si  l'on  prend  de  chaque  côté  du  point  A^  fig*  66,  des  cordes  ft6.66. 
de  plus  en  plus  petites  AB-=^AC,  ABf  =-^C^  etc.,  qu'on  tire 
les  droites  BC y  B'C,  etc. ,  qu'on  abaisse  sur  ces  droites  les  per- 
pendiculaires AD  y  AU,  .etc.,  les  triangles  rectangles  BAD, 
BfAD'y  etc. ,  donneront 

BC        BD     .  .p^^       B'C        B'D'     .   .  »,  .^ 
ÂR^f:AC^'AB'^''''^^^^AW^;:Aâ^  ^^'^'^'  > 

mais  les  angles  jBAC,  jB'AC,  etc.,  tendant  sans  cesse  à  devenir 
droits,  leurs  sinus  approchent  de  plus  en  plus  d'être  égaux  &  Tunité  : 
il  en  est  de  même  des  rapports  des  lignes  brisées  aux  droites  qui 
joignent  leurs  extrémités,  assemblages  de  lignes  qui  s'approchent 
aussi  de  plus  en  plus  de  l'arc  et  de  sa  corde. 

Il  faut  bien  observer  que  ce  n'est  pas  simplement  parce  que  l'arc 
et  sa  corde  diminuant ,  leur  différence  diminue,  que  leur  rapport 
tend  vers  P'unité.  Les  côtés  d'un  triangle  rectiligne  ,  par  exemple , 
conservent  toujours  leur  rapport ,  à  quelque  degré  de  petitesse  qu'on 
les  réduise ,  tant  que  les  nouveaux  triangles  demeurent  semblables 
an  premier ,  et  les  différences  de  ces  côtés  décroissent  aussi  dans 
le  même  rapport  ;  mais  il  n'efH  est  pas  ainsi  pour  les  arcs  :  ils  s'apla* 
tissent  parce  que  l'angle  inscrit  s'ouvre  à  mesure  qu'ils  décroissent, 
et  leur  excès  sur  les  cordes  décroît  plus  rapidement  que  ces  lignes. 
Eu  effet ,  si  l'on  compare  deux  grandeurs ,  A  et  a,  qui  diminuent 
indéfiniment,  et  que  l'on  pose  -4=a-H/,  on  verra  que  le  rapport 

— = =i"+-  ne  peut  tendre  sans  cesse  vers  l'unité  qu'au- 

a  a  a         *^  ^ 

tant  que  ^  décroît  plus  rapidement  que  a. 

On  peut  encore  rattacher  aux  considérations  précédentes  sur  les 

a^ngles  inscrits  dans  les  segmens  des  courbes,  la  propriété  qu'a  lo 

Cale,  intégr,  4^ 
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rapport  de  l^ordoimée  à  la  Auti tangente ,  d'êite  la  lîmiie  de  celui  des 

accroissemens  de  i' ordonnée  et  de  l'abscisse.  En  effet ,   trois  points 

Fio/)7.  M^^  M,  M'fjig'  67,  sur  une  courbe  quelconque,  de' termineront 

MO,      M'Q 
deux  rapports  uu  \   et  -jrfrt-j  respecuvement  égaux  aux  tangentes 

des  angles  MM^Q^,  M' MQ  que  les  cordes  Mfiî%\.  MM'  for- 
ment avec  Taxe  des  abscisses  P^P^'^  et  désignant  ces  angles  par  A 
et  B,  on  aura 

MO,      M'Q      .        .     ,       n 

Cela  posé,  on  sait  que 

.    -       ^v       tang^  — tang^  ,^  .  . 

^*"S(.  ^^-^)==,+lng^tan^B  ^^"^'  ^')- 
d'oii 

tang  ué  —  tang  B  =s  (i  -f-  lang  yi  tang  B)  tang  (A  —  B); 

et  si  l'on  prolonge  M,M  au-delà  du  point  M,  on  formera  Pangle 
RMMff  qui  sera  la  différence  des  angles  MM,Q,  et  M'MQ,  ou 
A — By  et  en  même  temps  le  supple'ment  de  Tangle  M, MM'.  Plus  ce 
dernier  approchera  de  deux  droits  ,  plus  le  premier  diminuera,   et 

avec  lai  la  différence  tang^^  —  tang  B  des  rapports  -jl.^-  ,  ■      ^  - 

•"^f^j     MO 
PM 
mais    l'un  de  ces    rapports  éunt  i^oindre  que  p-=f ,  taudis  qae 

Fautre  est  plus  grand ,  ils  se  rapprocheront  d^autant  plus  de  cet 
intermédiaire,  qu'ils  différeront  moius  l'un  de  l'autre  :  ce  sera  donc 
leur  limite  commune. 

NOTE  B ,  indiquée  sur  la  page  370. 

I.  L^qnation 

zV'— I  =1  (00s* -j- y — lêmz), 
devenant  ^^^ 

3iR;r\/ — 1=1.1,  "• 

lorsque  l'on  prend  s  =  um^ ,  fait  recoonattre  que  l'unité  a  une  in- 
finité de  logarithmes  differens.  On  ne  trouve  zéro  qu'en  posant 
m=s,  o  \  mais  pour  toute  autre  valeur  entière,  soit  positive,  soU 
négative  de  m  ,  on  obtient  une  cxprcssioa  imaginaire  qui  doit  ^r« 
regardée  comme  un  logarithme  de  l'unitc. 
Otie  proposition ,  qni  semble  un  paradoxe  ,  quand  on  n'assigne 
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ans  logariihines  qu'one  origine  arithmétique ,  en  les  déduisant  de 
la  comparaison  des  progressions  (Élém.  d*Alg»  a54) ,  devient  na- 
turelle quand  on  les  tire  de  l'eqnation  jr=«*.  En  efièt, 1ii  l'on  dc'- 
sjgne  par  «  l'exposant  numérique  de  là  puissance  &  laquelle  il  faut 
élever  e,  pour  produire  la  valeur  assignée  à  y^  et  qu'on  fasse 
,T  =  «  -I-  a ,  il  vient 

e    ^^    =^>    qni  se  réduit  à    «■  =  1,  * 

à  cause  de  e^-=^f.  Mais  l'équation  c»  =  i  étant  dételoppëe  par  la 
formule  du  n»  37 ,  conduit  à 

z         z*     ,      z^ 

-  -f 5  -I-  etc.  =  o, 

I       1.2      i.a.3 

qui  se  dépompose  dans  les  facteurs 

z        t* 

2  =  0,  i+^  + f-etc.  =  o: 

a       i.a 

le  premier  estla^/etermmafio/tarîc^m^'^uedn logarithme  de  l'uiii- 
(é,  et  le  second  contient  les  déterminations  algébriques  :  ceci  est  k  Ja 
théorie  des  logarithmes  ce  qu'est  la  considération  des  racines  ima- 
ginaires deFuBÎté  à  la  théorie  des  ^issances.  (Éiém.  eP/^Ig,  i5g.} 
Les  valeurs  2=37719  V^ — i  sont  les  racines  du  second  facteur  de 
l' équation  e»  =  i ,  et  celles  de  l'équation  j^-ss  c*  sont  «t-f^277tjr  V^«— 7^ 
en  sorte  que  Ijr  =   «t  *^^mir}/*^i. 

il.  Pour  déterminer  ces  racines ,  Enler,  qui  les  a  découvertes  le 
premier,  a  employé  un  artiUce  d'analyse  très  ingénieux  ,  et  qui  re- 
pose sur  la  proposition  démontrée  dans  le  n^  188,  d'après  laquelle 
les  racines  de  l'équation  ^^ 

y» — 1  =  0       sont     r=cos f-1/ — i  *>m— . 

Il  faut  d'abord  observer  que 
z  n  —  I  * 
1         i.'a    y 

.î+ !t,*^l nj\        nj 

I        i.a 

a  pour  limite,  lorsque  n  devient  infinie, 

etc.  =  e*. 

43 


(-=)■ 


.    z  ^  n  —  \  z*    ,  (7»—  i)  (/»  —  2)  «3 


I  1.2  ï.2.3 


z        z*         9  z* 

1         1.2        1.2.3  \ 
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Cela  posé,  relation  «'  —  i  =0  pourra  être  remplacée pirUii- 
mil«  dcfi-f"-)  — 1=0;  et  tubstimant  1  +-  à/,  onaDn,par 
ce  qui  précède, 

puis  prenant  lei  limites  relatives  à  la  supposition  de  n  iDfîoie,soi- 

-         -,  Qinfr        ,    3mir    ,     . 

vaut  laquclle^s  —  et  sm  —   deyiennent  respecuvemcnt  \  tt 

-^— ,   en  concevant  toutefois  que  m  demeure  finie ,  on  aun, 
n 

comme  ci*-dessus , 

VHt 

Afin  de  bien  voir  cette  limite,  il  faut  mettre  poorcos — -et 
sin — r-,  leur  développement  (37);  et  après  les  simplifications, 
il  vient 

ce  qui  se  réduit  à  z  =  imw  V^ — i ,  lorsque  n  est  infinie. 

III.  Il  peut  aussi  n'éire  pas  inutile  de  faire  observer  qoe  la  <1^ 
composition  de  ^»  —  i  en  facteurs  ,  sur  laquelle  ce  qui  pi-écéde  «t 
fondé,  s'obtient  indépendamment  des  considérations  dnn*  1^' 
Voici  comment  Lagrange  y  e&t  parvenu. 

Les  équations 

cos  {n  -f-  1)*  =  cos  z  cos  nz  —  sin  z  sin  nz  , 
CM  {n  —  i)«  =  cos  z  cos  fiz  -f"  sin  s  sin  nz  , 

étant  ajoutées  ,   donnent 

cos  (»  •+•  1}»  -h  cos(n  —  î)«  =  acos  z  cos  nz , 

d'oh  l'on  tire 

acos (n  +  ')*  =  3C0S  z.^cos  nz  —  acos  («  — 1)«. 

Posant  ensuite 

'jcos»=^4-j^, 
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et  menant  les  nombres  i ,  ia ,  3 ,  etc.  ,  à  la  place  de  /i ,  il  viendra 

.008  4«  =  (r  +  i)  (r'+p)  ~  C^'-*-rO  =^'"*"p 

etc.  , 
d^oii  ron  conclnra  d'abord^  par  analogie,  qne 

acos  n«  r=  y»  4-  — .  , 

y 

Pour  s'en  aiMurer  tout-à-fait,  il  snffit  de  voir  que  si  la  loi  re- 
marquée a  lieu  pour  les  nombres  n  —  i  et  »,  elle  ai^ra  pareille- 
ment lieu  pour  le  nombre  /i4*  i*  Or,  si  Ton  fait 

acos  (n  —  î)«  =  y— «  4-  ~ ,    acos  nf  =r •  4-  p, 
il  en  résultera 

acos  in  +  T)z  =  (r  +  J;)  (r»  "f"^,)  -  (t'"  '^^^ 

=  y«+i  -I L_   , 

ce  qui  est  encore  la  loi  supposée,  et  prouve   qu'en  partant  des 
valeurs  ra  =  t  et  n  =  a ,  elle  sVtendra  à  tous  les  nombres  entiers. 
Il  suit  de  là  qtie  les  équations 

acos  «  =  y  -f.  -  ,      acos  nz^=Y*  ^ , 

r  r" 

qui  reviennent  à 

y»  —  a^  cos  «  -H  I  =  a,      y»"  —  a/»  cos  nz  +  i  =  o, 

ont    lieu    en    même    temps,   qu'elles    ont    par    conséquent    une 
racine    commune.    Mais    si    on    la  désigne  par   a,  qu'on  fasse 

ensuite   y  =  -  ,    et   qu'on    réduise   tous    les    termes    de   chaque 

équation  an.méme  dénominateur,  on  trouvera  qu'elles  sont  ve. 
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riSéea  en   même  temps  par   cette  nouvelle  -valeur  ;  et  comme  la 
première  équation  n^est  que  da  deuxième  degré ,  il  en  résulte  qu'elle 
est  un  des  facteurs  de  la  seconde. 
Maintenant,  si  Ton  prend 

nz  =  anijr  •+"  ^, 
il   viendra 

oositz  =:cosd^,       a  £=  ■        ; 

n 

et  par  conséquent  l'équation 

X*'  —  2^*  C08/+  I  =  O  , 

aura  pour   facteur 

inur  +  S"  . 
y*  _  ajr  cos jj h  I  =  o  , 

quel  que  soit  le  nombre  entier  qu'on  substitue  &  m  :  voilà  donc 
la  formule  du  n^  191. 

Pour  cit  déduirt  cellet  du  n*  kgo,   il  suffit  de  faire  ^=0  et 
/  =  jr.  Dans  le  premier  cas ,  on  aura 

COS/r=I,        ^••  — î;^«  4-  I  =(y»  —  i)«, 

puis 

an»»   . 
y»  —  I  =  o  ,      y»  —  aj^  cos f-  T  =  o. 

Dans  le  second  cas, 

cos/=—  i,      ;^"+a/»4-i  =  (^«-f-i)», 
puis 

^»+  î  =  o,     ^«— ajrcosi ;j— ^+  1=0, 

comme  dans  le  n<>  cité. 

IV.  Au  moyen  de  l'expression 

a=:amîrV^ — '» 

des  raoiaes  imaginaires  de  l'équation  e» — i  =:o,  on  ezpfiqiie 
plusieurs  difficultés  qn^offre  l'application  des  logariifaaaes  aux 
nombres  négatifs,  entre  autres  celle-ci  :  puisque  ( — a)*z=(-i-a.)*=za*i 
on  doit  en  conclure  que 

1(— a)»  =  la«,     al  — fl=2l-|-a,     d'où     \  —  a  =  \^a; 


I 
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mais  la  dernière  de  ces  conséquences  ne  s^accorde  point  avec  Tcqua- 
tion  r=  fi*  '  jamais  ancane  valeur  réelle  de  x  ne  saurait  rendre  jr 
négatif  j  ainsi  les  nombres  négatifs  nepenvent  avoir  des  logarithmes 
réels. 

Gela  est  confirmé  aussi  par  l'équation 

z  ^Hî  =  ï  (cosa  +  V'^  sin  «) , 

dans  laquelle  il  faut  faire  z:=:  (ara  -h  i)îr  pour  obtenir  co»  «=  i—  i , 
d''ob  il  résulte 

I  —  I  =  {im  -f-  I W/ — ï  î 
et  en  désignant  par  «  le  logarithme  réel  de  +a  ,  il  vient 
l^tf  r=A4- 1  — î  =«-f-(ûm-f.iVl/^, 

formule  qui  ne  donne  aucune  valenr  réelle,  puisque  m  doit  toujours 
^tie  un  nombre  entier  (i8d). 

Cependant  il  est  vrai  que  les  expressions  9I  +  <i  et  ul — a  font 
partie  de  celles  de  la*,  mais  sans  pour  cela  être  égales  entre  elles.  En 
effet,  «  étant  le  logarithme  réel  de  a  ,  celui  de  a*  sera  3«,  et  tons  les 
Jogarithmet  (uat  réels  qu'imaginaires)  de  a»  seront  compris  dans 
Texpression  )«4-am«r  V/— i  »  m  pouvant  être  pair  ou  impair.  Dûns  ■ 
le  premier  cas ,  %m  sera  un  nombre  doublement  pair ,  et  par  consé- 
quent Pezpression  ci-dessus  s'accordert  avec 

*2l-|-a  =  a*+ a,amV^ — 1:  \ 

dans  le  second  cas,  le  nombre  im  étant  simplement  pair,  Texpres- 
si  on  de  la»  s'acconlera  avec 

al  -—  a  =3<t+  a((i/iS'f- 1)  V'-^i  i 
mais  les  expressions 

a«-f-a.9m»i/— I ,       a«-+- a(aTO-f*i)wV^^i , 

tie  sauraient  s^'tccorder  entre  elles,  puisque  les  nombres  indiqués 
sont  doublement  pairs  dans  la  première,  et  simplement  pairs  dans 
la  seconde. 

NOTE  C ,  indiquée  sur  la  page  37a. 

I.  On  a  vu,  dans  leno  a^i ,  que  le  résultat  des  intégrations  «ne- 
ccssivcs,  par  rapport  à  deux  variables,  ne  dépendait  pas,  en  géné- 
ral ,  de  l'ordre  dans  lequel  ces  deux  intégrations  étaient  effectuées  ; 
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on  pcQt  aussi  se  readre  compte  de  cette  circonstance  ,  en  considé- 
rant les  intégrales  comme  des  sommes  d^elëmens ,  an  moyen  de 
l'expression  donnée  dans  la  note  de  la  page  Sag.  En  effet ,  soit 
Fintégrale  doublf  ffzàxày  oh  £  =:  i{x^y),  '  et  ayant  pour  li- 
mites aetaf  par  rapport  k  r ,  b  et  t/  par  rapport  à  jr  ;  commen- 
çons  par  Tintégration  relatite  ii  x ,  et  posons  i^  =  a  +n«;  maie , 
pour  abréger,  écrivons  £{m,y)  an  lien  de  î(a  4-  7nA,jr),  nons 
tarons,  d'après  la  note  citée, 

/^«i;r=*{f(o.r)+fO»r)- •+f(«-'.r)}- 

Multipliant  ensnite  par  dj-les  deux  membres  de  cette  éqnatibn, 
et  intégrant  depuis  jr^='b  jusqu'à  j^=:  ^,  en  faisant  y  =:  À  +/Hi  ? 
un  terme  quelconque  afdjrf{m,  jr)  du  second  membre  donnera 

*-{f(m,o)  +  f(w,  i)  +  f(w,  a)....  +  f(m,  p-i)}, 
et  il  en  naîtra ,  pour  le  développement  complet , 

f(o,  o)      +  f(i,  o)      4-  f(2,  o) -f-  f(n-i,  o) 

f+f(o,  i)      4-f(f,  0      4-f{a,  1) +  f(n-î,  1) 

rf-  f(o,  a)      -f  f(i,  a)      -H  f{a,  a) +  f(n-i,  a) 

4.  f(o,  p— iH-  f(i,  P— 1)+  f(2,  fi— 1)...-+-  ffn— I,  ;^i)J 

oli  chaque  ligne  représente  une  intégrale  relative  à  a: ,  et  chaque 
eolonne,  une  intégrale  relative  à  y-  Si  l'on  renversait  l'ordre 
des  intégrations,  le*  colonnes  prendhirent  la  pboe  des  lignes,  et 
réciproquement:  il  n'y  aurait  de  changé  que  l'ordre  des  sobsti- 
tutions  j  car  dans  le  preaiicr  cas,  on  commence  par  substituer  &  7 
ses  diverses  valeurs ,  et  l'on  ne  met  qu'ensuite  celles  de^,  tandis 
qu'on  fait  é^demment  le  contraire  dans  le  second  cas.  Or,  cela 
ne  change  rien  en  général  &  la  valeur  des  termes  dn  dernier  dé- 
veloppement, puisque  f(ar,  jr)  doit  toujours  rester  la  même, 
lorsqu'on  y  met  pour  x  et  y  les  mêmes  valeurs ,  dans  quelque 
ordre  que  s'effectuent  les  substitutions. 

II.   U  y  a  pourtant   ^   cela  une  exception ,   lorsque    ces    va- 
leurs rendent  f  (  :r,  y)  indéterminée,    en    la  faisant  passer  par 

f  infini.  C'est  sur  la  fonction  ^^     — ^  que  M.  Cauchy  a  d'&bord 

fait  cette  remarque;  Quand  on  y  suppose  simultanément  x  ==  », 
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jrzso,  elle  devient  entièrement  indéterminée,  comme  celle  qn'on 
a  considérée  dans  le  n©  i54  (Foyez  aussi  /e  Traité  în-4*,  t.  I, 
p.  357  —  36o,  et  607)  j  mais  sî  Ton  n'opère  les  substitu- 
tions que   Pnne    après  J'iautre,   en   commençait  par  xa»o,    on 

trouve  "^  :=  — j,  ce  qui  devient  -f»  infini,  lorsqu'on  y  fait  /=o  j 

€i  dans  Tordre  contraire,  il  vient  d'abord  — —  = >  V^^  ï* 

supposition  de  jr=:o  change  en  —infini;  mais  la  différence  des 
deux  résultats  cesse  dès  que  l'on  ne  considère  plus  x  ety  comme 
rigoureusement  nuls  :  il  n'y  a  donc  qu'un  seul  élément  qui 
prenne  deux  valeurs ,  celui  qui  répond,  à  jc  =  o ,  ^  =  Oj  et  ce  qu'il 

V-~-x*  * 

faut  bien  remarquer,  c'est  que  la  fonction  -~——,  devenant 

alors  infinie,  fait  prendre  à  cet  clément  une  valeur  finie  qui  in- 
flue sur  celle    de   l'intégrale  proposée;    aussi    arrive-t-on  à  deux 
résultats  diflPérens ,  suivant  l'ordre  dans  lequel  on  efiPcctue  les  in- 
tégrations. 
Pour  s'en  assurer  ,  il  faut  remarquer  que  si  l'on  fait 


u  ==  arc  Ttang^V 


il  vient 


du 

r 

du 

X 

dx- 
d»u 

_  y*  —  *• 

(»79)- 

dxdf' 

-  (a:«-hjr.). 

1 

11  suit  de  là   qu'en   commençant  par  l'intégration  relative  à  x, 
on  a^  en  général. 


"^  J   dxdy  dy        a  »  ■ 


et  depuis  jr  =:  ^l  jusqu'à  x  =  a',   on   obtient 
af a_ 

Passant  ensuite  à 
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=  arc  ^tang  =  ^j  —  arc  ^tang  ="^J  j 

et  les  limites  de    cette    nonrelle   int<%ration    étant    b    et  i/,  on 
trouve  pour  dernière  expression 

arc  ^tang  =  S\  ^  m  (tang  =  S\ 

—  arc  r  tang  =:  -  j  +  arc  T  tang  =  -  j 

Quand  on  ptxicède  dans  Tordre  inverse,  on  a  successivement 
-  ,  rd*u     -du  Y 


d'oii 


et  enfin 


=  —  arc  Ttang  =  p)  4-  arc  ^tang  =  |  Y 

—  arc  ^teng  =  |>  J  +  arc  ^lang  =  |r J    I 

+  arc  Ttang  =  |.^  —  arc  ^tang  =  |  ^    ) 

Il  ne  serait  pas  difficile  de  montrer  que,  dans  leur  état  général, 
les  deux  expressions  prëcédentes  sont  identiques  ;  mais  si  Ton  fait 

«  =  —  I,      ^^  =  1,      5  =  — I,      y  =  i, 

limites  entre  lesquelles  tombent  a:  =  o  ,  ^  =  o  ,  et  d'où  il  nsiilte 

arc  (toiig  =  i)  =  T ,    arc  ( tong  =  —  i)  =  -  7» 
on  trouvera   les  valeurs 
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V  V  7t  7t 

4~4~4~4"°      '' 

qni  ne  sont  pas  égalés ,  mais  dont  la  diflFéreoce  est  an-. 

Si  l'on  Tonlait  prendre  x=o,  ^  =  o,  pour  les  premières  li- 
mites des  intégrales  cherchées ,  il  faudrait  faire  d'abord  a' =  ^=  i, 
et  la  première  expression  deviendrait 

I  —  arc  (taDg=  h)  —  arc  ^tang  =  J^  +  *«  Q^"8  =  â)  ' 

ou  bien 

—  y  —  arc  (tang  =  ^)  -f.  arc  (  tang  =  a  )  +  arc  f  tang  =  -  j  , 

à   cause  que 

arc  [  tang  =  -  j  = arc  (tang  =  a), 

/ 
Considérant  alors  a   et  5   comme  des  quantités   très  petites ,    et 
négligeant  en  conséquence  les  termes 

arc  (tang  =  a)  ,      arc  (tang  =:  h)  , 

il  resterait  — .7  -f-  •K  (  tang  -  )  >  expression  qui  devient  indéter- 
minée quand  a  et  6  sont  nuls.  Si  Ton  posait  h  3=  ma ,  on 
aurait 

—  7  -f.  arc  (tang  =  m), 

la  quantité  m   pouvant  varier  de  o   à  Tinfini  :  dans  le   premier 

cas ,  le  résultat  est  —  —  ,  et  dans  le  second,  -+-  7  »    à  cause  que 
4  4 

arc  (tang  =  infini)  =  -  ;  la  différence  entre  ces  deux  valeurs  est  «r. 

On  a  trouvé  d^abord  %ie ,  parce  que  les  variables  x  et  ^  étant 
à  des  puissances  paires,  dans  la  fonction  proposée,  chaque  inté- 
gration de  —  r  à  -f-  1  donne  un  résultat  double  de  celui  qu'on 
obtient  de  o  à  +1. 
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L'ambignité  qa'on  vient  de  montrer  n^auiait  pas  lien  pour  les 
intégrales 


m 


S+F'^"'-. 


prîtes  dans  les  mêmes   limites,  qnoiqne  la  fonction 
y»  —  jt* 

se    présente  sons   la   forme  - ,  quand  on  j  fait  à  la  fois  ortro, 

X  =  o,  et  prenne  deux  valeurs  difierentes,  suivant  Tordre  des 
substitutions,  parce  que,  ces  valeurs  étant  finies,  elle  n^a,  daos 
cette  circonstance,  qu^un  âément  infiniment  petit. 

m.  La  différence  des  valeurs  obtenues  en  variant  Tordre  des 
intégrations  ,  ne  venant  que  du  seul  élément  placé  à  l'origiDedes 
variables  x  et^,  M.  Cauchy  Tévalue  à  part,  ce  que  l'on  peat 
fair^  comme  il  suit. 

Soit  fir,jr)  Texpression  générale  de  fzdjc ,  z  devenant  iofisi 
par  des  valeurs  de  x  et  de^ ,  comprises  entre  les  limites  a  et  a*, 
h  et  b'  ',  en  désignant  par  «  la  valeur  de  x ,  et  par  k  une  qaaih 
tité  très  petite,  l'intégrale /sdjr ,  prise  dans  le  petit  intervalle  de 

t(^-fA,  jr)  — ^(*— A,  x), 

et  dans  llntégration  suivante,  effectuée  depuis  y"=ih  jusqu'à 
y-rs,}/^  donnera  la  portion 

/*'dr{,(*H-*,  »  -  #(— *,  r)}. 

qui  approchera  d'autant  plus  d'être  celle  qui  correspond  à  un  seal 
clément ,  que  la  Talenr  assignée  à  A  sera  plus  petite. 
Dans  Texemple  de  l'article  II,  pour  lequel 

f          .                X  i 

4»(T,  y)  =r  ; ,       et  as  o  , 

l'expression   trouvée  ci-<lessus  devient 
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=  1  arc  r  tang  =  7  J  —  a  arc  T  tang  =  —  ^\ 

En  faisant  A  s=  o ,  pour  passer  à  la  limite  ,   on  a 

a  arc  (tang  =:  infini)  —  a  arc  (tang  t=:  —  infini) 

a         a 

précisément  la  dififërence  trouvée   dans  l'article  cité. 

Les  intégrales  oii  Ton  ne  considère  qu'un  élément,  ainsi  qu'on 
Ta  vu  plus  haut  pour /«dx,  ont  été  nommées,  par  M.  Câuchy, 
intégrales  singulières  ;  les  lecteurs  qui  voudront  plus  de  détails 
sur  ce  sujet ,  les  trouveront  dans  le  tome  1er  i^es  JS^ouueaux  Mé- 
moires présentés  à  l'Académie  des  Soiences ,  par  diwers  Sa- 
i^ans ,  page  67a. 
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Page    5î,  ligne    4  en  remontant,  par,  iise^  pour 
î66,  ligne  dernière  de  la  note, 

x=fl  {..V ../, 

listz  *  =  arc  r  sin.yerM  =:  ?- J  —  V^aay  — jr« 

339,  ligne  première  de  la  note,  m-f-mU,  lisez  z  +  wl* 
37a,  ligne  dernière  de  la  note,  ajoutez  vo)^.  lanoieC 
38a,  ligne  6  en  remontant ,  trois    Tariables ,    listz  denz 

variables  ^ 

4î4,  ligne  II  ,  /  — aJc-hc',  liiez  y^ax-^c' 
540,  ligne  10  en  remontant,  Aix^  lisez  Aix* 
653,  ligne  \^^  ajoutez  au  bout  y  ( Noui  Comment.  Aced. 
Petrep,,  t.  V,  p.  ao4. 
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